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Vorwort. 


* Seine Entstehung verdankt das vorliegende Werk einerseits häufigen 
Anregungen mir befreundeter Pachgenossen, die nach dem £jfscheinen 
meiner kleinen Einführung -in die Maxwellsche Theorie es mir ntdie 
legten, ein größeres Werk über das Gesamtgebiet der theoretischen Physik 
W schreiben; anderseits war auch ich im Laufe meiner zehnjährigen 
akademischen Tätigkeit durch Unterredungen mit meinen Hörern zu der 
(Überzeugung gelangt, daß ein Buch, das die theoretische Physik etwa 
in dem Umfange darstcllt, wie sie in einem fünf- bis sechssem^trigen 
Vorlesungskursus vier Wochenstunden behandelt werden kann, nicht 
überflüssig »sein draffte und seinen Plsitz neben den vorhandenen Werken 
einnehmen könnte. Ich bin deshalb einer Aufforderung des Herrn Ver-, 
legets gerne gefolgt und lege heute den* Pachgenossen den ersten Band 
vor. Er enthält die Mechanik diskreter materieller Punkte, starrer Körper 
und die Mechanik der Kontinua, d. h. Elastizität und Hydrodynamik. 
D^rin ist die Akustik tnitverarbeitet, die jji zum Teil der» Punktmechanik, 
zum Teil der Elastizität? oder Hydrodynamik angebört. Der zweite Band 
soll die Wärmelelure, die Ejlektrizität und die ' Optik in modömer Dar- 
stelhmg bringen. 

Natürlich kann es sich bei einem solchen Buche im wesentlichen nur 
iim eine Auswahl aus dem ungeheuren Stoffe handeln; da eine allgemeine 
Einigung darüber unmöglich ist, so kaim iph nur hoffen, daß ich im all- 
gemeinen eine akzeptoble kGttellinie getroffen habe. Vielleicht darf ich 
noch hervorheben, daß ich mit besonderer Liebe die Sohwingungsprobleme 
behandelt habe, die eintnal zur Vorbereitung auf die elektrischen W'ellen 
im zweiten Bande dienen sollen, und denen anderseits ein großer Teil 
meiner eigenen wissPnsehaftlichefa Tätig^it angehört. Hier bot sich 
auch 6ele|[enheit, z-. B. bei den SaitenschwingungeM, die Bedeutung der 
lutegralglelhhnngen ' für das Problem der Entwicklung, willkürlich» 
Funktionen qasW Systemen vorgea.ol|^bener zu zeigen; um dabei und 

älthlichen*^ Geliggen^ten. denf*idty8ikalische|i Kpm nicht mit, rein 
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mathematischen Untersucliungen zu belasten, habt' ich die Anordnung 
so getroffen, daß diese Abschnitte beim ersten Studium übersclilagen 
werden köimen. Überhaupt ist Kenntnis des Inhaltes des XIV, und 
XV. Kapitels (Schwingungen xöii Saiten und Membranen sowie Schwin- 
gungen von Stäben und Platten) für das Folg^ide nicht notwendig; sie 
bilden vielmehr ein Gebiet für sich von wesentlich akustischem Interesse. 

Ich möchte noch ein Wort sagen über den Gebrauch der Vektor- 
analysis. Die dieser angehörenden Begriffe und Formeln habe ich, da ich 
sie nicht als bekannt voraussetzen konnte, an den Stellen, an denen sie 
sich zwanglos darboten, entwickelt und dami im folgenden kuiutzt, 
ohne jedoch ausschließlich Gebrauch davon zu machen. Vielmtdir habe 
ich in manchen Kapiteln die Koordinatendarstellung bevorzugt. Dies 
scheint mir in einem Lehibuche geradezu notwendig zu sein, schon damit 
der Lernende die wichtigsten Formeln, z. B. die Gleichungen der Elastizität 
und Hydrodynamik, in l)eiderlei Gestalt kennen lernt; denn so braucht 
er sie beim Studium der Literatur. 

Es ist kaum notwendig, zu sagen, daß ich bei meiner Darstellung di(‘ 
gesamte mir zugängliche Lehrbucbliterattu* zu Kate |;ezogen habe. Ich 
möchte hier neben den Lehrbüchern der Hydro<lynainik von La mb 
nnd W. Wien namentlich die Monographie üImu* den Kreisel yon Klein 
imd Sommerfeld, sowie die Mechanik von Hamei als diejenigen Werke 
nennen, die mich in vieler Hinsicht beeinflußt hakui. Ferner möchte* 
ich noch liier hervorheben, daß ich.durch häufige Bezugnahme auf das 
vortreffliche Tabelleuwerk voa Jahnke und Emde (Funktionentafoln 
mit Formeln und Kteven, Leipzig 1909) meine Darstellung entlasten 
konnte; ich habe um so unbedenklicher auf^dieses Werk mich l>ezogen, 
als es in der Hand jedes Studierenden der Mathe niatik und Physik mn 
sollte. 

Zahlreichen Fachgenossen habe ich für ihre liebenswürdige und stets 
bereite Hilfe zu danken. Vor allem Herrn Professpr Dr. Adolf Knes*^r, 
mit dem ich nicht nur fast alle Partien des Buches besprechen konnte, 
sondern der mich mit seinem Eate ganz besonders bei Abfassung der 
Kapitel XIV und xV unterstützt hat, in ^nen dia Integralgleichungen 
lienutzt werden. Diese hatte er auch die Fremdlkbfoit, in den JCorrektur 
bogen noch einmal durchzusehen. In den genannten Kapiteln habe ich 
übrigens ausgiebig die Anregungen verw'ertet, :die ich in einer Vorlesung 
über die Theorie der Integralgleichungen von Kneper biabe. 

Herr Professor Dr, Alexander Pfiügör in Bonn hat eine Kojrektiu 
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^^elesen und mir zahlreiche weriv(dle Vc‘rbejjiserungs Vorschläge, nament- 
lich in pädagogischer Hinsicht, gemacht. Mein Kollege, Herr Privat- 
Jozent l)r. Walter Schriee» hat die Mechanik der materiellen Punkte 
und der starren Körpet im Manuskiipt gelesen, viele Ungenauigkeiten 
berichtigt, die Darstellung in vielen Punkttui verbessert. Von ihm rührt 
ferner die elegante Darstellung der Sätze über Transformation quadra- 
nsclier Pormen in Nummer 58 lau-, ln gkächer Weise bin ich Herrn 
Frivatdozenten Dr. Fritz Keiche in Berlin für Durchsicht des Manu- 
skriptes der Mechanik der Kontinua verpflichtet, deren Darstellung er 
durch vi(de Batschläge gefördert hat. Eine Schülerin von mir, Fräulein 
^Dr. Stalhvitz, stellte mir ihre sorgfältig aiisgearkuteten Vorlesuiigs- 
hefte zur Verfügung, die ich als Grundlage für die erste Niederschrift 
d(‘S Manuskriptes benutzt hal»e. Herr Dr. Gustav Groß hatte die 
Freundlichkeit, eine ganze Korrektur zu lesen; Herr cand. phil. Paul 
Hahn hat mit großem G(‘schick die Figuren gezeichnet. Ihnen allen 
gi^bührt mein aufrichtiger Dank! In nicht geringerem Maße schulde ich 
diesen auch dem Herrn Verleger, der auf alle mt*ine Wünsche in der be- 
reitwilligsten Weise einging. 

Möge d(‘r Erfolg die aufgewandte Mühe lohnen! 

Breslau, Ostern 1914. 

Clemens Schaefer. 
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Einleitung. 


1. Aufgabe der Mechanik; ihre Stellung im System der theoretischen Physik. 

Die Mechanik ist die Lehre von den Bewegungen materieller Körper 
und von den Kräften, die jene verursachen. Sie hat dii‘ Aufgabe, die 
Gesamtheit der Bewegungen zu klassifizieren und auf die einfachste 
Weise zu l)eschreibc‘n. Sie leistet dies durch die Aufstellimg geeigneter 
Begriffe, die es gestatten, das Typische der verscliiedenen Bewegungs- 
fornien herauszuschälen und zu formulieren. Unsere heutige Mechanik 
beruht, wenn auch nicht ausschließlich, so doch im wt‘sentlichen auf 
einer Anzahl von Axiomen, die man Newton wrdankt, die aber zum 
Teil schon durch Galilei vorbereitet sind. Das System der Newton- 
scheu Mechanik ist eine widerspruchsfreie, in sich logische Lösimg des 
Problems; es kann zwar kein Zweifel bestehen, daß es möglich sein würde, 
andere Systeme der Mechanik aufzustellen, die ebenso A\iderspruchsfrei 
wären und die Erscheinimgen ebenfalls darstellten; aber es ist fraglich, 
ob diese anderen Systeme ebenso einfach sein würden, wie das System 
Newtons. Es hat deshalb auch bisher kein anderes System das New- 
ton sehe .ernstlich in seiner Stelhmg zu erschüttern vermocht. 

Wir stellen die Newton sehe Mechanik an die Spitze unl^s Systems 
. der theoretischen Physik. Dazu veranlassen uns mehrere Grmule. Zu- 
nächst ein historischer. Dh^ Mechanik ist derjenige Teil der exakten Wissen- 
schaften, der sich am frühesten — zum Teil schon im Altertum — zu 
hoher Blüte entfaltet und zuerst praktische Früchte gezeitigt hat. Des-' 
halb sind naturgemäß in dieser Disziplin zuerst die grundlegenden Be- 
griffe der theoretischen Physik, z. B. Kraft, Arbeit, Energie usw. ent- 
wickelt worden, und von der Mechanik aus haben sie die übrigen Ge- 
biete der Physik erobert mid befruchtet. 

Neben diesem historischen Gesichtspunkte hat zur dominierenden 
Stellung der Mechanik lange Zeit "folgender grundsätzliche Standpunkt 
beigetragen: Man sah eine Naturerscheinung (Elektrizität, Licht, W^txße) 
dann und erst dann als erklärt an, wenn sie auf. Mechanik, d. h. auf jle- 
wegungen materieller, Körper zurückgeführt war. So hat man z. B. die 
^(l¥ärme erkläh als eine ungeordnete Bewegung der Moleküle der Körper-, 
^so faßte man das Licht als eine elastische Wellenbewegimg iji einem 
. materiellen Medium, dem Liohtäther, auf usw. 
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Die Erwägimgen, die zu diesem grundsätzlichen Standpunkte liin- 
führen, sind etwa folgende gewesen: Die Bewegungen materieller Körper, 
wie sie in der Mechanik behandelt werden, scheinen — wenigstens dem 
naiven Menschen — leichter verständlich, als z. B. die Erscheinungen 
der Elektrizität oder der Wärme. Erklären heißt aber nichts anderes, 
als weniger Bekanntes auf besser Bekanntes zu reduzieren. So ergab 
sich aus diesen Überlegungen ganz zwanglos die Forderung, alles auf 
die Mechanik als das am besten Bekamite zurückzuführen. An der Aus- 
führung dieses großartigen Programms des „mechanischen Welt- 
bildes“ hat die Physik sich bis in die jüngste Zeit gemüht, ohne daß 
es allerdings zu einem befriedigenden Abschluß gelangt w^äre. Man neigt 
heute sogar angesichts der vielen scheinbar unüberwindlichen Schwierig- 
keiten, die namentlich Elektrizität und Magnetismus dem Versuche, sic* 
4iis mechanische Weltbild einzureihen, entgegensetzen, jetzt zu der dia- 
metral entgegengesetzten Forderung, alles auf elektromagnetische 
Grundlage zu stellen Doch ist bisher das „elektromagnetische 
Weltbild“ auch nur Programm geblieben, und mag auch vielleicht jetzt 
die Wagschale sich schon mehr zugunsten des letzteren neigen, so kann 
doch jedenfalls der jetzige Zustand der Wissenschaft keinen Grund da- 
gegen bilden, die Mechanik noch an den Anfang der theoretischen Physik 
zu stellen. 

Jn dieser Auffassung bestärkt uns eine dritte Erwägung, die päda- 
gogischer Natur ist. Wenn wir die Mechanik in ihrer alten Stellung be- 
lassen, so folgen wir damit, wie oben erwähnt, der historischen Ent- 
wicklung der Wissenschaft. Bei dieser Anordnung erkennt der Anfänger, 
für den dieses Buch in erster Linie bestimmt ist, unserer Ansicht nach 
am leichtesten, wie die Probleme der theoretischen Physik entstanden 
sind, und so wird in ihm am ersten das das „Sichwmidem“ 

mit anderen Worten, der methodische Zweifel erweckt, der der Lebens- 
nerv jeder Forschung ist, 

& GnmdbegriBe: Raum und Zeit in der Mechanik. 

Das Objekt der Mechanik ist die Bestimmung der Bewegungen 
materieller Körper. Bewegung eines Körpers ist aber eine örtliche Ver- 
änderung in der Zeit. Wir werden uns daher, ehe wir an die Aufgabe der 
Mechanik herangehen köimen, mit Baum und Zeit, oder Vielleicht besser 
gesagt, mit Baummessung und Zeitmessung zu beschäftigen haben. 

Die Eigenschaften des Baumes sind aus der Euklidischen Geometrie 
her bekannt; die Axiome und Lehrsätze derselben werden hier als bekannt 
vorfmsgesetzt. Wir müssen vor allen Dingen den Baum durch Längen- 
maße ausmessen. Dazu bedürfen wir einer Einheit des Längenmaßes. 
Diese ist natürlich willkürlich und muß durch Übereinkunft festgelegt 
werden.. Durch internationale Verständigung ist folgendes bestimmt 
bestehender, zu Sövres bei Paris auf bewahrter Stab 
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hat in der Nähe der Edden zwei feine Striohmarken ; die Distanz derselben 
bei der Temperatur 0® Celsius wird als Längeneinheit zugrunde gelegt; 
sie heißt: das Meter. Von diesem ürmaße, dem sogenannten m^tre.des 
archives, sind durch eine internationale Kommission Kopien angefertigt 
worden, von denen mehrere Exemplare im Besitze jedes Kulturstaates 
sind. Mit ihnen sind alle Maßstäbe, die in der Physik benutzt werden,' 
verglichen. Statt des Meters benutzt man in der Physik übrigens den 
hundertsten Teil desselben, das Zentimeter, als wissenschaftli(die 
Längeneinheit. 

Da man Gründe hat, an der absoluten Konstanz der Länge von Metall- 
stäben S5U zweifeln, so hat man neuerdings das Meter mit der Größe von 
Lichtwellen verglichen. Albert Michelson hat diese Bestimmung aus- 
geführt und gefunden, daß, wenn man die Wellenlänge '/. in trockener 
Luft bei 15® C der roten Cadmiumlinie benutzt, man hat: 

lm = 1553164,03A. 

Bisher sind keine Gründe bekannt geworden, an der Konstanz der 
Lichtwellenlänge (unter gleichen Bedingungen der das Licht erzeugenden 
Lichtquelle und im nämlichen Medium) zu zweifeln. Indem man also 
vorläufig die absolute Konstanz dieser Wellenlänge annimmt, hat man 
so die Möglichkeit, die Veränderlichkeit des Urmeters zu kontrollieren 
und in Rechnung zu ziehen. 

Neben dem Raume, d. h. deö ^geometrischen Stücken, die Ort und 
Ortsveränderung bestimmen, müssen wir auch die Zeit als meßbare ver- 
änderliche Größe einführen. Auch die hierzu notwendige Einheit des 
Zeitmaßes ist willkürlich und wird durch Konvention festgesetzt. Zu 
einer brauchbaren Zeiteinheit gelangt man folgendermaßen: Man be- 
obachtet, daß die Erde relativ zum Fixstemhimmel eine Drehung aus- 
föhrt; ob dabei die Erde oder der Fixsternhimmel sich bewegt, ist an 
dieser Stelle ganz gleichgültig; es handelt sich hier nur um die reine Be- 
öbuchtungstatsache der relativen Veränderung beider Systeme gegen- 
einander. Deshalb eben können wir — um die Ideen zu fixieren — ohne 
Schaden sagen, daß die* Erde rotiere. Die Rotationsachse ist durch Be- 
obachtung festgestellt als die Verbindungslinie deö Erdmittelpunktes mit 
einem bestimmten Fixstern, dem 8ogeua^^n Polarstem. Durch die 
Rotationsachse und durch einen beliebig herausgegriffenen Fixstern legen 
wir eine Ebene. Wir wollen sie kurz die „feste" Ebene nennen. Diese 
‘Ebene dreht sich also relativ zur Erde. Eine zweite Ebene .werde bestimmt 
durch die Rotationsachse und einen beliebigen Punkt der Erdoberfläche; 
daim erhalten wir eine sogenannte Meridianebene, die relativ zur Erdb 
keine Bewegung hat, sich aber gegen die „feste" Ebene dreht. In di^r 
relativen Bewegung beider Systeme gegenemandejr haben wir 'einen peri- 
odischen Vorgang vor uns, den wir zur Zeitmessuög benutzen kSnnen. 
Wir ^finieren folgeüdermaßen: Die Zeit soll gemessen“ werden durch 
den Winkel zwischen den obigen beiden Ebenen: der Zeiteinheit ent- 
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spriclit also eine Drehung der in der Erde festen Meridianebeno um einen 
bestimmten Winkel gegen die feste Ebene. Die Zeit, di(‘ verstreiclit, 
wt'ini die Meridianebene eine Drehung um 3()0 (h ad gegen die feste Acdise 
gemacht hat, nennt man einen Stern tag. Der 80164ste Teil eines Stern- 
tages wird als Sekunde bezeichnet, und dies ist die in der Physik üb- 
liche Zeiteinheit. Natürlich kann man nicht daran denken, stets durch 
astronomische Beobachtungen die Zeit zu m(‘ssen. Man stellt sich viel- 
mehr andere Instrumente, sogeiuiimto ,, Uhren“ her, d. h. mechanische» 
Apparate, die eine periodische Bewegung ausführen. Dtr einfachste 
Apparat dieser Art ist das Pendel. Man bestimmt einfach die Anzahl 
der Pendelschwingungen, d. h. der Hin- und Hergänge dess(»lben, die 
auf die Zeit eines Sterntages fallen. Ein Pendel von solcher B(»schafft»n- 
heit, daß 86164 Schwingungen auf einen Sterntag entfallen, heißt eii] 
Sehundenpendel. Mit einem solchen odt‘r Apparaten ähnlicher B(‘- 
schaffenheit w*erden alle prakti.schen Zeitnu'ssungen angestellt. Natür- 
lich werden alle Uhren regelmäßig durch astronomiscla» B(»obachtungen 
kontrolliert. 


3. Substantielle Punkte, starre Körper, deformierbare Körper. 

Die' in der Natur vorkommenden niat(»riellen K()rp(‘r. deren Be- 
wegungen die Mechanik untersucht, sind stets ausgedehnt, d. h. sie er- 
füllen ein endliches Raumgebiet. Die verschieden<*n i’eih» eines solchen 
ausgedehnten Körpers können sieb sehr verschieden bew(‘g(»n uml zur 
exakten Angabe der Bewegung des ganzen Körpers gelairt offinbar die 
Angabe der Bewegungen aller seiner Teile. Man (»rkennt als<», daß die 
Bewegung eines ausgedehnten Körpers im allg(»meinen eim* sehr kom- 
plizierte Erscheinung darstellt, die zu entwirren schwierig ist. Man kann 
jedoch durch einen Kunstgriff die Schwierigkeit erheblich vermindern. 
Je kleiner der Körper ist — oder je kleiner der Teil des Kör])ers ist, den 
wir ins Auge fassen — um so weniger w'erden sich die Bewegungen inner- 
halb des Körpers oder des betrachteten Körperteiles voneinander unter- 
scheiden. ln Gedanken können wir den Köq)or oder Kcirjn rttü sogar 
unendlich klein werden lassen, daim haben wir es schli(*ßlic}i nur mit 
der Bewegung eines unendlich kleinen Bereiches zu tun, (l(‘n man kurz 
als „materiellen“ oder „substantiellen“ Punkt bezeicluiet. Ein 
solcher ist natürlich nicht mit einem geometrischen Punkte zu verwech- 
seln, denn er besitzt vor allem eine Ausdehnung, W(»nn auch ein«» sehr 
kleine, während die geometrischen Punkte ausdehimngsloso Gebild«» sind. 
Die Bewegungen solcher materiellen Punkte sind die denkbar (»infaclisten, 
die in der Mechanik möglich sind, weil die Komplikation der end- 
lichen räumlichen Ausdehnung bei ihnen beseitigt ist. Des- 
halb ist es zweckmäßig, zuerst die Mechanik eines solchen zu entwick(dn. 
Übrigens kann man manchmal auch einen ausgedelmten Körper so be- 
handeln, als ob er ein materieller Punkt wäre, wenn es eben nur auf die 
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lictnicbtuiig cUn- J3ewogiing (»ines Punktes ankommt; z. P. bei der Be- 
-Nvegiing der (T(‘stirne am Himmel genügt es, diejenige des Mittelpunktes 
jedes Körpt^rs zu ktmnen, und deshalb reicht für dieses Pro])lem die 
Mechanik mat(*rieller Körper aus. 

Perner kann man sagen, daß jeder endlich ausgedehnte Körper als 
aus niateriellen Punkten zusanmiejigesetzt gedacht werden kann. Denn 
man kann dim Körper durch drei Schar(‘n von aufeinander senkrecht stehen- 
den Ebenen in kleine Würfel, sogenannte Körperelemente, t(dlen; die 
Jk‘wegung eines solchen Elementarwürfels wird aber wegen seiner mini- 
malen Ausdehnung durch die Betrachtung eines Punktes desselben mit 
ausreichender Genauigkeit dargestellt, und man kann daher in jedem 
Elemente ein(‘n Punkt, etwa den Mittelpunkt, markieren, .leder dieser 
Punkte* bleibt bei der Bew(*gung an seinem Elemente haften, ist also das, 
was wir oben als materiellen Punkt bezeichnet haben. Die Bewegung 
des gesamten Körpers ist also dann bestimmt, wenn die Bewegung aller 
dieser so gewonnenen materi(*ll(‘n Punkte bestimmt ist, und in diesem 
Sinne kann man den endlich ausgedehnten Körper als aus materiellen 
Ihinkton bestehend ansehen. 

Di(‘Se Auffassung leitet nun über zu dem Begriff des starren Kör- 
])ers. Zwei materielle Punkte heißen starr miteinander ver- 
bunden, wenn ihre Entfernung bei allen möglichen Be- 
wegungen derselben sich nicht ändert. Ebenso neunen wir 
(‘inen Körper starr, wenn seine sämtlichen materiellen 
Punkte b(‘i der Bewegung ihre gegenseitigen Entfernungen 
nicht ände rn. Viele der in der Natur vorkoramenden Körper lassen 
sich mit großer Annähermig als sta**r betrachten, wenigstens, wenn es 
nicht auf dit* äiißen^ Genauigkeit ankommt. Deshalb wird sich an die 
Mechanik diskreteu materieller Punkte anschließen die Mechanik starrer 
K()rp(*r. 

Im Gegensatz zu den staiT(*n Körpern stehen diejenigen, deren 
mat(‘riellen Punkte ilirim gegenseitigen Abstand während der Bewegung 
verändern, od(*r, wie wir kurz sagen wollen, die ihre Gestalt oder ihr 
Volumen verändern. Solche Körper nennen wir deformierbare oder 
elastische Körper. Streng genommen gehören alle in der Natur vor- 
kommenden Körper zu dieser Kategorie, und deshalb ist es notwendig, 
über die Mechanik des starren Körpei*s hinauszugehen und ihr eine 
Mechanik deformierbaror Körper anzuschließen. 

4. Einteilung der Mechanik. 

Man kann die Mechanik in verscldedener Weise einteilen, je nach 
den Gesichtspunkten, die man verfolgt. Eine solche Emteilimg haben 
wir in der vorigen Nummer angegeben. Eine andere Einteilung ist die 
folgende: Solange man nur die Bewegungen als solche betrachtet, d. h. 
die aufeinanderfolgenden La^en eines Körpers zu verscliiedenen Zeiten, 
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ohne Eücksicht darauf, wie diese Bewegungen entstehen, hat man es 
mit einer rein geometrischen Betrachtung zu tun. Diesen Teil der Mechanik 
nennt man Kinematik. Sie nimmt zu den drei Baumkoordinaten nur 
noch die Zeitkoordinate hinzu. Als ihre Aufgabe kann bezeichnet werden 
die Untersuchung und Klassifizierung aller denkbaren Bewegungen. So- 
bald man wirklich vorkommende Bewegimgen in dieser Weise betrachtet, 
mnnt man die Kinematik auch wohl Phoronomie;.doch w^erden beide 
Bezeichnungen "vielfach ohne Unterschied benutzt. Der Teil der Mechanik 
ferner, der, die Bewegungen in Verbindung mit den sie hervorbringenden 
Ursachen, den Kräften, untersucht, heißt die Dynamik, von der die 
Statik, die Lehre vom Gleichgewicht der Körper unter dem Einfluß 
von Kräften, ein spezieller Fall ist. Die allgemeine Dynamik stellt 
die allgemeinen Bewegungsgesetze auf und liefert die allgemeinen Piin- 
zipien, nach denen diese Bewegungsgleichungen behandelt werden müssen, 
während die spezielle Dynamik die besonderen Probleme behandelt. 

So ergibt sich denn für die drei Mechimiken des materiellen Punktes, 
des starren Körpers imd des deformierbaren Körpers die Haupteintfilung 
in die jeweilige Kinematik und die jeweilige Dynamik. 



Erstes Buch. 


Mechanik materieller Punkte. 


Erstes Kapitel. 

Kinematik eines materiellen Punktes. 

5. Lage eines materiellen Punktes; Koordinatensysteme; Bezugssysteme. 

Unter der Lage eines substantiellen Punktes verstehen wir die An- 
gabe des Kaumpiinktes, mit dem er koinzidiert. Was ist notwendig, 
um eine derartige Bestimmung auszuführen? Denken wir uns, der ganze 
Raum sei leer, mit Ausnahme eben des einen materiellen Punktes, dessen 
Lage festgestellt werden soll. Der leere Raum ist unendlich groß, d. h. 
ohne Begrenzimg, und ferner ist sowohl jeder Eaumpunkt dem anderen 
gleichwertig und durch nichts miterschieden, als auch sämtliche durch 
(len Punkt gehenden Richtungen. Man drückt diese Eigenschaften des 
Raumes dadurch aus, daß man sagt, der Raum sei „homogen“ 
und „isotrop“. In Verbindung mit der Unendlichkeit des Raumes 
machen diese beiden Eigenschaften des leeren Raumes es aber unmög- 
lich, einen Raumpunkt zu individualisieren; denn diese Eigen- 
schaften schließen eben die Möglichkeit dazu aus. Also kann man im 
leeren Raum auch nicht die Lage eines materiellen Punktes angeben: 
eine „absolute“ Lagenbestimmung ist unmöglich. Man muß vielmehr 
außer dem zu bestimmenden materiellen Punkte noch das Vorhanden- 
sein irgend eines materiellen Körpers hinzunehmen, in bezug auf den 
oder relativ zu dem die Lage des substantiellen Punktes bestimmt werden 
kann, indem man die Entfernungen des letzteren von einigen oder allen 
Punkten des materiellen Körpers angibt. Es ist also eine „relative“ 
Lagenbestimmung, und nur eine solche, möglich. Den ma- 
teriellen Körper, relativ zu dem die. Lagen eines materiellen Punktes 
bestimmt werden, nennen wir den „Bezugskörper“. 

Als Bezugskörper wollen wir stets starre Körper nehmen. Wir greifen 
ferner einen Punkt 0 desselben heraus, und legen durch denselben 
drei zueinander senkrechte Gerade, die wir als die at-, und s-Achsen 
eineä kartesischen Koordinatens 3 rstemes nehmen wollen.^ Die Achsen 
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sind also Linien, die dem starren Körper angehören, also nach einer in 
Nr. ^ gemachten Bemerkung als aus substantiellen Punkten des Körpers 
bestehend angesehen werden können, und daher als „substantielle Linien** 
bezeichnet werden. Als Koordinatensystem wählen wir ein sogenanntes 
ivchtshändiges Koordinatensystem. Bei einem solchen sind die positiven 
Achsenrichtimgen folgendermaßen bestimmt: Zwei positive Achsen- 
vichtungen können beliebig gewählt werden. Es seien dies etwa die a*- 
und 2 /-Eichtungen ; man denke sich nun einen menschlichen Körper auf 
die xy-Ehene im Koordinatenanfangspunkt so gestellt, daß die positiv(‘ 
a--Bicbtung zu seiner Hechten, uixl die positive //-Bichtung seine Blick- 
richtung ist. Dann nehmen wir die Eichtung von seinen Füßen zum 
Kopfe als positive 2 -Bichtung an. Diesen Festsetzungen (mtspricht das 
Bild der Fig. 1 . 





Man kann Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand lidciit 
so stellen, daß sie zueinander senkrecht stehen. Dann entspricht der 
Daumenrichtung die positive a'-Eichtung, dem Zeigefinger die positivt* 
^'Eichtung, dem Mittelfinger die positive j^-Eichtung. Das gilt aber nur 
für die rechte Hand, daher der Name: rechtshändiges System. Das links- 
händige System geht aus dem obigen durch Umkehrung einer Achs^ 
daraus hervor, ist also ein Spiegelbild des rechtshändigen. 

Die relative Lage, oder wie wir in Zukunft, da es sich nur um solcln* 
handelt, einfacher sagen werden, die Lage eines materiellen Piuiktes V 
ißt nun nach den Lehren der Geometrie vollkommen .bestimmt durch 
die Angabe der drei senkrechten Abstände von den Koordinatenachsiui 
(Fig. 1). Statt dieser drei kartesischen Koordinaten x, y, z kann man 
natürlich die Lage des Punktes auch durch drei beliebige eindeutige 
Funktionen der ä, j/, z bestimmen, wie es z. B. Polarkoordinaten sind. 

Für die Kinematik, die ja nur denkbare Bewegungen geometrisch 
zu untersuchen hat, ist die Wahl des Bezugskörpers offenbar gleichgültig, 
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i‘beiiso \vi(‘ die Wahl des Koordinatensystems in der Geometrie die geo- 
metrischen Eigenschaften der zu untersuchenden Gebilde nicht beein- 
flußt. Kein Bezugskörper ist vor dem anderen in irgend 
einer Weise grundsätzlich ausgezeichnet. Würde umgekehrt 
ein Bezugssystem eine ausgezeichnete Bolle spielen, so könnte man die 
Lage relativ zu diesem — obwohl es natürlich auch eine relative Be- 
stimmung ist — im g(*wissen Sinne als „absolute“ bezeichnen, weil eben 
diese Bestimmung dann vor allen and(‘ren ein(*n Vorrang hätte. In der 
Kinematik ist dies nicht der Fall, wohl aber, wie wir später 
sehen werden, in der Dynamik. Dort gibt es ausgezeichnete Ko- 
ordinatensysteme und also im obigen Sinne absolute Bestimmimgen. 


6. Bewegung eines substantiellen Punktes; Eigenschaften der in der Mechanik 
vorkommenden Funktionen. 

Wir betrachten nun die Lagen eines Massenpunktes (relativ zu einem 
beliebigen Bezugskörper), wie sie zeitlich aufeinander folgen. Zu jeder 
Zeit, die wir an dt'r Uhr ablesen, können wir drei Abmessurgen xyz 
angeben, die s('ine Lage zur Zeit i bestimmen. Mit anderen Worten: 
X, ?/, z sind Funktionen der Zeit f: 

(1) a- = i(t), y = y{i), z = 

Diese drei Funktionen der Gkichung (1) stellen uns die sämtlichen 
fiagen des Punktes dar, wTim wir der Zeit i alle möglichen Werte bei- 
l(‘gen. Sie stellen also den Inbegriff sämtlicher Lagen oder die 
Bewegung des Punktes dar; die Gleichungen (1) werden deshalb 
als die „Bewegungsgleichungen der Kinematik“ bezeichnet. 
Die Bewegung eines substantiellen Punktes ist *also bestimmt, wenn 
seiiu‘ Koordinaten als Funktionen der Zeit bekannt sind. Während der 
Bewt*gung beschreibt der materielle Punkt (relativ zu dem im starren 
Bezugskörper befestigten Koordinatensystem) eine Kaumkurve. Diese 
wird durch (1) unter Vermittlung des Parameters t dargestellt; Glei- 
chung (1) ist die Gleichung der Bahn in sog. Parameterdarstellung. Sind 
die Gleichungen (1) so beschaffen, daß zwischen je zweien von ihnen t 
eliminiert werd(m kann, z. B. aus der ersten imd zw^eiten, dann aus der 
zweiten und dritten, so liefert das erstt» Gleichungspaar einen funktionalen 
Zusammenhang zwischen den Variabehi x und y, das zweite Paar zwischen 
y und Zf den wir in der Form schreiben können: 

(2i I = 

I = 

Dip Gleichungen // — 0 und /, = 0 stellen jede eine Oberfläche dar, also 
beide gemeinsam die Schnittlinie derselben, welche eben die gesuchte 
Kurve ist. Diese Baumkurve nennen wir die „Bahnkurve“ oder die 
„Bahn“ des substantiellen Punktes. 
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Die Punktionen (1) könnten vom rein mathematischen Standpunkte 
ganz willkürliche sein; aber wir wollen diese Willkür von vornherein 
einschränken, um eine einfache mathematische Darstellung der Mechanik 
möglich zu machen. | 

Wir nehmen deshalb zunächst an, daß diese Funktionen stetig 
sind. Die Zulassung unstetiger Funktionen würde auch physikalisch 
Schwierigkeiten mit sich bringen. Denn dann müßten wir z. B, den Fall 
zulassen, daß die Bahnkurve eines substantiellen Punktes zu einer be- 
stimmten Zeit in zwei Stücke zerrissen sein könnte, so daß der substan- 
tielle Punkt gleichzeitig an zwei verschiedenen Stellen des Baumes wäre 
(Fig. 2). 



Damit aber würde jedes Mittel fehlen, sich der Identität des sub- 
stantiellen Punktes zu vergewissern. 

Weitere Einschränkungen für die Funktionen (1) werden die im 
folgenden zu entwickelnden Begriffe der Geschwindigkeit und der 
Beschleunigung liefern; wir wollen jedoch der Übersichtlichkeit halbef 
bereits hier alle Eige^chaften dieser Funktionen zusammenstellen: Wir 
werden von den Funktionen (1) außer der schon besprochenen 
Stetigkeit noch verlangen, daß sie beliebig hohe stetige 
Differentialquotienten nach der Zeit besitzen. 


7. Der Begriff der Oeschwindigkeii 

ÜJB den Begriff der Geschwindigkeit zu erhalten, wollen wir von 
einem möglichst einfachen Falle ausgehen; Ein substantieller Punkt 
bewege sich auf einer geradlinigen Bahn derartig, daß er 
in gleichen Zeitabschnitten gleiche Strecken zurücklegt 
(Kg. 8). Eine solche Bewegung heißt „gleichförmig“. 

Zur Zeit sei er im Pimkte 1, im Zeitmomeute in 2, und so 
fort. Die zeitlichen Differenzen »oUen 

gleich groß sein; dann sind der Voraussetzung gemäß 'die Strecken 

die in diesen Zeiten zurückgelegt werden, ebeü- 

falls gleich. Dabei werden die Strecken s von einem beliebigen Anfangs- 
punkte 0 aus gemessen, wie es die Kg, 8 angibt. ' 
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Hier ist es leicht, eine Definition für die Geschwindigkeit zu geben, 
die sich überdies mit dem gewöhnUchen Sprachgebrauch deckt; wir 
nennen nämlich die Strecke, die der Punkt in der Zeit- 



einheit zurücklegt, seine Geschwindigkeit. Bezeichnen wir 
also die Größe*, oder wie wir lieber sagen wollen, den „Betrag“ der Ge- 
schwindigkeit durch c (celeritas), so ist demgemäß: 


^ : 
4 -Ti' “ 


Bezeichnen wir ferner die seit Beginn der gleichförmigen Bewegung 
des substantiellen Punktes verflossene Zeit durch ty die gesamte zurück- 
gelegte Strecke durch 5, so können wir auch schreiben; 


l3a) c = 

In Worten: Bei einer gleichförmigen geradlinigen Bewegung erhält 
man den Betrag der Geschwindigkeit als den Quotienten aus der zurück- 
.gelegter Strecke s und der während der Durcheilung von s verflossenen 
Zeit, f. Die Geschwindigkeit hat einen konstanten Wert; wie groß oder 
wie klein daher $ und t genommen w'erden, ist offenbar gleichgültig. 

Aber diese Definition versagt bereits, wenn der substantielle Punkt 
auf geradliniger Bahn in gleichen Zeiträumen verschieden große Wege 
zurücklegt (Fig. 4). 


0 ^ . J 4 s 

Fig. 4. 

Die zur Zurücklegung der Strecken — «i, — «g, «4 — «a» • • • 

^»-1 erforderlichen Zeiten seien gleich. 

Bilden wir nun wie oben einen Quotienten, etwa > so stellt 

dieser offenbar nur einen Durchschnittswert der Geschwindigkeit dar, 
die sogenannte „mittlere Geschwindigkeit“ in dem betreffenden Zeit- 
intervalle. D. h. wenn ich dem substantiellen Punkte zur Zeit t, im Punkte 8 
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die konstante Geschwindigkeit erteilen würde, so durcheilte er 

die Strecke 54 — S 3 gleichförmig derart, daß er zur Zeit '/4 iin Kaiunpuiikte 4 
eiutreffen würde. Anfang und Ende der Bewegung werden also richtig 
durch die mittlere Geschwindigkeit dargestellt; aber über die Lage des 
substantiellen Punktes zu den Zwischenzeiten sagt sie nichts aus, imd 
das wird doch gerade von uns verlangt, daß wir in jedem Zeitmomente 
die Lage des sich bewegenden materiellen Punktes angoben können. 

Um hier '\^eiter zu kommen, überlege man folgendes: Die Größe 
der mittleren Geschwindigkeit hängt offenbar von der Größe des gewählten 
Zeitintervalles ab und die wirkliche Bewegung wird durch sie 
um so w'eniger genau dargestellt, je größer das Zeitintervall 
ist. Man sieht dies leicht am Beispiele eines Eisen bahn zuges ein. Wenn 
ich sage: Zwischen Köln und Berlin, d. h. in einem Zeitintervalle von 
9 Stunden, hat der Zug eine mittlere Geschwindigkeit von 70 km pro 
Stunde, so sagt diese Angabe offenbar weniger aus über die wdrkliclu* 
Bewegung — obwrohl der Wert der mittleren Geschwindigkeit völlig 
exakt ist — , als wenn ich die mittleren Geschwindigkeiten des Zuges 
für die erste Stunde, für die zweite, und so fort einzeln angt^be. Denn 
im ersten Fall stimmen i. A. nur Anfangs- und Ei^dlage mit der wirklichen 
Bewegung überein, im zweiten Falle dagegen noch die ZwiNchenlagen 
.zu Beginn jeder neuen Stunde. Noch genauere Ergebnisse w’ürden wir 
bekommen, wenn für jede Minute die mittlere Geschwindigkeit angegeben 
würde, usw. 

Durch diesen Gedankengang gelangen wir zu ein(*r brauchl)aren 
Definition der Geschwindigkeit; die mittlere Geschwindigkeit wird ja 
den Bewegungsvorgang um so genauer darstellen, je kleiner das Zeit- 
intervall ist, für das dieselbe gebildet wird. Nennen wir A s eine khine 
Strecke, A t die zur Zurücklegung derselben erforderliche Zeit, so ist 

^ die mittlere Geschwindigkeit im Intervalle At, Lassen wir nun At 
immer kleiner und kleiner werden, so wird auch As immer kleiner und 
kleiner werden, und der Quotient ~ wird sich einer bestimmten (irenze 

nähern, die in der Sprache der Differentialrechnung der (*rste Differential- 
Quotient von s nach t genannt wird: 


Dieser Grenzwert, dessen Existenz wir postulieren müssen, ist zwar 
Funktion von f, hängt aber nicht mehr von der Größe des Zeitintcr- 

valls dt ab. Deshalb ist, es zweckmäßig, ^ als den betrag c der Ge- 
schwindigkeit im „Zeitpunkte zu bezeichnen. Wir erhalten also jetzt: 


( 4 ) 
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welche Definition auch auf den ersten Fall der gleichföniiigen Geschwin- 
digkeit paßt, da dann 

ds . s 

=const.^-7- 
dt t 

ist. 

Es muß besonders hervorgehoben W(‘rdon, daß Gleichung (4) zu- 
nächst nur abg(*leitet ist unter der Voraussetzung, daß die Bewegimg 
geradlinig ist. Wenn man jedoch die Reiht? der Schlüsse prüft, durch 
dit» wir zur Gleichung (4) gelangt sind, so findet man, daß von der Voraus- 
stdzung der Geradlinigkeit in Wirklichkeit kein Gebrauch gemacht wurde. 
l)it‘ Gleichung (4) gilt daher auch für jed(* krummlinige Be- 
w'egung, d.h. ganz allgemein. 

DieS(‘ Erweiterung des (Jültigkeitsbereiches von (4) führt uns nun 
selbst zu der Erkenntnis, daß durch die Gleichung (4), di(‘ den Be- 
trag dt'r Geschwindigkeit in jedem Fallt* richtig angibt, die Geschwin- 
digkeit selbst doch nicht ausreichend charakterisiert wer- 
den kann. .Denn offenbar geliört zur völligen Bestimmtheit derselben 
auch die Angabe der Richtung der Geschwindigkeit. 

Diese Ergänzung ist leicht anzugeben. Denn da die Gt*schwindig- 
keit nach (4) der in der unendlich kleinen Zeit äi zurückgelegtt* Weg ds 
dividiert durch diese Zeit, ist („Weg pro Zeiteinheit“), so ist klar, daß 
die Richtmig der Geschwindigkeit mit derjenigen des Balmelementes ds 
zusamim'ufällt. Als positive Richtung des letzteren nehmen wir zw’eck- 
mäßig diejenige, in der dasselbe von dem materiellen Punkte durcheilt 
wird. Wir können also saigen: Die Geschwindigkeit ist tangential 

d s 

zur Balm gfrichtot, \wshalb man lüiufig auch als „Bahn- 
geschwindigkeit“ bezeichnet. Die Bichtimg von ds und dalier die 
Bahngeschwindigkeit wird nach den Regehi der Geometrie Iwstimmt 
(hirch die Angab»" der drei Winkel, die ds mit den Koordinatenachsen 
bildet imd die wir durch (sj), {syj, (sz) l>ezeichnen wollen. Natürlich 
sind nur zwtn von ihnen unabhängig, da die Relation besteht: 

(l)) cos* (sx) 4- cos* (sy) + cos* (sz) = 1 . 

d 8 

Durch die Angabe dos Betrages c - -ji »obigen 

Winkel ist daher die Geschwindigkeit charakterisiert; sie bedarf also 
der Angabe dreier unabhängiger Stücke. 

8. KomponentendantelluiiK der Oeschwindigkeit. 

Die Darstellung der Geschwindigkeit durch ihren Betrag und durch 
zwei Winkel ist unsymmetrisch, insofern, als die drei Daten von ver- 
schiedener Natur sind. Es ist daher wünschenswert, auch eine symme- 
trische Darstellung zu erhalten. Diese ge\vinneu wir folgendermaßen: 
Statt das Bahnelement durch seinen Betrag äs imd zwei Winkel zu be* 
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stimmen, können ^vi^ es offenbar auch durch seine drei Projektionen 
auf die Koordinatenachsen eindeutig und vollständig festlegen. Denn 
wenn wir die Projektionen der Eeihe nach mit dx, dy, dz bezeichnen, 
so können wir daraus wieder den. Be trag und die Winkel gewinnen. Denn 
es ist nach dem pythagoräischen Lehrsätze: ds^ ^ dx^ + dy^ + dz^y 
also der Betrag: 

(6) ds ^ + ’^d + d y^ + d ^ 

und ferner sind die Kosinusse der Winkel, die sogenannten Eichtungs- 
kosinusse : 

(7) cos(s®) = ^. cos(sj/) = -j|-, cos(s*)=^*- 

Diese Darstellung durch die drei Projektionen ist völlig symmetrisch 
uM4äßt sich auf die Geschwindigkeit übertragen. Wir wollen also die 
Greschwindigkeit auf die drei Achsen projizieren. Die Projektionen seien 
Uy V, w. Dann ist offenbar: 

(8) u == cos‘(s x)] V = cos (ä 2 /) ; w = cos (s z ) , 


oder unter Berücksichtigung von (7) 
ds dx ^ dx 

17 ~'dT 


(9) 


V = 


dy . 


W 


dz 
d i 


Es laßt sich nun genau wie für das Bahnelement zeigen, daß durch An- 
gabe der Projektionen ^ ^ ^ di© Geschwindigkeit völlig bestimmt 

ist. Deim zunächst folgt durch Quadrieren und Addieren der Projek- 
tionen unter Eücksicht auf (6): 

Also ist der Betrag c der Geschwindigkeit: 

(10) . = Jf - + / - + yu ’+ .> + 

(irobel di»' Wurzel stete mit dem Pluszeichen zu nehmen ist) und die 
Biohtungskosmusse sind offenbar, wenn die Winkel mit (cx), (ey,) (ez) 
bezeichnet Werden: 

(11) oos{cy)^~; cos(cz)»-f, 

wodurch die Geschwindigkeit vollkommen bestimmt ist. 

Die Größen 

dx 

“■“TT' 


( 12 ) 


W ’ 


dy 

dT* 

dz 

dt 
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(12a) 


nenn^> iiiau die „rechtwinkeligeri Komponenten“ der Geschwindig- 
keit. Dieser Darstellung werden wir uns vorzugsweise bedienen. 

In dem speziellen Falle, daß die Bewegung eben ist, kann man 
die Ebene derselben etwa mit der «y -Ebene zusammenfallen lassen; 
dann wird = und wir erhalten für die ebene Bewegung die 

Komponentendarstollung : 

( dx 

Daraus der Betrag c der Geschwindigkeit; 

(10a) c = 

und für die Richtungskosinusse: 

^lla) cos(ca;)«~» cos(ct/)==y> 

wcibei offenbar (co:) + {oy) ist. 

Die Darstellung der Geschwindigkeit durch die Komponenten (12) 
liefert gleichzeitig die Rechtfertigung dafür, daß wir in Nr. 6 von den 
Funktionen (1) verlangt haben, daß sie erste Differentialquotienten 
nach der Zeit besitzen sollen, die selbst stetige Funktionen von t sein 
müssen. Denn wäre die erste Bedingung nicht erfüllt, so existieren ja 

die Größen'** *** 


dl ’ dt ’ di 


gar nicht, also auch kein als Geschwindigkeit 
zu bezeichnender Grenzwert • Auch die ünstetigkeit von ^ 

würde zu ähnlichen Unzuträglichkeiten führen, wie. wir sie in Nr. 6 be- 
sprochen haben. 

9. Vektoren und Skalare; Vektoraddition. 

Größen, wie die Geschwindigkeit oder das Bahnelement, die zu ihrer 
vollständigen Charakterisierung der Angabe von drei unabhängigen 
Stücken bedürfen, d.h. bei denen außer 
dem Betrage noch die Sichtung an- 
zugeben ist, nennt man „gerich- 
iete Größen“ oder „Vektoren“. 

Der letztere Name kommt daher, 
daß der Fahrstrahl oder Bädius- 
vektor, d. h. die von einem festen 
Punkte 0 nach einem variablen Punkte 
P gezogene Gerade (Fig. 5) der ein- 
fac^te Bepräsentant der Klftsse der 
gerichteten Größen ist. 

Gegensatz dazu' nennt .man’ diejenigen Größen, ' die durch 
:Anga|be ihres Betrages bereits völlig bestiimnt sind, Skalare, weil 
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ihr Betrag iii gerasen Einheiten, d. h. an einer gewissen Skala abge 
messen wird. 

Die Größen, mit denen man in der Algebra und Analysis zu tun hat, 
sind Skalare, und dafür gelten die allgemeinen Bechenregehi, die wir 
dort benutzen, z. B. die Gesetze der Addition und Multiplikation. 

Um die Vektoreigenschaft einer Größe zu charakterisieren, bezeich- 
nen wir sie mit fettgednickten deutschen Buchstalxm; also werden wir 
eine Geschwindigkeit, wenn wir sie der Größe und Eichtimg nach charak- 
terisieren wollen, durch C bezeichnen, während c oder |c| lediglich den 
Betrag der Geschwindigkeit bedeuten sollen. So verfahren wir allgeim in : 
Ä bedeutet einen Vektor vom bestimmten Betrage und bestimmter Bich-* 
tung, \ %\— A lediglich seinen Betrag. Geometrisch können wir (ünen 
Vektor durch eine gerade Linie darstellen, deren durch einen Pfeil mar- 
kierte positive Eichtung mit der Eichtimg dös Vektors übereinstinnnt, 
wie dies in Figur 5 bereits ausgefülirt ist, während die Länge der Linie 
den Betrag des Vektors angibt. Zwei Vektoren M und ® sind also 
nur dann gleich, wenn Betrag und Eichtung übereinstimmen, 

und diese gleichzeitige Aussage machtn 
wenn wir die Vektorgleichung hinschreiben: 
(18) « . 


25 


Z. B. sind die Vektoren % und ® der 


Fig. 6 nicht gleich, obwohl ihr Betrag der- 
selbe ist; dagegen gilt dafür: 

\% == I ® I oder 
A ^ B, 


(14) 


^ ^ Ein Vektor % umfaßt also in einem 

* Symbol drei unabhängige Größen (Betrag 

und zwei Winkel). Diese Zusammenfassung ist bequem, weil sie 
kurze Ausdrucksweise, erlaubt.. Ähnliche Zusammenfassungen hat man 
in der Mathematik schon bei den komplexen Größen eingeführt: 
Statt mit einer Zahl wird in der Theorie dieser komplexen Größen mit 
einem Zahlenpaar gerechnet. Dabei müssen die Eechenoperationen, 
z. B. die Summation zweier Zahlenpaare, erst neu definiert werden^ 
was m^ natürlich zweckmäßig so macht, daß sie als Spezialfälle die 
Eechen%>erationen für die einzelnen Zahlen enthalten. Z. B.: Was ist. 
die Summe zweier komplexer Zahlen und Z 2 = Ug + 1)2%? 

Man definiert die Summe als diejenige komplexe Zahl z — a‘+ bi^ 
für dte gleichzeitig*ist: 


(lö) 


I a — Uj + a2 , 

I 6 = 61 + 62. 


und diese beiden Aussagen können in der einen Gleichung zwischen 
Zahlenpaaren zusammengefaßt werden: * 

^ + ^2 > 
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oder Ausführlich 

(16) a + b t = Ol + bj i + «i + i = (®i + ög) + (bi + bg) i . 

Ganz analog müssen wir verfahren, wenn wir mit Vektoren rechnen 
wollen, die ja Zahlentripel sind. 

Was die Summe zweier Vektoren und ® ist, kann nur durch De- 
finition festgesetzt werden. Wir können nun H und 85 dadurch ge- 
geben denken, daß ihre rechtwinkehgen Komponenten, d.h. die Pro- 
j^'ktipnen auf die Achsen gegeben sind; diese bezeichnen wir durch die 
angefügten Indizes x, y oder z, also sind z. B. die Komponenten von f( : 

Wir wollen nun definieren: Unter der Summe zweier Vektoren W 
und 85, wollen wir einen Vektor Ä verstehen, dessen Komponenten mit 
denjenigen von 81 und 85 folgendermaßen Zusammenhängen : 

[ = + 

(17) ' »,««,-1-85,, 

I 9t, ^ 

Sind diese drei Gleichungen gleichzeitig erfüllt, so schreiben wir: 

(18) «=«-fS5, 

indem wir in d®r einen Gleichung (18) zwischen Vektoren, d. h, Zahlen* 
tripein, die drei Gleichungen (17) zwischen einzelnen Zahlen zu- 
sammeufassen. Ebenso wie eine Gleichung zwischen komplexen 
Größen stets zwei Gleichungen zwischen reellen Größen äquivalent ist, 
so ist eine Vektorgleichung äquivalent drei Gleichungen 
zwischen ungerichteten Größen. 

Durch die Gleichung (17) ist der neue Vektor 98, die Summe von 
81 und 85 oder der „resultierende“ Vektor völlig bestimmt. Denn 
.•da 81 und 85, d. h. die sechs Komponenten 8J;, ... 85, ... 85, gegeben sind, 
bedarf e^ nur der Ausführung der in (17) geforderten Additionen, um die 
Größen 91,, 98,, 91, zu erhalten, wodurch nach dem Früheren 98 selbst 
,naöh Größe und Bichtung bestimmt ist. Denn es ist offenbar der Betrag 
von 98: 

(19) i9l| = B - -b y98;*+‘98/+987 - + y(8l,+a5,)‘+(8l,+»/+^CW* . 
und die Bichtungskosinusse sind: 

(20) co8(9la:)- co3(9tJ/)- *^ cos(98a) = *•-• * 

Analytisch ist damit alles voUkominen erledigt. Wir wollen aber des 
Folgenden wegen den Vorgang der Addition zweier Vektoren nodi geo- 
metrisch deuten. Wir behaupten; Wenn man den Vektor 89 parallel 
mit|«ioh selbst so verschiebt; daß sein Anfangspunkt auf 
den Bndphnkt von 81 fällt, so. stellt die Verbindungslinie 

6«b«*(ar, I^htbuoh. 2 
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vom Anfangspunkte von ^ nach dem Endpunkte von ® der 
Größe und Richtung nach den Vektor 91 = 81 + ® dar (Fig. 7). 

In der Fig. 7 stellen OP bzw. OP’ der Größe und Richtung nach 
die beiden gegebenen Vektoren 81 und ® vor. Durch den Endpimkt P 
von 81 ziehen wir die Gerade PP" der Größe mid Richtung nach gleich 
OP', also identisch mit dem Vektor ®; das ist die Ausfühning der vor- 
hin geforderten Konstruktion. Dann wird behauptet, daß OP" der 




Größe und Richtung natch 91 = 81 -t- ® darstellt. In der Tat: Bilden 
wir z. B. die Projektionen von OP und PP", d. h. von 8C raid ®, auf 
die af-Achse. Das liefert die Strecken Op — 81^ und pp" — ®,. Ferner 
ist offenbar die ganze Strecke Op" gleich der Projektion der Geraden 
OP". 5»un besteht offenbar die Relation: 

Op" = Op + pp", 

oder, wenn wir die Projektion von OP" auf die x- Achse durcli (OP"), 
bezeichnen: 

(OP"), = 81, 4-»,. 

Folglich ist nach den Gleichungen (17) (OP"), die x-Komponehte der 
Summe von fl und ®. Genau dieselbe Überlegung gilt für die y- imd 
z-Achse. Man erhält dort: (OF'), = ^-Komponente und (OP"), = 
z-Komponente der Summe von Ä und ®; also ist endlich (OP") die- 
Summe von 81 und 8, d. h. gleich 91. Es möge bemerkt werden, daß 
inittfls derselben Konstruktion bekanntlich auch die Summe zweier 
komplexer Zahlen geometrisch gebildet werden kann.; 

Nachdem dies einmal festgestellt ist, ist es leicht, mehr als zwei 
Vektoren zu addieren.- Die Summe oder die Resultierende 9t der Vek- 
toren 81, 8, 91, ®, tt ... ist derjenige Vektor, der die folgenden %din- 
gungen erfüllt, die ganz analog sind (17): 
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(21) I Ä, = + ®9 + + ■ • • 

1 + + + .,. 

Dadurch ist genau wie vorhin der Vektor 91 der Größe und Dichtung 
nach bestimmt. Für den Betrag folgt nämlich: 

I i gi i = ß = + 0/ + 91/ + 9i/ = 

1 ]/»: • 
und für die Kichtungskosinusse : 

(,23) cos(9ia:)“= , cos (912/,)= ^ ’ cos(9i^;= ^ 

Geometrisch läßt sich diese Summation in der Weise ausführen, 
daß man zuerst zwei Vektoren (91 und 95) nach der vorhin gescliilderten 
Weise vereinigt, dann « + 95 mit usf. Das liefert, wenn man die 
Zwischenkonstruktion fortläßt, wie man sich leicht überzeugt, folgende 
Konstruktionsregel: Man setzt die Vektoren %, ®, K in be- 
liebiger Reihenfolge aneinander (wie es vorhin mit zweien ge- 


Fig. 8. 

schehen ist); die Verbindungslinie vom Anfangspunkt des 
ersten bis zum Endpunkte des letzten Vektors, die das 
entstandene Polygon schließt, ist der Größe und Richtung 
nach der gesuchte Vektor 9l=-9C+95 + ®4-.'- 

In Fig. 8 ist in dieser Weise die Addition von fünf Vektoren 91, 95, 
S, S ’ausgeführt. I 

In dem Spezialfalle, daß das Polygon geschlossen ist, d. h. der 
Endpunkt des letzten Vektors mit dem Anfangspimkt des ersbm zu- 
sammenfällt, ist die Resultante oder die Summe gleich Null. , 

Die Subtraktion zweier Vektoren 91 und 95 läßt sich in analoger 
Weise definieren; sie läßt sich stets auf eine Addition zurückführen. Es 
sei z. B. gefordert, einen V^tor 89 zu bestimmen, derart, daß 

(24) « « H-» . 




2 



20 ' Mechanik materieller Punkte. 

Nun ist — ö ein Vektor, der daiselben Betrag, aber die umgekehrte 
Bichtung wie +® hat. Statt also +3S zu subtrahieren, kann man 
—8 addieren. Man kann ja (24) so schreiben: 

{24a) »-« + {-8). 

Sind also die Vektoren % und 8 gegeben, so bildet man zunächst 
—8, und addiert % und —8 nach den bereits besprochenen Regeln. 
Eine derartige Konstruktion ist in Eig. 9 durchgeführt, in die gleich- 
zeitig zum Vergleich die, Summe 91-4-8 eingetragen ist. 



Fig. 9. 


Wir wollen nun die Regeln der Vektoraddition an wenden auf dtn Fall, 
daß wir zwei oder mehrere, sagen wir n gleiche Vektoren zu addieren 
haben. Es soll also 91 so gefunden Verden, daß: 

(25) 8 = 91+ 8 + * . . = W'8 

ist. Wenn man die Konstruktion ausfülirt, so sieht man, daß 81 in dit^sem 
Falle ein' Vektor von derselben Richtung wie 8, aber von 
w-mal größerem Betrage ist. In Fig. 10 ist dies Resultat für n - 8 
veranschaulicht. ^ 



Fig. 10. 


Man sieht daraus, daß Vektoren gleicher Bichtung addiert 
werden wie Skalare; die Vektoraddition artet in diesem 
Falle in die algebraische Addition aus. 

' 10» Zusammenietzimg und Zeriegung yon Geschwindigkeiten» 

Wir wollen uns denken, an einem substantiellen Punkte seien mehrere 
Geschwindigkeiten wirksam. Dann entsteht die Aufgabe, die resultierende 
Geschwindigkeit oder die Sumihe der Einzelgeschwindigkeiten zu be- 
stimmen. Zunächst ist hervorzuheben, diß ein* substantieller Punkt 
natürlich in Wirklichkeit nur eine Geschwindigkeit besitzt; aber es 
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kami unter Umständen vorteilhaft sein, zu fingieren, diese eine Ge- 
schwindigkeit sei die Summe oder Eesultante mehrerer Komponenten, 
die wir dann gleichzeitig an dem substantiellen Punkte wirkend denken 
müssen. Ein Beispiel dafür bietet die Darstellung der Geschwindig- 
keit c durch ihre drei rechtwinkligen Komponenten oder 

in Vektorschreibweise c^, c,, die wir in Nr, (8) besprochen haben. 

Die wirklich vorhandene Geschwindigkeit kann als die Vektorsumme 
der drei Geschwindigkeiten Cy, C, aufgefaßt w^erden, und in diesem 
jSinne kann man natürlich auch sagen, der betrachtete substantielle 
Punkt habe gleichzeitig die drei Geschwindigkeiten Cy, C,. Eiijie solche 
Ausdrucks weise ist ein mathematischer Kunstgriff, der von großer 
praktischer Bedeutung ist. Eignen wir uns dieselbe an, so haben wir 
das Problem vor ims, mehrere an einem Körper angreifende Geschwindig- 
keiten zu ihrer ‘Summe zu vereinen, oder umgekehrt, die Geschwindigkeit 
eines substantiellen Pimktes in Komponenten zu zerlegen. 

Da die Geschwindigkeit ein Vektor ist, so geschieht die Zusammen- 
setzung von Geschwindigkeiten nach den Kegeln der Vektoraddition, 
die wir in Nr. 9 gelernt haben. Danach verstehen wir unter der Summe c 
mehrerer Geschwindigkeiten C' t!' t ”' . . . denjenigen Vektor, der die 
Bedingungen erfüllt: 

1 c, = «; + ctc;" + ... 

(26) c, = c; + c;' + c;'- + ... 

> c. = cz + c + + 

oder, wenn die rechtwinkeligon Komponenten von C usw. durch u, v, w 

usw. bezeichnet werden: 

(27) u -r' -f r"' i-... 

I w = w' -f iv" + w'*' -f . . . = Z M?' . 

Der Betrag c der resultierenden Geschwindigkeit ist also: * 

(28) C « je; -+ «+ 

und die Kichtungskosinusse sind: 

(29) cos(Ca;) « i cos(ei/l « ~-i eo8(tz) - 

Sind speziell zwei Geschwindigkeiten c' imd c"' zusammenzusetzen, so 
haben wir; 

U ssz u' -h u" , 

^ aa t?' + , 

w = w' + w" , 
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also ist der Betrag der resultierenden Geschwindigkeit zu berechnen aus 
der Gleichung: 

c* = (u'® + m"®) + (u'® -f- ü''®) + (u’'® 4- + 2(u'ii" 4- v'v'" 4~ 

oder 

(30) c® = c'® + c''2 4-2c'c''ccs,V-, 

wenn wir mit c'c" die Beträge der Geschwindigkeiten c\ und mit «'A 
den Winkel zwischen t' und c" bezeiclmen (Fig. 11). 




Fig. 11. Fig. 12. 

Denn der Ausdruck ** “ ^ ^ ist gleich dem Kosinu.s de.s 

. c e 

Winkels ß-. Die Bichtigkeit der Gleichung (80) kann man übrigens 
sofort aus der Fig. 11 erkennen. 

Umgekehrt kann verlangt werden, eine Geschwindigkeit c in zwti 
Komponenten c', t” von gegebener Sichtung zu zerlegen. Z. B. soll c 
nach den Bichtimgen OP und OQ in Fig, 12 zerlegt werden: 

Die Aufgabe ist natürlich nur lösbar, wenn OP und OQ mit c in 
derselben Ebene liegen. In diesem Falle erhält man die Lösmig sofort, 
indem man durch den Endpunkt von c Parallehn zu OP und OQ zieht. 
Dann stellen offenbar die durch die Parallelen auf OP und OQ ab- 

geschnittenen Stücke OA und OB der Größe und Bichtung nach die 
gesuchten Komponenten dar. 

11. Verhalten der Oeechwindigkeit bei Andenmg des Koordinatensystems. 

Sehr wichtig ist die Frage, wie die Geschwindigkeitskomponeuten 
sich ändern, wenn man von einem Koordihatensystente ‘{xys) zu 
einem anderen (f ^/C) übergeht. ^ 

Wir wollen zunächst anriehmen, die Achsen (f tj C) seien den Aclist u 
(x y z) parallel, aber der Anfangspunkt von (f tj f) falle nicht zusammen 
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niit demjenigen von {x y z), sondern habe im System {x y z) die Ko- 
ordinaten a, 6, c (Fig. 13). 



2 


Fig. 13. 

Dann bestehen offenbar folgende Gleichmigen : 

j iC = ü + I , 

(31) y^b+fj, 

* z = c + . 

Differentiieren wir nach so folgt, da a, b, c Konstanten sind: 

...o. dx di ihj _ dri dz _ d: 

^ ^ dt di' dt dt' dt “ dt 

Darin sind die linken Seilen die Geschwindigkeit«komponenten im 
System {xyz)^ die rechten Seiten diejenigen im System (f >?C). Da sie 
gleich sind,. so folgt der Satz, daß eine Parallelverschiebung des 
Koordinatensystems die Geschwindigkeitskomponenten nicht 
ä ndert. 

Nun wollen wir zweitens den Fall nehmen, daß das System (f r/C) 
zwar den nümliclien Anfangspunkt mit (xyz) hat, daß alx^r die 
^-Richtungen gegen die x-, y-, 2 -Bichtungen gedreht sind (Fig, 14). 

Dann bestehen, wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist, 
folgende Relationen zwischen und {xyz): 

( f = X cos uj + ?/ cos ßi+ z cos , 

(38) X cos Oj + y cos /?2 + ^ cos ^2 , 

' • f == X cos üg + 1/ cos + Z cos . 

Dabei sind a^, ßi^ die Winkel, vrelche die Achse mit den respek- 

tiven Achsen des xj/ 2 - Systems bildet, imd analoge Bedeutung ‘haben 
die übrigen Winkel. Löst man die Gleichungen nach xyz auf, so folgt: 
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j ar = f cos + »I cos «2 + C « 3 » 

(34) I t/ = I cos cos + ? cos , 

I Ä =3 f cos + t? cos 5^2 + ^ OOS . 

Die Differentiation von (88) ergibt nun: 



Fig. 14. 


Diese Gleichungen drücken die Komponenten der Geschwindig- 
keit nach den ;aeuen Achsen, nämlich ^ ^ ^ » aus durch die Ko- 
effizienten der Koordinatentransformätion (38) und die Komponenten 
der Geschwindigkeit im alten System. Man erkennt, daß bei einer 
Drehung des KoordinatensysteTms die Geschwindigkeit»- 
komponenten sich gerade so transformieren wie die Ko- 
ordinaten. 

Wir wollen nun den Spezialfall betrachten» daß die f-Achse mit 
der s- Achse zusammenfällt; dann ist in (88) zu setzen: 

7z = 0, 08 * ^^3 « ^- 3 ;?/, , 

und wir erhalten die speziellen Tranßformationsgleichungeu, die einer 
Drehung um die Achse entsprechen: 
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( f = a; cos Ol + 2 / cos , 

(36) rj = x cos Oi + y cos ß^, 

I 

Ferner ist offenbar nach Fig. 15: 



I «i + = W* > 

(37) oj -- tt/ü + Ol . 

I — njj — ßi . 

Damit werden die Transformationsgleichungen (36): 


(38) 


f =' a: cos Oj 4- y sin oj , 
t) X sin Ol + y cos Ol , 
i:^ z 


und dann folgt für die neuen Geschwindigkeitekomponenten ^ ^ ^ ■ 


(39) 


r dx , dy , 

'df” ät 

dti dx . , dij 


<*> Äi. 
d< ” ht ' 


Ein wibhtiger Fall, in dem wir diese Formeln anwenden k&men, 
ist derjenige, daS die Bewegung eine ebene ist. Nehmen wir die da- 
durch bestimmte Ebene zur Ebene der (xy) bzw. der ({n), so können 
• ^ de de 

wir f =* yT “ST ® setzen, und die beiden ersten Gleichung (89) 
gebep dann die Transformation für die abene Geschwindigkeit an« 
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Wir haben hier das Problem erledigt, wie die Geschwindigkeits- 
komponenten sich transformieren, wenn das Koordinatensystem einmal 
eine Parallelverschiebung, einmal eine Drehung erfährt. Daboi waren 
die Koeffizienten der Transformationsgleichungen (81) und (33) als un- 
abhängig von der Zeit vorausgesetzt, d. h. das alte und das neue 
System waren relativ zueinander in Kühe. Wir werden später 
den Fall untersuchen (Nr. 20), daß das System (SrjC) sich parallel dem 
System (x y z) mit einer bestimmten Geschwindigkeit verschiebt luid 
daß zweitens das System (f t] C) gegen das System (x, y z) mit bestimmter 
Winkelgeschwindigkeit rotiert. Das kommt darauf hinaus, daß die 
Koeffizienten der Transformationsgleichungen dann als Funktionen der 
Zeit zu behandeln sind. 


12. Dantellong der^Oeschwiadigkeit in Polarkoordinaten. 

Von den Überlegungen der vorhergehenden Nummer wollen wir 
eine Anwendung machen, um die Geschwindigkeitskomponenten in 
Polar koordinaten zu finden. 

Zunächst wollen wir den Fall der ebenen BeW'egung in der xy- 
Bbene behandeln. Dann haben wir (Fig. 16) folgende Anordnung: 



Der Punkt (x y) wird bestimmt durch den Badiusvektor r und den 
Winkel (f. Die Bichtungen von r und (p sind senkrecht zueinander, wie 
in Fig. 16 angedeutet ist. Die Transformationsgleichmigen sind: 

(40) . • I 

[ y==rsm9>. 

Durch Differentiation folgt: 


(41) 


dz dr dtp 

dt dt 

du dr . , dtp 


oder, wenn man nach und r auflöst: 


di 
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(42) 


dr 

di 




dx , dy . 

rf« ccsy+ mn>f, 


ix . , dy 

«m fr, 4 




Das sind zwei Gleichungen von derselben Form, wie die beiden 
ersten Gleichungeil (39), nur daß rechts statt hier tp tritt. Also können 

wir und r^y- analog wie ^ und ^ als die Geschwindigkeitskompo- 
nenten in unserem neuen System (r, q>) betrachten, und zwar ist offenbar 
die Geschwindigkeit parallel dem Badiusvektor, die sogenannte 

„Badialgeschwindigkeit“ und die sogenannte „Trans- 

versalgeschwindigkeit“ Cy, die senkrecht zur ersten in der Rich- 
tung wachsender tp (Fig. 16) gerichtet ist, was auch leicht ^rekt nach 
(41) zu verifizieren ist. Wir erhalten also für die Komponenten der 
ebenen Geschwindigkeit in Polarkoordinaten: 



Die Art der Zerlegung von c, das ja parallel der Bahnkurve s ge- 
richtet ist, wird durch Fig. 17 veranschaulicht. 



In dieser Figur stellt PP' der Größe und Richtung nach C vor, das 
tangential zu s im Punkte P gerichtet ist; Pr und P<p sind die positiven 

Richtungen von r und und PA folglich der Gröfe und Richtung nach 
— >■ 

C-, PB ebenso c,.. Man hätte die Zerlegung (48) natürlich auch direkt, 
ohne Bezugnahme auf die Resultate der vorhergehenden Nummer er^ 
halten können. Denn eine unendlich kleine Bewegung eines Punktes 
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(r, 9 ?) kann man sich stets darstellen durch die beiden Komponenten 
dr (bei konstantem 9 ?, also radiale Bewegimg), und rdtp (bei kon- 
stantem r, also transversale Bewegung auf einem Kreisbogen, senk- 
recht zur ersten). Denkt man sich diese Verrückungen in der Zeit dt 

ausgeführt, so hat man sofort die Komponenten und r -jj, die mit 
(43) übereinstimmen. 

Wir wollen nun zur Darstellung der Geschwindigkeit in räumlichen 
Polar koordinaten (r, 9 ?» {f) übergehen (Pig. 18). 



Wir charakterisieren die Lage des Punktes P {n^yz) erstens durch An- 
gabe seiner Entfernung r vom Anfangspunkte 0. Dadurch wird eine 
Eugelfläche bestimmt, von der ein Oktant in Fig. 18 gezeichnet ist. 
Ferner ziehen wir durch P' eine Ebene> parallel der x t/-Ebene, die die 
Kugel in der Kurve BB schneidet, die ein Teil eines sogenannten Breiten- 
kreises ist., ühd endlich können wir durch P und die Projektion (> = OP' 
von f lauf die x y*Ehene eine Ebene legen, die die Kugel in der Kurve LL 
schneidet: das ist %in sogenannter Meridiankreis. Unter verstehen 
wir den Winkel zwischen a?- Achse und Meridianebene; also ist nach 
Fig. 18; 

X — yeosfp , 

y m: Qm (p . 

Han nennt (p die. ^geographische Läufe*' oder das „Azimut**. 

Ferner ist & der Winkel zwischen r und z, der in der Meridian* 
ebene liegt; man nennt & die „Zenitdistänz**; sie kt offenbar das 
Komplement der sogenannten i,geogxaphisehen BreHe*'» Daher ist: 
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z —rcosi)’ f 

Q sin & . 

Also ist schließlich; 

i o; ~ r sin ^ cos 93 , 

(44) . I ^ = r sin i9* sin 9 ? , 

l z = rcos & . 

Dabei ist stets; 

0^,9-^ TT, 

0 ^(p , 


Der Punkt P kann nun drei zueinander senkrechte Verrückungen er- 
leiden, aus denen jede Verschiebung zusammengesetzt gedacht werden 
kann : 

1 . längs des Kadius ( 9 ? imd & konstant); 

2. auf einem Breitenkreise (r und & konstant); 

3. auf einem Meridiankreise (r und tp konstant). 

Eine unendlich kleine Verrückimg längs des Kadius wird gemessen 
durch dr; eine Länge auf dem Meridiankreise durch r also eine un- 
endlich kleine Verrückung durch tdih. Endlich ist der Kadius eines 
Breitenkreises offenbar gleich (>=fsini9*, also eine Länge' auf dem- 
selben wird gemessen durch rsin &^(pi und daher eine unendlich kleine 
Verrückung auf dem Breitenkreise durch rmix^'d^p, Denken wir diese 
drei unendlich kleinen Verschiebungen in der Zeit di gemacht, so haben 
wir die drei Geschwindigkeitskomponenten: 


(45) 


s* -i“ (Radialgcschwindigkeit) ; 

r (Meridiankreisgeschwindigkeit); 

=» rsin (Breitenkreisgeschwindigkeit). 


13. Der BegriK der Besdüennignng. 

Wir wollen eine geraillinige Bewegung eines suGstantiellen Punktes 
Ix'traohten; der Betrag seiner Geschwindigkeit — am ihre Biohtung 
brauchen wir uns hier nicht «u kümmern, da sie sich nicht ändert — 
sei mit der Zeit veränderlich, und zwar der Einfachheit halber ztmächst 
eine lineare l<\iaktion der Zeit; also: 

» c = rtt+b. 

Wir klbuien aus dieser Gleichung die Zunahine (oder Abnatoe, 
wenn a negativ ist; da wir aber Abnahmen stets als negative Zunahmen 
■rechnen, brauchen wir ^ts in Zukunft nicht mehr besonders hervor- 
zuhebm) der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit bestimmen. Dazu be- 
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trachten wir den Wert von c zu zwei beliebigen Zeiten ti und wir 

durch die entsprechenden Indizes charakterisieren wollen; also; 

Cg == u ^2 H“ 

durch Subtraktion folgt: 

^2 — = ö (^2 ~ fl) f 


also für die Geschwindigkeitsänderung pro Zeiteinheit: 


Wie groß bei diesem Verfahren die Zoitdifferenz < 2 — fi genommen wird, 
ist offenbar gleichgültig, weil eben die Größe a eine Konstante ist. 
Wir nennen die Zunahme der Geschwindigkeit pro Zeit- 
einheit die Beschleunigung des materiellen Punktes, und 
wollen sie auch in Zukunft durch den Buchstaben a (acceleratio) be- 
zeichnen. 

Die in der letzten Gleichung enthaltene Bestimmung von a läßt sich 
aber nicht mehr anwenden, wemi c eine beliebige Fimktion der Zeit ist. 
Es sei also etwa: 


(46) c-/(f). 

Hier kann man aber die ähnlichen Erwägungen anstell(‘n wie bei der 
Bildung des Begriffes der Geschwindigkeit, sobald der Körper keine 
konstante Geschwindigkeit besitzt. Wir werden so dazu gdührt, als 
Betrag der Beschleunigung in diesem allgemeineren Falle die Grenzt» 

anzusehen, der der Ausdruck -jj zustrebt, wenn At sich der 0 nähert. 

Also haben wir jetzt für den Betrag der Beschlemiigung, dem wir aus 
später hervortretenden Gründen noch den Index t anfügen wollen: 


(47) 


t lim 


Jt 


de 
dt * 


welche* Definition die frühere als Spezialfall umschließt, wie es sein muß. 
In Verbindimg mit Gleichimg (4) folgt weiter: 


(48) 


^ Id9\ d^e 

yjl] ” ’^d V ’ 


In Worten also: Der Betrag der Beschleunigung bei einer 
geradlinigen Bewegung ist gleich dem zweiten Differential- 
quotienten des Weges nach der Zeit; und offenbar stimmt 
ihre Eichtung überein mit derjenigen der Geschwindigkeit 
bzw. des Bahnelementes. Das deutet der Index t in Gleichung (47) 
und (48) an. ' , . ' 

Indessen ist auch dieser Wert im allgemeinsten Falle noch nicht 
ausreichend, denn wir haben bisher eine geradlinige Bahn vorausgesetzt, 
konnten also nur Änderungen im Betrage des Vektors der Geschwindig- 
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keit berücksichtigen. Aber da zwei Geschwindigkeiten auch schon dann 
als ungleich betrachtet werden müssen, wenn (bei gleichem Betrage) 
ihre Eichtungen verschieden sind — hier macht sich der Vektorcharakter 
der Geschwindigkeit bemerkbar — , so müssen wir auch sagen, daß bei 
einer krummlinigen Bahn, wenn sie auch mit konstantem 
Geschwindigkeitsbetrage durchlaufen wird, eine Geschwin- 
digkjöit^änderung auftritt. Es tritt dann eine neue Komponente 
der Beschleunigung zutage, die sich zu der obigen binzufügt. 

Sehr leicht wäre die Bestimmung dieser zweiten Komponente mit 
]lilf^^ der Vektorrechnmig zu machen. Aber da wir dieselbe hier nicht 
benutzen wollen, müssen wir uns nach einer anderen Methode umsehen. 
Wir können nun jede Geschwindigkeit, auch die eines Massenpunktes x 
auf einer beliebigen krummlinigen Bahn, in ihre drei recht winkeligen 

Komponenten zerlegen, die die Werte besitzen. Jede dieser 

Geschwindigkeiten kann ihre Kichtung nicht ändern, da sie dauernd 
i'in und derselben Achse parallel ist. Also können wir auf die Geschwindig- 
keitskomponen ten unbedenklich die Gleichung (48) an wenden; die 
drei erhaltenen Werte sind dann die Komponenten der Ge- 
samtbeschleunigung, die wir, um ihren Vektorcharakter auszudrücken, 
durch ü bezeichnen. Also ist: 

du __ dtx 

dl “ Tt ’ 
dv ty 
dt dl ’ 

die ^ d C, 

d t ““ ~d V ’ 

Diese Beschleunigungskomponenten charakterisieren die Beschleunigung 
vollkommen; der Betrag a -=ital ist offenbar: 

<“) . »- • -+i/(flNW^W- ■ 

und die Richtungscosinusse sind: 

d^x d^y d^z 

(51) cos(aa;)^-^* co3(at/)-^j » cos(az)«“* 

Die gestellte Aufgabe, die Beschleunigung allgemein zu bestimmen, 
kann daher als gelöst angesehen werden, und es bedarf nur noch der Iq- 
bezugsetzimg mit dem Ausdruck (48), den man offenbar schreiben kann: 

(48a) / (4f)*+ <■) + (It) • 

.Vergleich von {48 a) und (60) zeigt übrigens deutlich die Biohtig- 
l^eit der Behauptung) daß der absolute Betrag von tt, nach Gleichung (48) 
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aj sein kann, da (50) und (48) iin 


nicht der allgemeine Ausdruck für 
allgemeinen nicht Übereins timmen. 

Um den Anschluß a]|^ di^ Form der Gleichung (48) zu finden, in der 
ja von Koordinaten nicht die Kede ist, schreiben wir die Gleichungen (8) 
für die Geschwindigkeitskomponenten noch einmal hin: 

(ix de ». d y di t \ . ^ ^ 

di- = d f > dt -dT^°^ ' rfi 


Y* cos(s«l. 


Dabei ist nach (7): 

eos(sx)^-jj 


cos(sj/)= 


cos(s^) = 


also können die Geschwindigkeitskomponenten geschrieben werden: 

'' dt dt di ^ di dt di ^ dt dt di 

Kfferentiieren wir nach i, so liefert die erste von diesen Gleichungen der 


Eeihe nach: 






<Pz d^i da 

r di 

d /( 

ia:\ 


d*Ä dx ( 

d W ““ TW Te 

r dt 

dt i'( 

ii] 


dt^ di V 

also erhalten wir: 







' (Px 

d® i 

dx 


(diy d*x 


dt^' 

*“ d>~ 

di 

+ 

[df) dÄ* ’ 

(53) 

dt^' 

dt^ 

^y. 

d i 

+ 

/d« \* d^y 
[dt) di^' 


d^z 

d^i 

dz 

+ 

(diy d*2 



~ de* 

di 

Vdi) di*’ 


(iÄ\* d ( d x\ 

di ) 7i / 


Quadrieren und addieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir links 
das Quadrat des Betrages der Gesamtbeschleunigung, o*; rechts steht, 

_ , 


da 


I ist: 


(4^)’+(4frp)+(-s)’+(-s-)') 


+ 2 


d*i 


d^x 

d«*' 


dy d*y 
di d^ 


{diY\dx 

\d«; \ di ; 

letzte Glied kann offenbar geschrieben werden: 


iL £i 

d§ di^ 


und das hat den Wert 0, da die eckige Klammeif den konstanten Wert 1 
besitzt. Also folgt schlieSlich der Betrag a der GeeamtbescUl^igung: 

malytijld» /Geometrie lehrt, die e<ikige^ Klammer 
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gleich dem reziproken Quadrate des Krümmungsradius B der Bahn- 
kurve; also ist endUch: 

(55) « ” 1“! = + l/(iO (d" ) ■ 

Dies^ Gleichung lehrt, daß a aus zwei zueinan<lt'r senkrechten Kom- 
ponenten besteht, einer tangentialen einer normalen » 

von der wir gleich noch zeigen werden, daß sie stets nach der konkaven 
Seite der Bahn gerichtet ist. Nehmen wir die Richtung des Krüm- 
mungsradius als positiv vom Zentrum nach außen hin, so 
ist also, Wenn die beiden Komponenten durch und (n bedeutet 
normal) bezeichnet werden: 



Wir wollen diese Gntersuchimg noch durch einige vektoranalytische 
Betrachtungerl ergänzen, die uns gleichzeitig zeigen werden, daß die 
Norraalkomponente nach dem Krümmungszentrum hin gerichtet ist. 
In Fig. 10 sei S die 


Bahnkurve, P und P' 
zvrei unendli ch 'ben ach bar U* 
Punkte derselben. Das Stück 
ds der Kurve zwischen P 
und F kaim als eben be- 
trachtet werden. 

In P und P' errichten 
wir die Tangenten und tragen 
auf ihnen die Strecken PQ 
imd P'Q' ab, die der Größe 
und Richtung nach die 
Geschwindigkeiten C und 
c'=c+dt in diesen bei- 
den Bahnpunkten darstellen 



O 

Fig. 19. 


mögen. Durch beide Tan- 
genten läßt sich eine Ebene, die sogenannte Schmiegungsebene 


der Kurve legen, die auch den Krümiuungsmittelpunkt in sich ent-^p. 
hält, der bekanntlich der^ Schnittpunkt Ö der beiden in P und P* er- 
richteten Normalen ist. OP und OP' stellen dann dem Krümmungs- 


radius B dar; der Winkel zwischen den Normalen sei dtp, derselbe 
Winkel existiert natürlich auch zwischen den Tangenten, den 


Geschwindigkeiten e und C + dC. Wir wollen in e^ner besomleren 
^^eichnung (Fig. 5!0) C tmd c'~C + dc könstniieren: sie schließen 
i^ach dem ^Obigen den Winkel d 9 ?, den sogenannten „Kpntingmz- 
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Winkel“ ein. In Fig. 20 sind die beiden Geschwindigkeiten so anf- 
getragen, wie sie der Fig. 19 entsprechen. Die Bahnkurve ist also in 
Fig, 20 ebenfalls nach unten hin konkav zu denken. 



Fig. 20. 


TÄ und PB mögen der Größe und Eich tung nach C bzw. c + de dar- 

stellen; dann stellt AB offenbar ihre vektorielle Differenz dt der Größe 

und Eichtimg nach dar; ist also als die vektorielle Beschleunigung zu 

-->► 

bezeichnen. Diese ist parallel ABy nur von anderer Größe. Wir 


können also sagen, daß AB proportional der Beschleunigung 0 ist; 
bilden wir nun die Komponenten parallel und senkrecht zur Richtung 

— >► — >► 

von c, so erhalten wir die Strecken AC und CB. Die erste ist parallel c, 
also tangential zur Bahnkurve, ist daher proportional a,; die zweite 
ist normal zur Bahnkurve, und zwar, wie die Figur ergibt, zum Krüni- 
mungszenti-um hin gerichtet; sie ist also proportional a„. Damit haben 
wir imsere obige Behauptung betreffs der Richtung von 0 „ bewiesen; 
sie wird wegen dieser Eigenschaft auch als „zentripetale“ Beschleimi- 
gung bezeichnet. Man kann beiden Komponenten noch eine etwas andere 
Gestalt geben, indem man beachtet, daß nach Fig. 19 PP' ~ ds offen- 
bar gleich Bd(p ist; also ist nach ( 66 ): 



Endlich läßt sich noch ein Satz über die Ebene, in der die Bescldeunigung 
liegt, aus Fig. 19 und Fig. 20 ableiten. Offenbar liegt d c in derselben 
Ebene wie C imd t + dt. Das ist aber nach Fig. 19 die Schmiegungs- 
ebene. Daherder Satz: Die Beschleunigung liegt in der Schmie- 
gungsebene der Bahnkurve, was schon Leonhard Euler erkannte. 

Im Vorhergehenden haben wir die Beschleunigungskomponenten in 
eineiDj. Koordinatensysteme (B, 90 ) ausgedrückt. Dabei war jedoch 
der Koordinatenanfangspunkt nipht willkürlich, sondern 
dieser war identisch mit de'm Krümmungszentrum. Dieses 
ist durch die Kurve bestimmt, und daher nennt man dieses spezielle 
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Koordinatensystem das „natürliche Koordinatensystem der 
Kurve'*. Diese Art der Zerlegung ist in Fig. 21 dargestellt. 

Die Existenz einer Beschleunigung erfordert, wie das Vorhergehende 

HC w d^z 

ergibt, die Existenz der Größen (49), nämlich . Daher 

rechtfertigt sich hier die Forderung der Nr. 6, daß die Funktionen (1) 
zweite Differentialquotienten nach der Zeit haben müssen, die wir der 
Einfachheit halber auch als stetig annehmen. 


14. Verhalten der Beschleunigungr bei Änderung des Koordinatensystems. 


Wir hatten in Nr. 11 die Frage behandelt, wie sich die Geschwindig- 
keitskomponenten ändeni, wemi man das Koordinatensystem ändert. 
Die Änderung des letztere*!! bestand einmal in einer Parallelverschiebung, 
das zweite Mal in einer Drehung. Das analoge Problem hegt für die 
Beschleunigung vor. Es sei, wie in Nr. 11 das ursprüngliche Sj^tem durch 
(Xy y,z)y das zweite System durch (f, r/, C) bezeichnet; dann sind die Be- 

X y d^ z • 

schleunigungskomponenten im mtoii -jf, > HW’ zweiten 

d'i £ji 
dt*’ dt' ' dW 

Für eine Parallelverschiebung gelten die Gleichungen (31) mit der- 
selben Bezeichnung wie dort; 


(31) 


j I = a; - a, 
y-b, 
1 C = 2 -c. 


Durch zweimaliges Differentiieren nach t ergibt sich 


(57) 


fÄ £± 

dt* “ dt* ' 
d\rL _ 

"dt* ~ dl* ’ 
d*t fz 
dt* dt\' 


d. h. die Beschleunigungskomponenten bleiben bei einer 
Parallelverschiebung des Koordinatensystems ungeändert, 
wie die Geschwindigkeitskomponenten. 

Für den Fall der Drehung haben wir die Gleichungen (38): 


J « Äcosefi + y(^osßi + «cos ♦ 
fl « a;,cos «j + y cos « cos y, , 

, I f « «cos «3 + yCOS/S, + «003^3 . 
Durch dereh zweimalige Differentiation nach i folgt; 


3 




(58) 
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d*^ d*x d*y ^ , f /®2 

d P “ d-p + TF 008 Yi . 

d^ n V A^ n A^ s 

+ ^di TJr ^ 


i!I 

dt^ 


d^x 

TF 


cosa.» + 


-^ 008/^3 + 


d^z 


d.h. bei einer Drehung des Koordinatensystems transfor- 
mieren sich die Beschleunigungskomponehten wie die Ko- 
ordinaten; sie verhalten sich also genau so wie, die Ge- 
schwindigkeitskomponenten. 4 , 

Dies gilt für jeden Vektor W, da die Dänge der ihn darstellen- 
den Strecke durch eine Drehung des Koordinatensystems nicht l)e(in- 
flußt wird; aho hat man: « 


(59) Ä, = cos cos + % cos /j U8W. 

Diese Formeln gelten offenbar nur so lange, als die Koeffi- 
zienten der Koordinatentransformation in (81) und (38) von 
der Zeit unabhängig sind; sind sie umgekehrt Funktionen der Zeit 
— dieses Problem wird in Nr. 20 l)ehandelt werden — , so ergebtai sich 
andere Kesultate. 


15« Ebene Besdüeunignng in Polarkoordinaten. 


In Nr. 12 hatten wir die ebenen Geschwindigkeitskomponenten in 
einem ebenen Polarkoordinatensystem (r, 9 ?) ausgedrückt. Das analoge 
wollen wir jetzt für die Beschlevmigungskomponenten der ebenen Be- 
wegung durchführen. 

Nach Gleichung (41) ist; 


(41) 


dx dr dm . 

dy dr . . dm 

+ r cosy.. 


Dabei sind ^ und r ^ die „Radial-** bzw. „Transversnlkomponente“ 

der Geschwindigkeit. Differentiieren wir (41) hoch , einmal nach t, so 
daß links die" kartesischen Imcfaieunigungskomponenten auftreten, so 
folgt: 

d*x d*r dr dfp. . dr dw . 

-dF’^TF^V-Jt -j/ 8 iny. J-sm^ 

cosy, 

d*y d*r . , dr dtp dr dw 

de • + It ■^IT ■37®*'®''^ 


andere geordnet: 


+ r^-C 08 .jPf- r 
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d^x 

d'^y 

dt* 


^\j^ - »• (^ )1 ~ h ’ 


►iü 

' dt 


dqi 
d l 


d* q> 
dt* 


,COS ff 


])iese Gleichungen stimmen der Form nach mit (41) völlig überein, )ind 


■( 


rfqpy 

dt) 


die Radial- 


d*r 

daraus Jäßt sich leicht zeigen, daß die Größe 
komponente, die Größe ^ + die Transversalkompo- 

nente der Beschleunigung darstellt. 

Bezeichnet ‘man diese Komponenten durch und a^, so haben 
wir die Lösung der ’^gesuchten Aufgabe in den Gleichungen: 

d*r ( dq) Y 

dr dqt . d*q: 


(60) 


^ df dt' ^ dt* 


In Nr. 13 haben wrir eine andere Zerlegung der Beschleunigung vor- 
genommen, nämlich .nach dem natürlichen, Koordinatensystem 
der Kurve, das ein zeitlich bewegtes Koordinatensystem 
darstellt. Unter gewissen Umständen sind die Gleichungen {56a) als 



Spezialfälle in den Gleichungen (60) enthalten. In der Tat: Ist die Bahn 
<‘l)en, ferner der Krümmun^radius R von t unabhängig und hat der Krüm* 
mungsipittelpunkt eine feste Lage im Baume, d. h. beschreibt der Punkt 
eine Kreisbahn, so erhalten wir, unter Ersetzung von r durch ß, aus (60): 



in Übereinstittüuung mit (50^^^ wie es sein muß. Die Badialbesohleu« 
^rd dann identisch mit der Norn^ibeichleuni^ung > 
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und die Transversalbeschleunigung geht über in die Tangen- 
tialbeschleunigung a^. 

Die beiden Zerlegungen (56 a) und (GO) sind also ini allgt^meinen 
vollkommen voneinander verschieden und dürfen nicht 
miteinander verwechselt -werden; Fig. 21 zeigt die Zerlegung na-ch 
dem natürlichen Koordinatensystem der Kurve, Fig. 22 ebenso diejenige 
nach einem beliebigen Polarkoordinatensystein; sie sind ohne nälaue 
Erklärung verständlich. 



16. Bestunmuiig der Bewegung aus der Geschwindigkeit oder der Beschleunigung. 


Die Bewegung eines substantiellen Punktes ist bestimmt, wenn seine 
drei Koordinaten, z. B. die kartesischen Koordinaten x, y, z als Fimk- 
tionen der Zeit bestimmt sind. Es ist daher die meistens vorliegende 
Aufgabe der Kinematik, entweder aus der (durch Bt;obachtung oder 
Theorie gegebenenj^ Geschwindigkeit oder Beschleunigung diese Funk- 
tionen (1) zu bestimmen. 

Wir wollen zunächst annehmen, die Komponenten der Geschwindig- 
keit u, V, w seien gegeben ; diese werden im allgemeinen Punktionen 
von X, y, z und i sein : 

f Tr 


(62) 


di 


ft y* r 


dt 

dT 


ft 2/» • 


Das ist ein System von simultanen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, deren Lösung eine rein mathematische Aufgabe ist. Sehr einfach 
gestaltet sich dieselbe, wenn die Geschwindigkeitskomponenten lediglich 
Punktiohen der Zeit sind (worunter als ßpezialfall natürlich der einer 
konstanten Geschwindigkeit enthalten ist). Dann lauten die Glei- 
chungen (62): 
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(62a) 4 / ■ = ’ 4 « = ■’ Tt “ ' 

unil man erhält, da die Variabein getrennt sind, durch einfache Quadra- 
turen: 

(63) x= ffiUät + A; »/ = | /j (0 d < + ß ; z = j fg(t)dt + C , 

0 ö ■ » 


welche Gleichungen schon das Verlangte leisten. A, B, C sind Integrations- 
konstanten. Ihre physikalische Bedeutung ist folgende; Die Glei- 
chungen (63) gelten für alle Werte von i, auch für t = 0. Für diesen Zeit- 
wert wollen wir die Koordinaten durch .t„ i/„ bezeichnwi. Dann er- 
geben die Gleichungen (63) offenbar: 


(64) 
Also : 


( 65 ) 


= A; Da ^ ß ; ^ • 

’ t 

a; = r« -t- J*/, (t)d i = r„ + F\(0. 
0 

t 

y= Vo+ffi (0 d t = y„ + ß, (0 , 
0 

t 

z: = + f = Zq + Fs(t)- 

ö 


Man erkennt aus (65), daß durch Angabe der Geschwindigkeitskompo- 
iionte die Bewegung nocb nicht vollkommen bestimmt ist; viebnebr 
müssen drei Integrationskonstanten Xo, t/o» noch besonders gegel^n sein. 
Diese Konstanten bestimmen die sogenannte „Anfangslage“, \^ir 
erhalten also den Satz: Durch Angabe der Geschwindigkeits- 
komponenten und der Anfangslage ist die Bewegung be- 
stimmt. 

Natürlich brauchen es nicht die kartesischen Komponenten von C 
/u sein, die gegeben sind, sondern man sieht leicht, daß es die Kompo- 
lu'iiten in einem beliebigen Koordinatensystem sein können, z. B. in einem 
räumlichen Polar koordinatensystem. Dann müßten nach (45) gegeben 
sf^in — wie wir der Einfachheit halber gleich annelimen wollen, als Funk- 
tionen der Zeit allein — die Größen: 


m 


. dr 
dT 

dß 

rs, 






rsiu^^^ -/,(e) 
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und die Anfwagslage, die durch die drei Werte oharakteri^iiert 

ist. Die Integration der Gleichung (1) liefert: 

I • ' 

(67a) r=J/i(i)d< + r, = F,«) + r,.. 

0 

Damit gibt die zweite Gleichung (66): 

dt + 

deren Integration ihrerseits liefert: 


(«b) 




Mit {67a) und (67b) wird die dritte Gleichung (66): 

d(f /a (f) 

dl ” (0 + r„) sin {>,)<! + «„) ’ . 

und die Integration gibt: 

(67c) <JP +\i!inlF,W + 

0 

Durch (67a) bis (67c) ist offenbar die Bewegung wieder vollkoiniiien 
bestimmt. 

In vielen f’ällen sind cs aber nicht die Geschwindigkeitskomponenten, 
sondern diejenigen der Beschleunigung, die gegeben sind, und zwar im 

allgemeinen als Funktionen der sieben Variabein x , «/, 2 , 


( 68 ) 


d*x 1 i dx 

dy 

dz 

Tir 4 , ■ 

dT 

dt 


dy 

d z 

rf, • 

di * 

dt 

dH . / ^ 

dy 

dz 

•jlJ' “/s (*».’/>*» d< ’ 

dt * 

dJ 




Dies isk ein System dreier simultaner Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, das auf sechs Differentialgleichungen erster Ordnung zurück- 
geführt werden kann. Man erkennt daraus, daß die jetzt vorliegende 
Aufgabe der Integration komplizierter ist als vorher, wo die Geschwin- 
digkeitskomponeuten gegeben waren. Wir wollen der Einfachheit hallxu 
nur den Fall behandeln, daß die Beschleunigungskomponenten Funktionen 
der Zeit (oder Konstante) sind. Wir setzen also; 




dfi'h 

7 ^ •■ /»(<)• 
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Eine einmalige Integration ergibt: 

t 

0 ’ 
t 

0 

‘ / 

^ = ff^iDdt + C, 

0 

welche Gleichungen die Geschwindigkeitskomponenten liefern, wenn die 
Integrationskonstanten A\ B', C bekannt sind. Ihre physikalische Be- 
deutung, die man durch die nämliche Überlegung erkennt, wie vorher, 
ist die der Geschwindigkeitskomponenten zur Zeit i ==.0, die 
wir durch bezeichnen und „Anfangsgeschw^indigkeit“ nennen 

wollen; a&o ist mit leicht verständlicher Abkürzung: 

(70) -^f--F,{0 + r;o. 

Fs (<)+«'«' 

Damit haben wir wieder das Problem der Gleichung (62a) vor uns; die 
Bestimmung der Bewegung aus den Geschwindigkeitskomponenten, die 
als Funktionen der Zeit i gegeben sind. Eine nochmalige Integration 
nach i liefert also nach dem früheren die Bewegungsgleichungen: 
j X ^ 0i{t) “jr + ^0 » 

(71) 2/-<i>2{0 + rof+t/o» 

1 = 03 (f) + ^0 • ^ 

wobei die 0(t) Abkürzungen für die Integrale y* F (f) d# sind. Man er- 
kennt also den Satz: die Bewegung ist bestimmt, wenn außer 
den* Beschleunigungskomponen ten noch die Anfangsge- 
schwindigkeit und die Anfangslage gegeben sind. 

Das Integral (71) enthält mithin sechs willkürliche Konstanten, die 
den Differentialgleichungen (69) fremd sind. . Das ist ein wichtiger Zug 
in dem Verhältnis der Differentialgleichimg zu ihren Integrale. Die 
sechs Konstanten spezialisieren die Bewegung, deren allgemeine, 
von jedem speziellen J’all losgelöste Formulierung wir in der Diftoential- 
gleichung haben. Während also die Integrale der Differentialgleichungen 
durch passende Bestimmung der disponiblen Konstanten die M^gh<^liheit 
bieteni, ein^"' besti^ten Spezialfall zu i ndivi du alisierenf enthalten 
die CÜfför^Ualgleiofeungen gewissermaßen nur das Typische, allen 
Bpezialfäll^ Gemeinsame, 
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17. Beispiele: Freier Fall; Worfbewegtmg. 


Wir wollen die gewonnenen Eesultate an zwei wiohtigeai Beispielen 
illustrieren. Galilei hat durch seine berühmten Versuche gezeigt, daß 
alle Körper gleich schi:iell zur Erde fallen, und daß sie eine konstante 
Beschleunigung g = 981 cm in der Sekunde erhalten. Wir können auf 
dem fallenden Körper einen Punkt markieren, dessen Bewegmig wir allein 
verfolgen, z. B. wenn wir Kugeln fallen lassen, etwa den geometrischen 
Mittelpunkt. Dann haben wir es mit der Bewegung eines substantiellen 
Punktes zu tun, W’oher die Beschleunigung kommt, gehört nicht in die 
Kinematik, das wird später in der Dynamik erörtert werden. 

Nehmen wir ein Koordinatensystem, das in der Erde fest ist, dessen 
X t/-Ebene horizontal, dessen 5:-Aciise vertikal nach oben gerichtet ist, 
und dessen Anfangspunkt auf der Erdoberfläche liegt, so haben mv nacli 
Galilei also folgende Gleichungen: 


(72) 


77 **“^» dh 


Die Integrale sind offenbar: 


0 , 


d'z 


i X^ Uff t + 

(‘3) y = «0 < + 2/,. ' 

' i = - \gt* + wj + g». 

uiid nun können, je nach den Werten von JTo, J/o> ^o> «o» W’o verscliiedene 
Bewegungen ein treten. 

1. Preier Fall: Die Anfangsgeschwindigkeit sei Wq = Vq — -= 0; 

ferner sei die Anfangslage gegeben durch acp = po ~ dagegen -h; 
d. h. der Körper wird zur Zeit f = 0 in der Höhe h losgelassen. Dann 
haben wir nach (78): 

(74) x = 0, y = 0, + 


Man erkemit aus (74) folgendes: Durch Differentiation nach t folgt die 
Geschwindigkeit : 


(75) ^ 


7r 7/ * ITi 




d. h. sie ist entgegengesetzt der positiven 5(-Achse gerichtet und pro- 
portional der Zeit; die Bewegung ist also geradlinig. Wendet man ferner 
(74) auf zwei Zeiten t = 0 und f = f an, so folgt: 

z 

also durch Subtraktion, da Zff-- z die durchlaufene Strecke ist: 

s « 

d. h. die Pallräume sind proportional dem Quadrate der Zeit. Das sind 
die aus der Experimehtalphysik bek^nten „Fällgesetze*', die Galilei in 
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der Tat bestätigt fand; sie gelten stets, wenn eine konstante Beschleu- 
nigung vorhanden ist und die nämlichen Anfangsbedingungen vorliegen ; 
sie sind also von viel allgemeinerer Bedeutung, als das spezielle Beispiel 
des freien Falles. 

2. Vertikaler Wurf. Die Anfangsgeschwindigkeit sei gegeben 
durch Uq —Vq =0, 4= Ö; die Anfangslage durch Xq = ijq — Zq — 0, 

d. h. also: dem sijbstantiellen Pmikte wird zur Zeit < = 0 im Koordinaten- 
anfangspunkte eine .parallel der positiven 2 ;- Achse gerichtete konstante 
(leschwindigkeit lüo erteilt. 

Dann haben wir nach (73): 

(77) = y = 0, z 


Die Bewegung ist" also geradlinig und parallel der z-Achse gerichtet. 
Durch Differentiation' von (77) folgt für die Geschwindigkeit: 


(78) 


_ n 

Vf dt 


dz 
d t 




Die Richtung der Geschwindigkeit ist also zui.ächst die der positiven 
^-Achse, nämlich solange — gt +Wq> 0 ist, sie wird 0, wenn dieser 
Ausdruck verschwindet und sie ist nach unten gerichtet, wenn —gt+WQ-0 
ist Die Gleichung 

— ^ / -f- w’o ~ 0 


liefert al^o die Zeit t = leo///, während der der Körper in die Höhe steigt 
(„Steigzeit“). Setzt man diesen Wert in (77) ein, so erhält man die Höhe k, 
bis «u der der Punkt überhaupt steigen kann: 


(79) 



Hat der Punkt diese Höhe erreicht, so begiimt er von dieser Höhe herab 
t’ine freie Fallbewegung, da dann alles genau so liegt, wie im ersten Bei- 
spiele, nur daß die dortige Zeit f — 0 hier der Zeit t — w^jg entspricht. 
3. Horizontaler Wurf. Die Anfangsgeschwindigkeitsei: 


Die Anfangslage: 


Wo=0, ro==|=0, u'o^O. 

^0 ” Vo = Zq = h] 


, d, h. dem l^unkt wird in der Höhe h die kcmstante horizontale Geschwindig- 
i keit Vq erteilt; „er wird horizontal geworfen“. Dann liefert (73): 


I r 


80) 




Da bei der Bewegung x dauernd seinen Wert beibehält, so liegt die Bahn- 
kurve ganz in der 1 / 2 -Ebene; durch Elimination von t aus den zwei 
fetzten Gleichuncren (80) folgt daher für die Bahngleichmig : 
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oder 

(Sl) 

das ist aber eine Parabel mit der ^f-Achse als Achse und dem Punkte 
-? == Ä als Scheitelpunkt (Fig. 23), 


z 



Durch Differentiation von (81) nach 


t folgt für die Geschwindigkeit: 


(82) 


dz 

It 



di 


-gt, 


aus der man ersieht, daß zu der ursprünglich horizontal gerichteten Ge- 
schwindigkeit Vq eine vertikal nach unten gerichtete Komponente gt 
hinzukomiht, die der Zeit proportional ist. Der Gesamtbfftrag der Ge- 
schwindigkeit c ist alsa:. 

(83) ^ c »-}. ]fv„* + jf* t* . 

Ihre Biehtung ist natürlich stets tang^tial sur Kurve gerichtet. In 
Fig. 28 sind ffi#zwei Funkte der Sahn die Oescbwindfgkeiten nach Qröfe 
und Bicbtnng durch gcricfitet^ Strecken eingezeichnet. ^ 

Die „Wurfweite", d. b, ^e horizontale Strecke, die der Körper bis 
zum ^Aufschlagen auf den ^dboden durchfliegt, erhält man folgender' 
maßen: Die Bewegung hört auf, wenn der sulMtantlelle Funkt auf den 
Erdboden aufschlägt. Das ist ^r Fall, wcnd gemäß der drittem Qleichnug 
(80) g =a—^gi* h SS 0 ist,' Daraiu fö!^ die Zeitdauer vom Beginn 

bis zum Ende der Bewegung: :,^tzt inan diesen Wert in die 
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zweite Gleichung (80) ein, ao folgt der maximale Wert ym^x,, d. h. die 
Wurfweite: " 

2/inax. == Vo 

4. Schiefer Wurf. Die Anfangsgeschwindigkeiten seien: Uq = 0, 
t'o + 0, «;o 4= ö; die Anfangslage sei: o:® = 2/o == d. h. zur Zeit 

t == 0 wird dem substantiellen .'Punkte eine Geschwindigkeit Co erteilt, 
deren Betrag Co = ist, und deren Neigung a gegen die Hori- 

zontale sich aus der Gleichung bestimmt (Fig. 24): ,tanga == 



M. a. W. : Der Körper wird unter dem Winkel a mit einer bestimmten 
Geschwindigkeit Co aufwärts geworfen. Dann liefert (73): 

(86) x==0, = Wf^t. 


Da X unverändert bleibt, liegt die Bahh offenbar wieder in der y z- 
Ebene.; die Eliihination von t aus den beiden letzten Gleichtmgen (85) 
ergibt dann füi' die Gleichung der Bahnkurve: 


m 



Das ist wiederum die Gleichung einer Parabel, die abi^r eine andere, nach-, 
her zu besprechende Lage relativ zum Koordinatensystem hat, wie im 
vorigen Fall. 

Durch Differentiation von (86) folgt für die Geschwindigkeit: 


(87) 


' dx 
; . dT 


0, 







Während also die horizontale Komponente der Geschwindigkeit unver- 
ändert weiter besteht, ist jBunächst dtp i^rtikale Komponente ^ > 0, 

h* naeh phen geachtet, wird dann zur Zeit t = ^ zu Null, und kehrt 
dann ihr Vöj^eichen um, ist also nach mien gerichtet. Der Körper steigt 
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also bis zur Zeit t~~~, zu der er seine öiaxinlale Höhe, erreicht, und 

fällt dann herab, bianach der dritten Gleichung (85) z -- — w^t ^ i) 

geworden ist; dann schlägt der Körper auf den Boden auf, die Bewegung 
ist zu Ende. Diese letzte Gleichung zeigt, daß dies der Fall ist zur Zeit 

Wie hoch steigt der Körper? Die maximale Höhe^niax. erhalten 

wir, wenn wir die „Steigzeit“ i = in die dritte Gleichung (H5) ein- 
setzen. Das liefert: 

M) . * in. * 


^max. — — io ' 


9' 


9 


^9 


oder, da nach Fig, 24 Wq ~ c© sin a ist : 

/Q*7\ Cq* sin* M 

(87) W = 

Wie groß ist die „Wurfweite“ Diese erhält man, wenn man die 

T • 2 XD 

„Wurfzeit“ in die zweite Gleichung (85) einsetzt. Das liefert; 

^ .. _ 2v„w„ 

Ifmnx, ^ > 

oder, da nach Fig. 24 i'o = Cq cos a ist: 


( 88 ) 


t/max. = -y Siniß. 


Die maximale Wurfweite erzielt mau demnach unter einem Winkel 
a = jr/4 und gleich große Wurfweiten imter Winkeln, die nach oben und 



unten gleich weit von ^/4 abstehen, da sin 2 (jr/4 — j8) = sin 2(^4+^) 
ist (Flachschuß und Steilschaß). Wir haben also folgendes Bild der Bahn 
kurve (Kg. 25). . _ 

Danach hat der Scheitel der Parabel^ die Koordinaten 
die Achse derselben ist eine. Parallele zur s-Atdise im Abstande \ymtx.- 
Damit ist alles vollkommen bestimmt. 
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18. Beispiele: Planetenbewegung. 

Manchmal sind weder die drei Geschwindigkeitskomponenten, noch 
die drei Beschleunigungskomponenten von vornherein gegeben, sondern 
drei andere unabhängige Daten, B. die Bahngleichung und zwei rein 
kinematische Gesetze der betreffenden Bewegung. Dann liegt die Auf- 
gabe vor, aus diesen Daten z. B. die Beschleunigung nach Größe und 
Eichtung zu bestimmen. Diese Problemstellung lag historisch vor bei 
der sogenannten Planeten bewegung. Newton waren gegeben die drei 
Keplerschen Gesetze, die dieser aus den sorgfältigen Messungen Tycho 
de Brahes abgeleitet hatte. Newton bestimmte aus diesen Größe und 
Kichtung der Beschleunigung. 

Die Keplerschen Gesetze — rein kinematischer Natur — lauten 
folgendermaßen : 

1. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren einem Brenn- 
punkte die Sonne steht. 

2. Der Radiusvektor» beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Flächen- 
räunie. 

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie die Kuben 
der großen Halbachsen. 

Aus dem ersten Gesetze folgt zunächst, daß die Bahn in einer Ebene 
liegt, die wir deshalb zweckmäßig zur x ^-Ebene wählen. Zuni Koordi- 



natenanfangspunkt wählen wir den Brennpimkt JPj, in dem die Sonne 
steht. Neben dem karteBischen Koordinatensystem {xy) benutzen wir 
Polarkobrdinatenflystem (r, <p). 

. Bezeiöh^et p eine gewisse Konstante, e die numerische Exzentrizität, 
lautet »bekanntlich die Pölargleichung einer Ellipse (Pig. 26); 

(S9) 

1 + ^ C08 «/> 
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Die Bedeutung von p ist leicht ersichtlich. Setzen wir nämlich <p = jr/ 2 , 

so wird == p. Das ist in Pig. 26 die Strecke D, die auch so*bezeich- 
2 ' : ' 

net ist. , * 

Das zweite Gesetz sagt dann folgendes aus : Lassen wir den Badius- 
vektor/ sich um den Winkel dcp drehen so liegt zwischen beiden Vektoren 
ein Stuck der Ellipsenfläche dF, dessen Größe offenbar \r^d<p ist. 
Nim soll das Verhältnis dF zur Zeit dt, in der dieses Flächenstück vom 
Badiusvektor überstrichen wird, gleich einer Konstanten sein; also ist: 


(’90) . = 

* 

und das ist die mathematische Formulierung des zweiten Keplerschen 
Gesetzes. Durch Differentiation nach t folgt: 


'(91) 



IT + ^-dF 


0 . 


Das ist aber der zweiten Gleichung (60) zufojge nichts aotideres als 
die transversale Komponente der Beschleunigung. Wir finden 
also: Die Transversalbeschleunigung ist gleich 0; es existiert nur die 
Komponente in Bichtung des Eadiusvektors, also nur eine 
Badialbeschleunigung. Diese, hat nach der ersten Gleichung (60) 
den WeA:, ^ . 



und diese gilt es, aus (89) und (90) zu berechnen. Da in (89) r als Funktion 
von <p und nicht als Funktion von t gegeben ist, so ist es zweckmäßig, 
mit iülfe von (90) Differentiationen nach t auf solche nach 9 zurückzu- 
führeta. Gleichung (90) kann geschrieben werden: 



JL 

dt 


C 

r* rfqp 


und diese leistet das Verlangte. Wir erhalten also zunächst: 

dr ^ C dr 
dt f* dtp 


und dutcb^ochmalige Anwendung von (92): 

dt \dt ) r* d<p\f* 


was ausgerechnet ergibt: 
^8) , ' 


d'f 


( 7 * P r 
r* dip* 


Ferner ist nach (90): 
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^\dt ) f* i r dtp* [dq)/ J ' 


also erhalten wir für üy. 

Durch Differentiation der Polargleichung (89) findet man ^ und ^ ^ 
so daß schließlich wird: 


dtp* ’ 


«, = -j,\-‘reeo8tf> + 'p\, 


worin- nach (89) der Klamnierausdruck den Wert — r hat. Ako folgt 

endgültig: 

(9ä) . = 


d.h. die Radialbeschleunigurig ist umgekehrt gerichtet wie 
r, also stets auf die Sonne zu, und umgekehrt proportional 
dem Quadrate der Entfernung von der letzteren. 

Der Faktor C^/p hängt nun von den Konstanten der Bewegmig 
jedes einzelnen Planeten »ab; man sollte also vermuten, daß er für alle 
einen verschiedenen Wert habe. Doch jetzt greift das dritte bisher noch 
nicht benutzte Gesetz ein; bezeichnen wir die große Halbachse der Ellipse 
mit a„die Umlaufszeit mit T, so soll nach dem dritten Keplerschen 
Gesetze"' sein: 

(96) . . ^ = B, ’ 

WO B eine dem ganzen Planetensystem gemeinsame Konstante ist. 
Nach dem zweiten Gesetze (Gleichung 90) ist: 

Integrieren wir dies von 0 bis T, so beschreibt der Bedeutimg voi^ T 
gemäß der Radiusvektor die ganze Fläche der Ellipse: also wenn 
h die kleine Halbachse ist, so folgt: 

(97) 

0 ’*’ 


Damit schreibt sich das dritte Gesetz nach (96) : 


(98) 


' a*C> Ca 
"r 4A’6’n* " 4"6> a' ■ 


Nim ist aW die Bllipse eine Kurve, für deren Punkte die Summe ^ei 
Rntfemun^ .von dpi Brennpunkten konstant, nämlich gldioh de r do ppeltem 
großen Htdba dhse. ako = 2a k t. Es ist also in Fig. 26 Sf*,« 2a 

also da Ff JO m p, zo ist DFf^ia — p. Ebenso ist J\B‘+jF,B'"2o 
also wegen der Byrametrie FjB'«=a, und nach Pefinition C R ^ b 
also ist .iiri, j^ehtwinkligen Dreieck F^RC die Seitsi Fjfi *= yo*— 6* 
«•hseUt.Xjailbiiilhi, ' 4 
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und FjFg “ 2 Va *— 52 . Demnach haben wir ein rechtwinkliges Dreieck 
DFjjPa (Fig. 27) mit folgenden Seitenlangen: 


Also ist 
oder 


DF^ « p; DF., - 2a-p'2. ^ 

p» 4* 4a^ — 46 ^ — 4 a^ 4 p2 _ 


(99) 

Damit ergibt sich aus (98): 
und folglich: 


¥ 




B- 


4**p ’ 


Q\ 

(100) — — 4«*jB— einer für alle Planeten gemeinsamen Konstante. 


Damit wird die Beschleunigung nach (95): 


( 101 ) 




4ji»B 


P 

r* * 


WO k' ^ B zur Abkürzung gesetzt ist. 


D 



Fig. 27. 


Damit ist das gestellte Problem völlig erledigt. 

Zerlegt man in seine kartesischen Komponenten, so folgt: 


( 102 ) 


^ = 0,cos(rx) = 
^ = tt,co8(ry) = 


Ar' ar k' x 

—r “ *=» r > 

r* r r* 


aus denen rückwärts durch Integration die Keplerschen Gesetze ge- 
wonnen werden können. Damit werden wir uns später bei dem sogen. 
Zweikörperproblem beschäftigen (Nr. 61). 


19. Periodiiche und barmoniiohe Bewegung. 

Wir wollen jetzt die Eigenschaften der sogenannten periodischen Be- 
wegung untersuchen. Unter einer solchen versteht man eine Bewegung, 
deren einzelne Phasen sich in bestimmten Zeitabschnitten ^ederholen. 
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Nehmen wir den denkbar einfachsten Fall, daß während der ganzen Be- 
wegung y ~ 0 bleiben, so daß nur x sich ändert, so muß also x gleich 
einer beliebigen periodischen Funktion der Zeit sein : ^ 

X period, Funktion von t, y ~ z ~ 0 , 

Der einfachste Fall einer solchen Bewegung wird erhalten, wenn wir als 
periodische Funktion einen Kosinus oder Sinus wählen. Dann haben 
wir also etwa: 

(103) cos {at 6), y - ^ - 0 , 

oder auch 

(103a) X ~ A sin (a^+ d), y = r = 0 . 


Fine derartige spi‘zielle periodische Bewegung nennt man eine harmo- 
nische. Von beiden Typen (103) und (lOSa) braucht nur der eine be- 
trachtet zu werden; denn man kann (103a) offenbar schreiben: 

(103 b) X - A cos (a/ -f- d — 7r/2), y ^ z , 

und dann erhält man eine Gleichung von der Form (103), in der offenbar 
nur der Anfangspunkt der Zeit anders gewählt ist. 

Wir wollen jetzt die Bewegung (103) untersuchen, x ist ein Maximum, 
nämlich « /f, wenn der Kosinus d. h. wenn ist: 


a< + ö - 


also wenn: 

(104) t 


0 . 


2.-t, ... 

2nr — ^ 

« 


2fr.T(A- -0, 1,‘ 2, ... a), 
An — d 2 k n — ^ 

H u 


Umgekehrt ist x ein Minimum, nämlich — A, wenn der Kosinus 1 
ist, d. h. wenn 

a< + ^ ™ 3.^, 5:r, . . . (2fc + 1) Jr (fc==l, 2, ... a), 


d.h. wenn: 


G05) 





(2il -f l)r, 
u 


ist. 


Die aufeinanderfolgenden Zeiten (104) und (105) haben gleiche Diffe- 

r(‘nzen, nämlich nach Ablauf von Sekunden ist der nämliche 

Zustand der Bewegung wieder hergestelli. Man neni^t deshalb 
diese Zeit T die „Periode“ oder, da die periodische Bewegung auch als 
-Schwingung“ bezeichnet wird, die „Schwingungsdauer“: 

U06)- T>=— i 

« i 


Utii reziproken Wert von T neimen wir die Sciivring^gszahl n: 


(107) 



« 2 ;r n . 


4 
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Man kann daher jede harmonische Schwingung (103) in folgende Gestalt 
bringen : 

(108) ' iP ^ /I cos (2nnt+ ö) = A cos + dj . 

Die Größe die das ''^Maximum von x darstellt, nennt man die 
„Amplitude“ der Schwingung, das Argument (2;t n t + 6) die „Phase“ 
^zur Zeit t; ebejaso x die „Elongation“ zur Zeit t. Durch geeignete 
Wahl des Zeitan^angspunktes kann man es offenbar stets erreichen, daß 
die Phaswikonstante 6 gleich 0 wird; dann haben wir einfacher: 

2n t * 

(108a) x = ^cos2jim{^’=-4cos y • 

die wir den weiteren Betrachtungen zugrunde legen wollen. Zur Zeit 
< = 0 ist äc = ^, d. h. der betrachtete materielle Punkt in der positiven 
x-Bichtung bis zur Entfernung A vom Koordinatenanfangspunkte ver- 



schöben; zur Zeit t=r/4, d. h. nach */4 Periode, ist x = 0, d. h. der 
substaa^eie >Punkt ist im . Koordinatenanfangspunkte: wieder nach 
*/* Periode ist x=~-A, d. h. der Punkt befindet sich wieder 

im Anstande , ri vpm Koordinatenanfangspunkte, aber auf der nega- 
tiven Seite der, X-Achse, und wieder nach V 4 Periode (<=8r/4) ist x>= 0 , 
d. h. der sultetantielle Punkt wieder im Koordinatenanfangspunkti\ 
Nach Verlanf einet- weiteren - ■^j^ Periode (f =: Tji T = T) ist x =»= ri ,, wo 
es auch *ur Zeit t « 0 war, und die ganze Bewegung beginnt von neuem. 
Der Punkt „schwingt“ also mit der Amplitu<ie A auf der x-Achsb hin 
und her^ und z^tur um den ^OQrdinetenanfangspunkt als Anfang- o^er 
„Buhelage“. Daher rechtfer^gt jrich auch die bereits oben 
^Zeichnung der periödi 8 ebeh.Bewegni^dl 8 einer Schwingungj^^ib Wer 
betrachtete Schwingung nennt man ^ziell eine „gert^lihige". I^ogt 
man die Zei®. bis Abszisse, die ElosBgati« x als Ordinate ai^, so hab« wir 
das Bild ansgezeiehneten Kurve, ^t l^ig. 28.' 
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Wir wollen nun die, Geschwindigkeit der durch. (108a) davgestellten 
{Schwingung bestimmen. Wir haben: 

(109) 4f ‘^5* n • sin 2nnt, jj = 0. 


d. h. die Geschwindigkeit ist ebenfalls eine periodische Funktion der 
Zeit, die durch die gestrichelie Kurve in Fig. 28 dargestellt ist. "^Man 
erkennt im besonderen fönendes: Die Geschwindigkeit ist =0, wenn 
die Elongation, absolut genommen, ein Maximum ist; umgekehrt hat 
die Geschwindigkeit, absolut genommen, ihre maximalen Werte, wemi 
die Elongation ^0 ist. Wir können im Hinblick auf Fig. 28 offenbar sagen, 
daß die Geschwindigkeit der harmonischen Bewegung wieder eine Schwin- 
gung von der Periode T darstellt, die gegen die Bewegung selbst um eine 
Viertelperiode (T/4) verschoben ist, und eine andere Amplitude, nämlich 
Ä 2n n besitzt. Denn durcb^ Verschieben der gestrichelten Kurve um 
eine Viertelperiode nach rechts gelangen die Stellen der Maxima und 
^finima, sowie die Nullstellen beider Kurven zur Deckung. 

Ganz älmlich verhält sich die Beschleunigung. Diese hat, durch 
Differentiation von (109) hervorgeht, den Wert: 

(HO) ^*1 »-A 4»*n*cos2Än<, 0- 


und di^e^ Glmchung läßt sich mit Bücksicht auf (108a) schreiben: 


( 111 ) 


d^x 

d(^ 




dhj _ dH . 
dt* df* “ ^ 


In dieser Form erkennt man sofort, daß die Beschleunigung ebenfalls 
eine periodische Fimktion der Zeit ist, die abgesehen vom Vorzeichen 
und dem konstanten Faktor gleich x selbst ist. Zu den Zeiten, 

zu denen x ein Maximum oder Minimum passiert, passiert infolge des 
Minuszeichens die Beschleimigung umgekehrt ein Minimum oder Maximum. 
Die Beschleunigung ist also gegen die Bewegung um eine halbe, 
gegen die Geschwindigkeit um eine Viertelperiode in der 
^^it verschoben. Die Gleichung (111) können wir nun so formulieren, 
daß die Beschleunigung eines substantiellen Punktes, der 
<dne harmonische Bewegung ausführt, proportional, dem 
j< weiligen Abstande x von der Buhelage und auf diese zu- 
gerichtet ist; diese Jetztere Behauptung ergibt sich aus der Beacht>^^ 
di‘8 Minüszeichehs. Eine derartige Bewegung eines substantiellen Punktes 
lanu man realisieren, indem man ihn an einer sogenaiJiten elastischen 
I oder o^er einem Gummifaden befestigt. Zieht man ihn ap der Buhe- 
liigo heraus und.läßtFhin dann Ids, so vollführt er eine harmonische Be- 
^v\‘gung um die Bnhelage. 

Wir woU^ npf zwei zueinander senkrechte geradlinige Schwingungen 

derselbex^Bltfede Es sei z.B,: 
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. ^ . \ X ^ Aco&2n nt, 

( 1 * <w J I 

I y = Bcos{2int + <)).' 

Der grpßeren Allgememheit halber haben wir die zweite Schwingung in 
der Zeit gegen die erste um die Konstante d verschoben und eine andere 
Amplitude B gewählt. Die, zweite Glenchung kann geschrieben werden: 

(113) y ~ B Go^ *271 n t . cos d — B sin 27int . sin d , 
imd aus der ersten folgt: 

cos2vTnt«^t sin2Än< = ± j/l — • 

, Das liefert in (113) eingesetzt: 

y = ^ cos <)* + J5 sin <)' |/ ^ — * 

was umgeformt geschrieben werden kann: 

(114) 1 / -2ABGosd,xy i- B^ x^ - A^ B^ sin- ö. 

Diese Gleichung stellt die Bahnkurve dar, die ein Punkt unh‘r der 
gemeinsamen Wirkung zweier zueinander senkrechter harmonischer Be- 
wegungen von gleicher Amplitude ausführt. Diese ist eine Kurve zweit(‘r 


3 



. 

Ordnung, also, da sie ganz im Endlichen verlaufen muß, offenbar* eine 
Ellipse. Wir erhalten als das Besultat: IXurch Slusammensetzung 
zweier rechtwinkliger geradliniger ßchwitfgungen. von. glei- 
cher Periode erhält man im Anfang eine Bewegung auf einer 
Ellipse, deren Achsen aber i. Ä. nicht mit den Koordinatenachsen zu- 
sammenfallen (Pig, 29). 
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In speziellen Fällen kann die Ellipse in eine gerade Linie oder einen 
Kreis ausarten. Ist nämlich 'die zeitliche Verschiebung der beiden 
Schwingungen, die sogen, Phasendifferenz d = 0 oder =;r, so wird (114): 

iß T 2.4 B xy + — {Ay ^ BxY — 0 , 

d. h. 

(115) Ay^Bx^O. 

Das ist eine gerade Linie durch den Anfangspunkt, und zwar entweder 
durch den ersten und dritten, oder durch den zweiten und vierten 
Quadranten; die Neigung a derselben gegen die Abszissenachse ist 
offenbar durch die Gleichung bestimmt tga=± B/A. 



Nehmen wir ferner die Phasendifferenz d=^±7r/2, so wird (114): 


oder 

(116) 


42 yZ ß2 ^2 — J2 ßZ^ 



üL 



mid das ist eine Elhpse, die auf. die Koordinatenachsen als Hauptachsen 
bezogen ist (Fig. 81), Das doppelte Vorzeichen von d bedeutet eine 
Durcheilung der Ellipse im Sinne, einmal entgegen dem, Sinne des 
Uhrzeigers. 

* Nehmen wir endlich in (116) noch die Amphtuden der beiden Schwin- 
gungen gleich (A “ B), so ist: 

(117) x^ + y^ ^ A\ 

d.h,: da^n ist die Bahn ein Kreis. 

Für diesen speziellen Fall wollen wir die Geschwindigkeit und 
die Beschleunigung berechnen. 

Die gegebenen Gleichungen (112) gehen hier über in {A A, 

ö-±^/2): 
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(118) 


{ X ^ A coB2nni, 
*y = ± A aiü^nnt. 


Das doppelte Vorzeichen von d bedeutet, wie man sich wiederum leicht 
überzeugt, daß je^nach dem Vorzeichen der Phasendifferenz der Kreis 



einmal im Sinne des Uhrzeigers, das andere Mal entgegen dein Sinne 
des Uhrzeigers durchlaufen wird. Durch Differentation nach i folgt: 

dx 


(119) 


^ 2 ;in*y j y, 

^ —±A2Kn'C082nnt^±2nn*x j x. 


Erweitert man diejle Gleichung mit x und f/, wie angedeutet, und sub- 
^ tarahiert, po ist: 

- . 't * ' y 47 ~ * 57 “ ± ” (** + ’ 


i# iCNler Broksicbt auf (117): 


'■ r- '* 


dx 


dy 


y-dT^^dt 


== ± 2nnA*, 


worau daroh Differentation i^aoh t folgt: 


( 120 ) 


y 


d*a? d*y 

dp^ny 


0 . 


Etwas anders geschrieben lautet diese jQleichuqg; 

“ /ÄV ^ ^ 

iTari 


( 121 ), 
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d. h. die Richtung der Beschleunigung fällt mit der des Radiusvektors 
zusammen und ist ihm offenbar entgegengesetzt gerichtet. Ferner folgt 
durch Quadrieren und Addieren von (119): 

also : 

(122) , ^ |c| «.<?» + 2ffn^. 


d. li. die Geschwindigkeit ist dem Betrage nach konstant und ändert 
nur ihre Richtung. Der Kreis wird also mit konstanter Ge- 
schwindigkeit durchlaufen. Den Betrag der Beschleunigung erhält 
man, indem man (119) noch einmal nach t differentiiert: 


(123) 


d*x 

TF 

d*y 


• — An^cos2nnt *= — in^n^x. 


Asin2nnt = — An*n*y, 

woraus durch Quadrieren, Addieren und Wurzelziehen folgt; 

* . ( tt I a= a Ä 4 51* n* -4 

oder, da nach (122) 27rn = ojA ist: 

(124) * j U = a *= -2* 

oder unter Einführung der Winkelgeschwindigkeit ^ durch die Gleichung 


dt 


(124 a) 


Oi =a 




/ 


und das stirai^jt mit (60) überein, wenn man r und die Geschwindigkeit 
als konstant annimmt. 


20. Relativbewegung. 

‘ Es ist bereiUr mehrfach betont worden, daß alle Bewegungen der 
Kinematik relativ sind, d*. h, die Bewegung kann nur relativ zu einem 
Koordinatensystem oder Bezugskörper beschrieben werden, imd von 
diesem ist keiner von dem andern ausgezeichnet. In der Dynamik ist, 
wie wir4m zweiten Kapitel sehen werden, dies anders. Dort gibt es 
«in ausgezeichnetes Bezugssystem {oder vielmehr eine Klasse 
ausgezeiohnhter: Bezugssysteme), für die allein die Qleichungm 
der Dynacfiik Geltunlg besitzep. Die auf ein solch ausgeacieh* 
netes System * bezogene Be^wegung kann" man^ als absolute^, 
bezeichnen.-* ' ' 

ihm,durch|% jg, 4 b0»wch«‘ 



aubstinti^len Bwktes in 
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nen. Wir nehmen nun ein anderes Bezugssystem K\ welches relativ zu 
K eine behebige Bewegung haben kann; die Koordinaten unseres sub- 
stantiellen Punktes in bezug auf K- seien (f,?;, C), die 'wir in Gegensatz 
zu den absoluten Koordinaten (x, y, z) als relative Koordinaten bezeichnen 
werden. Ist die Bewegung des Koordinatensystems K' in bezug auf K 
gegeben, so sind dann auch die Beziehungen zwischen {x^ y, z) und 
(f> Vf 0 sowie zwischen absoluter und relativer Geschwindigkeit und Be- 
schleimigung gegeben. Als relative Geschwindigkeit bezeichnen wir sinn- 
gemäß diejenige mit den Komponenten ^ » als relati^'e Be- 
schleunigung ^diejenige mit den Komponenten 

nämlich diejenigen Geschwindigkeiten bzw. Beschleunigungen, die ein 
Beobachter konstatieren würde, der sich mit K mitbewegt (und von 
dessen Bewegung nichts zu wissen braucht). Übrigens gelten die Be- 
trachtungen, die im folgenden angestellt werden, ganz aUgeniein für 
den Übergang von irgendeinem System K zu einem beliebigen anderen I\\ 
Die hier vorliegenden Beziehungen sind nun aufzustellen, mid zwar 
wollen 'wir dies zimächst für den einfachen Fall tun, daß K' sich relativ 



zu £ so bewegt, daß jede der Achsen {(, v, C) von K' während der ganzen 
Bewegung sich parallel bleibt. Dann sagt man: IC führe relativ zu 
K eine reine Translationsbewegung aus. 

Wir können sogar, ohne die Allgemeinheit einzuschränken, annehnien, 
daß die (f-, C-)Achsen dauernd bzw. den Achsen ar-, y, z von K parallel 
sind, da wir die Beziehungen zwisch^ zwei ruhenden, gegeneinander 
gedrehten Systemen bereits erledigt haben (Nr. 11 und 14). 

In Fig. 82 sind K' und K dargestellt; P ist der betrachtete sub- 
stantielle Punkt. 
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Wir. kommen am einfachsten zu dem gewünschten Besultat, wenn 
wir zunächst keine Koordinatenzerlegung vornehmen, sondern die Lage 
von P und von 0', dem Koordinatenanfangspunkte von K', durch den 
entsprechenden Eadiusvektor r charakterisieren. Nennen wir den „Lagen- 
vektor‘* von den von P relativ zu K:t^, den relativ zu 

wobei die Indizes „a“ und „r“ auf absolute und relative Bestimmung 
hindeuten (der Index „f* findet später seine Erklärung), so ist offen- 
bar die geometrische Summe von tf und X/y also: 

(126) + 

oder in der Sprache der Komponentendarstellung gemäß der Definition 
der Vektorsumme: 

j 

(126) \ y^Vf+’l. 

I 2 = + C , 


wenn Xp jjf, Zf dii,^ Komponenten von tf sind ; die Bedeutung von {x, z) 
und (I, rjy ;) ist schon vorher festgesetzt wwden. 

Gleichung (126) läßt sich folgendermaßen formulieren: Die Ko- 
ordinaten der absoluten Lage (d.h. in bezug auf ein Ko- 
ordinatensystem K) eines substantiellen Punktes setz^ 
sich additiv zusammen aus denen der relativen Lage (in 
bezug auf ein Koordinatensystem K') und denen des Ko- 
ordinatenanfangspunktes von K' im System K, 

Durch Differentiation nach der Zeit von (126) gewinnen wir die ent- 
sprechende Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten: 

I dx ^ dxf d i 

dt ~ di dt ' 


(127) 


dif/ , y 
dt ~ dl 

dz ^ I 
dt dt dt 


Darin sind als die Komponenten der absoluten Geschwin- 
digkeit zu bezeichnen; und ebenso » wie schon vorher er- 

wähnt, als die der Eelativgeschwindigkeit. Die Größen 

i^ind die Geschwindigkeitskomponenten des Koordinatenanfangs- 
punktes O' des Systems K' in bezug auf K, also auch die Geschwindig- 
keitskomponenten jedes Pimktes des Systems K' in bezug auf K, also 
endlich die Geschwindigkeitskomponenten des betrachteten Punktes P, 
wenn er in K* fi^dert wäre. Man nennt sie die Komponenten der „Füh- 

d X 

•■angsgeschwindigkeit". Denn man kann sich t ••• nach (127) 
dadurch entotandeu denken, daß zunächst P ia K' fixiert sei, d. h. 
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von K' mitgeführt werde, und darin außerdem noch die Belativ- 
geschwindigkeit -jy » • • • gegen K' erhalte. Wir erhalten also das Resultat: 

^ Die Komponenten der absoluten Geschwindigkeit setzen 
sich additiv zusammen aus denen der Pührungsgeschwin- 
digkeit und denen der Relativgeschwindigkeit. 

Bezeichnet man die vektorielle Führungsgeschwindigkeit durch 
die relative und absolute Geschwindigkeit durch die Indizes „r“ und ,,a“, 
so kann man (127) auch schreiben: 

( 128 )^ ’ • c. = C/+c,: 

in Worten also: Die absolute Geschwindigkeit' ist die Vektor- 
summe aua^Führungsgesohwindigkeit und RelatiygescHwindig- 
keit. 

Dieses Resultat ist zwar nur abgeleitet unt^r der Voraussetzung, 
daß K' gegen K in einer Translation begriffen sei; es gilt aber, wie leiclit 
Zu sehen ist, und wie wir später zeigen werden^ allgemein. 

Um zu den Beschleunigungen überzugeheh, haben wir (127) noch 
einmal nach t zu differentiieren und erhalten: 


(129)^ 


4t* dt\ di*' 

d*y ^ d*yj d* r/ 

dt* ~ dt* dt* ' 

d*z d*Zf d^t 

dt* ^ dt* *** dt* ' 


, Zi^al^ bedeuten offenbar *ä 7 r»’** Komponenten der absoluten 
B^bbleunignng, diejenige der Relativbeschleunigung: 

dnd o^aibar die Komponenten derjenigen Beschleunigung, 

die^ P l^tte, wenn es in £' fest wäre imd mitgeftthrt würde. sind also 
diß : Komponenten der „Führungsbesohlennigung“. Beseichn«n wir 
die dm BeschlenoigongOn durch die Indizes a, f, r, so können wir (129) in 
.einer^ y^torgleieiran^ schreiben ; 

(130) = + 

d.b.: Im Falle K' gegen K eine Translationsbewagung besitzt, 
ist die Absolhtbbsehleuniguhg die Vektorsumme aus^'Füh' 
ran^sbescblennignng und Belativbeschlennigung. - 
4^ Ein besonders einfach^ Fall ist der, daB jS' relativ zu K eine 
gleichmäBige Translationsgesbhwindigklgit, besitzt. ist 

(dfffltj^r ssconstant, also 0, und dann fd^ anfh(12S^ ^er'(i80): 
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(1. “h. die Beschleunigung bjeibt unverändert (Absolutbe- 
schleun'igung = Eelätivbcsohleunigung), wenn man von einem 
System K zu einem solchen K' übergeht, das relativ zu K 
eine gleichförmige Translationsbewegung ausführt. 

Dieser Satz h^t für die Dynamik eine fundamentale Bedeutung, 
indem er solche Koordinatensysteme, die relativ zueinander eine gleich- 
mäßige Translationsbewegung haben, in Hinsicht auf die Be-’ 
schleunigung als gleichwertig bezeichnet, während in allen 
anderen Fällen die einfache Gleichung (131) nicht gilt. 

Nachdem im Vorliegenden der Fall der reinen Trar.slationsbewegung 
von K' relativ zu K erledigt ist, wollen wir nun eine Drehung von IC 
gegen K in Betracht ziehen, wobei die Anfangspunkte von K' und K, 
der Einfachheit halber als zusammenfallend angenommen werden sollen. 
Dann gelten die Gleichungen (34), in denen jetzt aber die Kosinusse als 
Fimktioneii der Zeit zu betrachten sind: 


(34) 


a; =» J cos ^ cos ^ cos «3 , 

y = Icosß^ -h vcosß^ + ?cos/? 3 , 
2: = icosri + fjcosra + ?co3;'3. 


Differentiieren wir jetzt einmal nach t, so erhalten wir: 


(132) 


dx 

tdS 


. dii 


. dl 



~di^'=‘ 

[di 

COS^i 

+ dl 

cos er, 

+ dt 

COS £^ 3 ] 

1 




d CO« «, 


d cos ff, 


d 005 «8 



+ (l 

dl 

-f 1} 

dt 


dt 

B 

/rff 

\dt 

COS/^i 

^ dt 

cosß^ 

^ dt 

cos/?,] 

) 



+ (l 

d C09 

~'dr 

-•ft; 


d 008 ^8 
dt 

dz 



d 11 


. dl 



Tt “ 

[di 

COS/j 

+ -jr 

cos;'j 

+ if 

cosr 3 j 

1 


-)■ 


* . ,(i dcnajt I „ dyo»r« . ^ ^ 

»■•■VS ä«' ~dt''}^ 

Jot^t Stehen links die Komponenten der absoluten Oeschwindigkeit : 

dx dydz * • ' 

<it ’ dt’ ~di' rechten Seife kann man zwei Terme, die durch 

Klammern' vpnwumder’ getr^t sind, uniierscheiden. Darin sind ^e 
Größen der n^ei ersten Klammern die ar-, j^-, z-Komponente der Ge- 
schwindigkeit, die ein auf dem System K’ befindlicher* Beobudfater 
konstatiere. '(tfirde, der nichts von der Bewegung von £' K 
^■üßter ih;m können nur die Größen f, tj, C varjabel ersohöin«^.,* 
Also sind f-, ij-, f-Komponentea äer fröii|j4ven. Ge- 

schwinjjigki^l «nd-^cos«, CM«, -)- cos dm af-Koinr 
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ponente usw. der relativen Geschwindigkeit. Die Größen der jeweiligen 
zweiten Klammern auf der rechten Seite sind die Geschwindigkeiten, 
die man erhält, wenn f, t?, f als konstant, d, h. der substantielle 
Punkt P im System C) als fixiert betrachtet wird. Es sind somit 
jedenfalls Komponenten der sogenannten Führungsgeschwindigkeit, und 
zwar die bezüglichen x-, y% 2 - Komponenten der Führungsgeschwindig- 
keit. Denn man erhält durch Differentiation der Gleichung (34) nach t 
bei konstanten^ C offenbar nach der Definition der Führungs- 

geschwindigkeit die Komponenten derselben; also z. B. liefert die erste 
Gleichung (34): 

dx/ . rf cos a, d co;» i r ^ 

TT s - + h ^7"^- -r Q- ^7 > 


womit das oben Gesagte bewiesen ist. Daher lassen sich die Gleichungen 
(132) in die Vektorgleichung zusammenfassen: 

«a < 

die mit (128) identisch ist. Es gilt also auch in unserem »Falle der Satz: 
Die absolute Geschwindigkeit ist gleich der Vektorsumme 
aus relativer und Führungsgesclnvindigkeit. AVir werden später 
sehen, daß jede unendlich »kleine Bewegimg eines starren Körpers — 
solche sind ja unsere Koordinatensysteme — aus einer Translation imd 
einer Drehung zusammengesetzt werden kann. Also gilt der obige 8atz 
ganz allgemein. ^ 

Um zur Beschleunigung zu gelangen, differen liieren wir die Glei- 
chung (132) noch einmal nach f, dann folgt: 


dt dt dt ^ ä 

, (u d*C03rt, , d'COS«, , ud^COBU 


^ , o/d| dcb«Ä , dt} rfcosft , df 

dt di di '^ di' 

+ 1» dt* dt‘ W 


d** /d»f ■ , d*tj , d*i \ 

, n/d| deo»y, , d^ dcogy, , dr dcpsy, \ 
■•■"vdii' dt ■*' d< .» dt dt 'hr j 

+ i« dF” + “d«* + f , 


Links stehen wieder die x, y~, ;?«Kompon6nten der absoluten Besohleuni- 
gdng Bechts kann man drei Gruppen unterschdden, die durch 
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Klammem voneinander getrennt sind. Die erste Klammer jeder Glei- 
chung gibt offenbar die x-, t/-, ^-Komponenten der Beschleunigung an, 
die ein mit K' mitbewegter Beobachter konstatieren würde, also der 
sogenannten Belativbeschleunigung a^. Die dritte Klammer jeder 
Gleichung, in denen t/, f konstant gehalten sind, ergibt die 
Komponenten derjenigen Beschleunigung, die man erhalten würde, wenn 
der substantielle Punkt P in K' befestigt wäre, also der sogenaimte 
Führungsbeschleunigung tt/. Während damit im Falle der Translation 
von IC gegen K alles erlecligt war, tritt hier noch ein drittes Glied auf, 

indem die Produkte zweier Geschwindigkeiten, z. B. und 

auftreten. Dieser Teil der Beschleunigung wird „Zusammengesetzte 
Beschleunigung“ oder auch, nach dem französischen Physiker und 
Ingenieur Coriolis, die „Coriolissche Beschleunigung“ genannt, 
die wir durch a,, bezeichnen wollen. Demgemäß sind hier, wenn wir die 
Gleichung (IBS) in eine Vektorgleichung zusammenfassen wollen: 

(134) a, = a, + a^4-öc; 

in Worten: Im Falle, daß K' relativ zu K eine Drehbewegung 
ausführt, ist die absolute Beschleunigung gleich der Vektor- 
summe aus Belativ-, Führungs- und Coriolis-Beschleunigung. 
dieser Satz gilt allgemein, welches auch die Bewegungen von K gegen K 
sein mögen; er schließt, wie man leicht sieht, den Fall der Translations- 
bewegung von in gegen K als Spezialfall in sich , indem dann 0^ == 0 
wird. 

Seiner Bedeutmig halber w^ollen wir nun noch den einfacheren Fall 
behandeln, daß li* imd K die 2 :-Achse bzw. C-Achse gemeinsam haben, 
und IC eine Botation um diese gemeinschaftliche Achse ausführt. Dann 
hulx'ii wir von den Transformationsgleichungen (38) auszugehen, die nur 
nach X, y aufgelöst zu werden brauchen: 

j = I cos Ul — y sin a , 

?/ = J sin a + cos , 

z = 

Deren Differentiation ergibt: 



■ (135) 



-)• 

-)■ 


^md diese Gleichungen sprechen, nur in spezieller Form, wiederum aus, 
daß die absolute Geschwindigkeit gleich der Vektorsumme aus rela- 
tiver und Führungsg^ohwindigkeit ist. Durch nochmalige l^ifferen- 
tiation na|h < .folgt weiter: 



u 
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(136) 


d*x 

'dt» ** 

(^cos«,- fj-sin«; 

1+^1 

fdl dcosfaf dri dein ' 

dt dt di ^ 

% 

+ (i 

d*Q09^i d’slao, \ 

dfi ‘‘ di* j' 

d»y 

df * 

(i^f-8in«i-l--^cd8a, 

)+2, 

/dl dsinr^i t dco8«, 

[dl^^^dr dt dt 



+ (l 

, d* Bin «i , d^ C08 «i \ 

■ + j,. ). 

dH 

«PJ 


a 

df» 

d¥" 




Gkichungea, die wiederam, wenn auch m spezieller Form, dem batz (134) 
lehren. Diese Gleichungen können nun zur Deutung der einzelnen Glieder 
der Gleichung (60) benutzt werden. Dazu wollen wir noch spezieller 
annehmen, daß der Punkt P im System K’ auf der {-Achse hege, abo 
, die Koordinaten ({..0) habe. Mit i? = 0 gehen die Gleichungen über in 

« CO.«, - 2^1 - 1»»». 

m «, + 2 ‘Ji CO.«, - |.in«, + {c6s«, . 


d*; 


d'z 
IF 

oder anders geordnet: 



fd»« ' 

Tf" 

[df *1 

14^)1 

COSf^j — 1 

(187) 

d^y 

df 1 

LdP *1 

:^)‘i 

6in + | 


(tz 

d*? 





di* ' 




dk da ^ 
U dt 


+ 6 dfi 
+ S df 


Sinr^ 


I » 


cose^ 


Setaen'^wir noch z * C = 0, so haben wir den Fall mer ebenen Be- 
tti^iping und ein Vergleich mit (88a) zeigt sofort, daß •j-jj" £ j j die 
^Komj^edtd, 2^-^ + 5 die »j-Komponente der Beschleuni^g 
i^rKjl .C^ietog (187) ® Spricht folgender Anordnung (Fig. 88). 
*:twir k^en also schrlähm: 

J «»■“’* U r) ’ ' - 

] n ^ o d d«, . 

1 ^ dt/jr^%d^ 

Nun T^oll«! irir d«tt R da^oh 




i»88) 


^^'hodtinunen, welches riBt K .nnd.,,jS^ d^selben Anfangspunkt hat. 
Dann ist offenbar nach Fig. 88: .< :■ 

^(189K: 
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Die f-Komponente wird dann zur Badialkomponente (l^, die »;-Kompo- 
nente zur^ Transversalkomponente (l der Beschleunigung, und es ist 
nach (138) und (139): 


2/ 



(140) 


I = a, 

■ I ^ SS H 



n dr dtp , d*m 

Vr dt^^'dw 


Diese Gleichungen stimmen mit unseren alten Gleichungen (60) überein und 
gestatten eine Deutung der auftretenden einzelnen Glieder im Sinne der 
absoluten und relativen Bewegung. Die gesamte Beschleunigung a selzt 
sich nach (140) zusammen aus zwei zueinander senkrechten Kompo- 
nenten und a^; nun können wir offenbar a als absolute Beschleu-; 
iiigung in bezug auf {x^ y) auffassen,. während wir das Polarkoordinaten- 
system als bewegtes System iv' deuten. Dann ist die radiale 
HelativbescKleunigung, bzw. die radiale 

und transversale Komponente der Führungsbeschleunigung, 
die trans^versale Coriolisbeschleunigung. 


Für die Anvendungent die wir später zu machen haben, woUen wir 
noch eine wmtere ^p^äalisienmg Eintreten lassen; wir wollen n&nli^ 
äiinehm«!,. cbl^das Syatenii £[' relativ zürn System £,am die g^o^>- 
Same z-Achsö wit konstanter Winkelgeschwindigkeit ä> rö^je. 
Dann k^en wir in den , wieder als Anfangspunkt dienend^ '@^i*<' 
chungen den Winkel Oj als Funktion der Zeit aüsdrüoken diireh 

‘wi, !>»m idaim]^ ist in Tat die k<mstan% Winkel» 


gesc 
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f ® = f cos ca < — I? sin Cü i , 

2 / = f sin ca < 4* cos ca ^ , 

Setzen wir ai=cat ebenfalls in die Gleichungen (135) ein, oder differen- 
tiieren wir direkt (141), so erhalten wir für die Geschwindigkeiten; 

~~ = cosft) < — sin mt — ro (| sin w t + ^/ cosw t) , 

4'f^ = sin (w ^ cos raf + ca(| cosw t — t] sin (o t) , 

dz _ 
di dt' 


und diese können unter Berücksichtigung von (141) in die Form ge- 
bracht werden : 


(142), 


dx dt j dt} , 

4 ; = jf sin Ol t + 4’ < + w j-, 

rf ^ cf • dt 

dz ^ dl 
di dt' 


Durch nochmalige Differentiation nach t folgt für die Beschleunigungen: 


d^x , d*n ^ , du 

dt^ di* di* di 


dli 

di* 


p: 

di* 


(dl 

w« 

+.jll 


sin 0 ) t + cose; t\ 


d*y d*| . , , d*Ji , , dx 

di* ^ !¥ "dl* ^ di 


cosrat — simui 


und durch. Anwendung von (142) lassen sich diese in die endgültige B'orm 


(143) 


d*x 

/<pf 

dt* 



/d*l 

dV ^ 


d*z 


di* 

df ■ 


Di^e Gleichungen werden eine wichtige Bolle spielen, wenn wir den 
EinflnB der Erdrotation auf die Ersdua^gen der Mechanik unter- 
suchen werden. Auch hier lassen sich rechts wieder drei Gruppe unter- 
scheiden, die beziehungsweise als die Komponenten der Belativ-, CorioHs- 
und Führuttgsbeschleunigun« zu bezeichnen Änd. 
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21. Dimensionen. 

In der ganzen Physik pflegt man, in Erweiterung des geometrischen 
Ikgriffes der Dimensionen, allen vorkommenden Größen eine „Dimension“ 
beizule'gen, wobei man natürlich nicht alles auf Längen zurückführen 
kann. In der Kinematik, die aus der Geometrie durch Hinzufügung 
der Zeit als vierter Variable hervorgeht, müssen wir außer der Grimd-*^ 
(?inheit der Länge, die wir stets durch L bezeichnen werden, ^och die 
Grundeinheit der Zeit, die T genannt werden soll, hinzunehmen. Eine 
Geschwindigkeit, die der Definition nach eine Länge dividiert durch 
eine Zeit ist, ist also in bezug auf L von der ersten, in bezug auf T von 
der ( — 1)^“ Dimension. Um dies anzudeuten, schreibt man „Dimensions- 
gleichungen“, indem man die zu untersuchende Größe iind die Dimen- 
sionen in eckige Klammern einschließt. So erhält man für die Geschwin- 
digkeit: 

(144) [CJ = [LT-*]. 

In derselben Weise findet man für die Dimension der Beschleunigung, 
die als eine Geschwindigkeit dividiert durch eine Zeit definiert ist: 

(145) [aJ^CLT-*]. 

Diese Dimensionsbetraohtimgen haben den Vorteil, daß man sehr leicht 
von einem Maßsystem zum anderen übergehen kann, imd daß man 
geeignete Festsetziuigen für die Einheiten treffen kann. So werden wir 
nach (144) als Einheit der öreschwindigkeit diejenige bezeichnen, bei der 
in der Einheit der Zeit die Einheit der Länge zurückgelegt wird; also 
im sogenannten absoluten physikalischen Maßsystem ist die Einheit 
der Geschwindigkeit diejenige, bei der 1 cm in 1 Sekmide zurückgelegt 
wird. Ebenso ist die Einheit der Beschleiuiigung in diesem Maßsystem 
diejenige, bei der eine Geschwnndigkeits Vermehrung um 1 cm pro Sekunde 
eintritt, Li der Dynamik wird zu den beiden Grundeinheiten L mid T 
noch eine dritte, die der Masse M hinzukommen. Damit gelingt es, alle 
in der Mechanik vorkommenden Dimensionen darzustellen. 



Zweites Kapital. 

Allgemeine Dynamik eines substantiellen Punktes. 

22. Der Begriff der Trägheit. 

Wenn wir irgendeine Bewegung betrac^iten, so lassen sich zwei 
bestimmende Momente an ihr unterscheiden. Der ^größeren Deutlich- 
keit halber wollen wir die beabsichtigte Unterscheidung am Beispiel 
des horizontalen Wurfes erläutern und nachher verallgemeinern. 

Für^ den horizontalen Wurf gelten die Formeto (80) und (81) des 
ersten Kapitels (pag. 43), die wir hier nochmals anschreiben : 

(1) z \gt- + h, 

( 2 ) = 

von denen die letztere aussagt, daß die Bahn eine Parabel ist, die ini 
wesentlichen durch die Anfangsgeschwindigkeit und die Beschleuni- 
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Vergrößerung von Vo Parabel verflacht und weiter öffnet, während 
eine Vergrößerung von g die Parabel steiler macht. Wie eine Vergrößerung 
von Vo» so wirkt auch eine Verkleinerung von g und umgekehrt. Eine 
Erläuterung^ soll die Eig. 34 geben, in der die Parabelbahrien für den- 
selben Wert von g^ aber für verschieden große Werte konstruiert 
sind. Je größer desto gestreckter isl die Balm, und für = oo 
würde sie eine horizoniale Gerade, darstellen. 

Man kann dies auch etwas anders ausdrücken. Bilden wir ^u diesem 

dz 

Zwecke den Differentialquotienten aus (1), so finden wir dafür: 



Dieser Wert gibt die Neigimg der Parabeln an einer solchen Stelle 

an, die der substantielle Punkt zur Zeit t gerade erreicht hat. Nennt 
man a den Winkel, den die in diesem Punkte errichtete Tangent^ mit 

der positiven i/-Aclise bildet, so ist ^ = tga. Nun wollen wir die Winkel a 

für die verschiedenen Parabeto zur selben Zeit t vergleichen; nehmen 
wir etwa < = 1 Sekunde, dann ist: 



und diese Neigung ist offenbar um so kleiner, je größer Vq ir 
m (/, d. h* je größer die Anfangsgeschwindigkeit im Verhältnis zur Be- 
schleimigung ist. In der I'ig. 34 sind die Winkel a für die drei Parabebi 
eingezeichnet, und man ersieht unmittelbar die Bichtigkeit dieses Sach- 
verhaltes. Man kann diese Neigung als ein Maß der Kichtungsändermig 
oder Ablenkung von derjenigen Bahn betrachten, die der substantielle 
Punkt bÄchreiben würde, wenn die Anfangsgeschwindigkeit unendlich 
groß im Verhältnis zur Beschleunigung oder besser, wenn die Beschleu- 
nigung 0 sein würde. Denn in diesem Palle würde die Bahnkurve nach 
(3a) die Neigung 0 gegen die t/- Achse besitzen, also in eine horizontale 
Gerade ausarten,^ 

Man kann also die vorliegende Bewegung als einen Kampf zwisdhen 
der Wirkimg der Anfangsgeschwindigkeit und derjenigen der Beschleu- 
uiguiig ansCuen; Die tatsächliche Bewegung ist gewissermaßen ein Kom- 
promiß ;^sohe% Beiden Wirkungen* Welchen Pall von ^wegung 
luan aui>h%s Ai^e fassen mag, so lassen sich doch iminer diese beiden 
gegenaät^ohen Bestrebungen daraü unterscheiden. ^ 

Itetatiert wurde, ist natürlich keine Erfahrungstatsache; 
denn h^lt dra aus den rein kinematischen Gleichungen (1) und (2) 

. Denn wenn eih Körper 
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keine Beschleunigung hat, hat er eben eine konstante Geschwindigkeit, 
und dadurch ergibt sich alles eben Behauptete. Aber die obigen Über- 
legungen drängen zu einer Frage hin, die im Gegensatz zu den bisherigen 
Erörterungen als eine quaestio facti anzusehen ist, nämlich zu der Frage : 
„Unter welchen Umständen behält in der Natur ein substantieller Punkt 
eine ihm erteilte Anfangsgeschwindigkeit der Größe und Kichtung nach 
bei?“ Oder anders ausgedrückt: „Unter welchen objektiven Umständen 
ist ein substantieller Punkt imstande, eine gleichförmige Bewegung auf 
geradhniger Bahn auszuführen?“ Die Antwort, die man in der Mechanik 
seit Galilei darauf zu geben pflegt, ist im Grunde aus fplgenden anthropo* 
morphen Erwägungen hervorgegangen: Wir können durch Eingreifen 
unserer Muskeltätigkeit den Bevregungszustand eines substantiellen 
Punktes verändern, seine Geschwindigkeit vergrößern, verkleinern, die 
Bichtung ändern usw., kurz, wir können durch diesen äußeren Eingriff 
Beschleunigungen erzeugen. Dies führt dazu, die Beschleunigung all- 
gemein als Folge oder Wirkung äußerer Eingriffe anzusehen. Akzeptiert 
man vorläufig einmal diese Formulierung, so ist. Fehlen von Beschleu- 
nigung gleichbedeutend, mit dem Fehlen äußerer Einwdrkmigen, und 
somit lautet die Antwort auf die gestellte Frage: „Ein substantieller 
Punkt verharrt in seinem Zustande der gleichförmigen Bewegung auf 
geradliniger Bahn, wenn keine äußeren Einwirkungen vorhanden sind.“ 
Diesen Satz kann man bis zu einem gewissen Grade durch das Experi- 
ment stützen. Lasse ich eine Kugel mit einer bestimmten Geschwindig- 
keit über eine beliebige Unterlage rollen, so wird Ixjobachtet, daß die 
Kugel zur Buhe' kommt, also ihren ursprünglichen Bewegungszustand 
nicht beibehält. Das scheint zunächst ein direkter Widerspruch gegen 
das obige Prinzip zu sein. Macht man aber jetzt die Unterlage glatter 
und immer glatter, so kommt die Kugel erst nach längerer und immer 
längerer Zeit zur Buhe, Man wird also geneigt sein, zuzugeben, daß 
dies darauf beruht, daß infolge der Politur der Unterlage die Kugel von 
der Unterlage Ureniger beeinflußt wird als vorher, also geringere „äußere 
Einwirkungen“ erfährt. Gibt man dies wirklich zu, so kann man das 
Besultat des Experimentes folgendermaßen aussprechen: „Je kleiner der 
EinfhiB der Unterlage ist, desto länger behält die Kugel ihre gleich- 
förmige geradlinige Bewegung bei“, und der Experimentalphysikei: wird, 
namentlich wenn alle übrigen Erfahrungen sich in derselben Weise 
deuten lassen, kein Bedenken tragen, diesen Satz zu extrapolieren auf den 
allerdings nie realisierbaren Fall, daß gar kerne äußeren Einflüsse vor- 
handen sind. In dieser Form würde der Satz laukn: „Die Kugel k- 
hält, wenn alle äußeren Einflüsse l^seitigt worden sind, ihren anfämg- 
lichen Bewegungszustand unverändert bei.“ Das ist aber oereits das 
oben ausgesprochene Galileische Prinzip. Ifatürlich sind derartige 
Experimente kein strenger Beweis, vor allem deshalb nieht, weil eine 
unabhäng^e Erklärung des Begriffes „äußere Einwirkung“ fehlt. Aber 
so viel zeigen diese Überlegungen do^,, daß jedenfalls dir obige Satz 
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der Erfahrung nicht widerspricht, sondern daß man letztere im Sinne 
des obigen Satzes interpretieren kann. Das ist überhaupt beim Experi-' 
ment das Wesentlichste: die Interpretation; eine Einzeltatsache bleibt 
eine Einzeltatsache, auch wenn sie tausendmal beobachtet worden ist; 
erst die Interpretation, der Gedanke, macht die rohe Empirie fruchtbar. 

Galilei war der erste, der dieses Gesetz ausgesprochen hat. Er 
stellte sich damit auf den Standpunkt, daß eine gleichmäßige gerad- 
linige Bewegung, da sie ohne äußere Einwirkung bestehen bleibt, keiner 
Erklärung bedürfe. Im Gegensatz dazu nahmen die Alten an, daß zur 
Aufreohterhaltung auch einer gleichförmigen geradlinigen Bewegung 
äußere Einflüsse notwendig seien. Nur in dem Falle, daß die gleichförmige 
geradlinige Bewegung in die Euhe ausartet, hat auch vor Galilei kein 
Zweifel darüber bestanden, daß dieser spezielle Zustand zur Erklärung 
keiner Einwirkung von außen bedürfe. Man sieht, daß Galileis Stand- 
punkt der einfachere ist: Für ihn sind nur die Beschleunigungen zu er- 
klären, d. h. als Wirkung äußerer Einflüsse zu betrachten während für 
die Alten sowohl Beschleunigung als auch gleichförmige geradlinige 
Bewegung durch Einwirkung der Außenwelt erklärt werden müssen. 

Man kann es also als Galileis Fortschritt bezeichnen, daß er 
erkaimt hat, daß die Erfahnmgstatsachen im Sinne des von ihm formu- 
lierten Satzes gedeuttet werden können. Man kann daher auch streng 
genommen nicht sagen, daß der Galileische Satz, den wir später im 
Anschluß an Newton noch genauer formulieren müssen, ein Erfahrungs- 
satz sei; im Gegenteil könnten sich eher die Alten auf die nackte 
empirische Tatsache berufen, daß jede Bewegung schließlich zur Ruhe 
kommt. Man kann aber Galileis Prinzip etwa als „interpretierten 
Erfahnmgssatz“ bezeichnen. 

Um dieses Verhalten der Körper, eine einmal vorhandene gleich- 
förmige geradlinige Bewegung beizubehalten, vmserem Kaus^albedürfnis 
näher zu bringen, hat man ilmen eine Eigenschaft zugeschrieben, die 
man als „Trägheit“ oder als „Beharrungsvermögen“ bezeiclmet, 
und daher nennt man aiuh den oben ausgesprochenen Satz das Träg- 
heitsgeseiz. 

Vorläufig nur ein Wort, eine bequeme Abkürzung für eine längere 
, Aussage, wird sich die Trägheit im folgenden als eine meßbare Größe 
erweisen. 


; ^ 23. Det^Begriff der Kraft und der Masse. 

Wenn wir uns jetet auf den Standpunkt des Trägheitsgesetzes 
stellen, den die glänzende Entwicklung der Mechamh seit Galilei als 
fraohtbar gerejiditfertigt hat, so müssen wir die Bcschleunigongm als< 
die Folge der äußeren Einwitku^n anhehmen. Andererseitä haben wir 
für das Bäsem, das Wirken eines äußeren Einflusses kein andeW Merk- 
mal als,jciä^<4aä er an einem segebenm substsmtiellai Punkte öbe Be- 
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schleunigung hervorruft. Wir wollen nun die Ursache einer 
'Beschleunigung als eine Kraft bezeichnen^, in dem wir 
unter „Kraft“ gewisse objektive äußere Verhältnisse und Bedingungen^ 
verstehen, insbesondere die geometrische Konfiguration imd ^ie physi- 
kalische Natur aller den betrachteten Punkt umgebenden übrigen 
substantiellen Punkte. Jedesmal also, wenn derselbe substantielle 
Punist denselben äußÄen Bedingungen unterstellt wird, ist nach 
unserer Auffassung dieselbe Kraft wirksam. Es ist von fur^damentaler 
Wichtigkeit^ .sich klar zu machen, daß die objektiven Ui^tände, die an 
einem substantiellen Punkte eine Beschleunigung hervor bringen, sowohl 
von der Lage als auch von der Bewegung des Koordinatensystems ganz 
unabhängig siifd, da sie nicht von einer mathematischen Zwischen- 
koDStruktimi abhängen können. 

Der Ursprimg der Bezeichnung „Kraft“ für diese realen Bedingungen 
ist zweifellos anthropomorphen Ursprunges, insofern, als Beschleunigungen 
direkt vom Menschen unter Aufwendung von „Muskelanstrengung“ oder 
„Muskelkraft“ hervorgebracht werden können. Wenn eine Kraft einem 
substantiellen Punkte eine Beschleunigung erteilt, so drücken wir dies 
kurz folgendermaßen aus: „An dem substantiellen Punkte wirkt 
"eine Kraft“, oder „greift eine Kraft an“. 

Es liegt nun nahe, näch dem Vorstehenden #in Maß für die auf 
•einen substantiellen Punkt wirkende Kraft in der Beschleimigimg zu 
suchen, die sie demseUxn erteilt, und etwa in einfachster Ausführung 
dieses Gedankens die Kraft ft proportional der Bf'Schleunigung zu setzen, 
wobei der Propdrtionalitätsfaktor eine universelle Konstante wäre. 
Würden wir den letzteren willkürlich etwa == 1 setzen, so würden wir 
damit^ da die Einheit der Beschleunigung festgesetzt ist, sofort auch eine 
Krait^heit besitzen. Indessen ist dieser einfachste Weg nicht zweck- 
mäffig; die Ta-tsachen weisen vielmehr auf eine andere Art hin, ein Kraft- 
maS zu finden. Die Erfahrung lehrt nämlich, daß zwar dieselbe Kraft 
einem frei beweglichen substsuatiellen Punkte stets ein und dieselbe Bi*- 
schleunigung erteilt, aber verschieden substantiellen Punkten im all- 
gemein ^verschiedene Beschleunigungen. Wir können ' z. B. einer 
Beihe 'stthstantieller Punkte dadurch Beschleunigungen erteilen, daß 
wir sk at^wechselnd an eine zu bestimmter Länge ausgezogene elastische 
Federt, anh&igen, die dann, iosgelassen, jeden an ihr befestigten Punkt 
in ganz bktintoter Weise beschleunigt. Die Einwirkung der Fe^r oder, 
wie wir jetzt sagen kihinen, die „Federkraft“ stellt in diwzUi^alle lör 
tpjere substantiellen Puukte die „äußerm Eintiffaingi* 
smgebj&i, daß, wenn dieselbe Feder siefs zur tdinge 

j|kd, dan 8 tets^ dieselbe äußel^ Einwkkung oder "^^»sejibe 
vorhanden ist. Diese Ann^mj^ wäre lM|eh?^ohi^ 
sieh durcHirihre einleuehtÄde 
beobacbtei, wio. yerschi^c^’ 

^dcbe Besfel^TOigungen durch dk 
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Punkte 1, 2, 8 usw. und bezeichnen wir die Beschleunigungen derselben 
durch entsprechende Indices, so müssen wir, falls wir die Kraft der Be- 
schleunigung proportional setzen wollen — und eine andere Möglich- 
keit liegt überhaupt nicht vor doch in jedem Falle den Proportionalitäts- 
faktor verschieden annehmen, also etwa setzen; 

(4) Ä « w^ai « w,a2 » %a3 = . . . . 

Die Konstanten sind dabei Größen, die jedenfalls von dem betref- 
fenden substantiellen Punkte ä abhängen; es wäre aber natürlich auch 
denkbar, daß sie noch von der Kraft St abhingen. Diese Frage kann 
durch das Experiment entschieden w^erden, indem man verschiedene 
Federn auf die nämlichen substantiellen Punkte wirken läßt. Wir nehmen 
also eine andere Feder, üben folglich eine andere Kraft St' auf die sub- 
stantiellen Punkte aus, die ilinen die Beschleunigungen ... er- 

teilen möge. Dann ergibt das Experiment, daß hier gilt: 

(5) St' = ^ 

wo die Faktoren ni^ die nämlichen sind wie vorher. In beiden Fällen 
sind die beschleunigten Punkte ungeändert, aber die Kräfte sind andere. 
Dennoch sind die Faktoren ungeändert geblieben, sie können mit- 
hin nicht von den Kräften, sondern nur von der Natur der 
substantiellen Punkte abhängen. Wir nennen den Faktor 
die „Masse“ des substantiellen Punktes. Die Masse ist durch die obige 
Ghichung allerdings nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, 
da Gl(dchung (4) nur Massenverhältnisse zu bestimmen erlaubt. 
Sobald jedoch eine Einheit der Masse festgestellt ist, sind damit sämtliche 
Massen Vollkommen bestimmt. 

Ala Einheit der Masse dient das sogenannte „Kilogramme des 
archives“, das zu Sövres bei Paris aufbewahrt ist; der Absicht nach 
sollte es die Menge von 1 Kubikdezimeter Wasser bei 4® C sein. Da 
das hergestellte Hohlmaß nicht genau gleich 1 Kubikdezinj^eter ist und 
ein Maß überhaupt nie exakt sein kann, so hat man ganz analog wie bei 
der Längeneinheit einfach diejenige Wassermenge bei 4® als Einheit 
der Hasse genommen, welche jenes Hohlmaß füllt. Sie führt den Namen 
Kilogramm, In der Physik ist es übrigens üblich, als Einheit der 
den 1000, Teil des* Kilogramms, das Gramm, zu benutzen., Die Masse 
tritt als 'dritte Grundeinheit M neben die beiden schon ein^führt^ 
der Länge Zeit Zur Bestimmung der Masse würde maü alsp 

einmalj^die MÄSsWi^ durch eine Feder beschlemiigen lassen 
•"^chleunij^g s^i;*=» Äof ; dann eine ^uhbekannte Masse' . wd ^MStde 
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d. h. die Masse würde sich als das Verhältnis zweier Beschleunigungen 
ergeben, die mit Maßstab und Uhr gemessen werden köimen. 

Nach Gleichung (4) folgt, daß die durch eine bestimmte Kraft 
einem substantiellen Punkte erteilte Beschleunigung um- 
gekehrt proportional seiner Masse ist. Je größer die Masse, 
desto größer fiJso der „Widerstand“ des substantiellen Punktes gegen 
Beschleunigung. Erinnern wir uns an die in der vorigen Nummer ein- 
geführte Bezeichnung der „Trägheit“, so können wir die Masse 
direkt als ein Maß der Trägheit oder des Beharrungsver- 
mögens betrachten. 


24. Das erste und zweite Bewegungsgesetz von Newton. 


Die in den beiden vorhergehenden Nummern besprochenen Tat- 
sachen und Definitionen lassen sich zu zwei Sätzen zusammenfassen, 
deren genaue Formulierung man Newton verdankt, und die als erstes 
pnd zweites Newtonsches Bewegungsgesetz bezeichnet werden. Sie 
lauten : 

I. Jeder Körper verharrt im Zustande der Ruhe oder 
der gleichförmigen Bewegung auf geradliniger Bahn, so- 
lange keine äußeren Kräfte auf ihn oinwirken. 

II. Die auf einen Körper wirkende Kraft ist gleich dem 
Produkte aus der Masse und der Beschleunigung desselben. 

Der erste Satz ist da.s Galileische Trägheitsgesetz, den zweiten 
werden wir kurz als „Kraftgesetz“ iK'zeiclmen. 

Die analytische Formulierung des letzteren ist nunmehr immittel- 
bar gegeben. Nennen wir die Kraft 9, so können wir dasselbe schreiben; 

(7) ft = m . a . 


Diese Gldcbung sagt aus, daß die Kraft ft ein Vektor ist, dessen Rich- 
tung mit der Beschleunigung a übereinstimmt und dessen Betrag im 
m-fachen Verhältnis zu dem der Beschleunigung vergrößert ist. 

. Nim wollen wir eine wichtige Folgenmg aus (7) ziehen ; Es seien die 
.Winkel, die ü mit den Achsen bildet, respektive (ax), (ay), (ft-?). 

Durch Multiplikation mit den, Richtungskosinussen erhalten wir 

aus* (7)^ 

X 

ftco8(aa:) • oos(dx) = m 


( 8 ) 


Äcos(ay) = mo • eoB^ay}.- m 


<P y 

dP' 



Sl 008 ( 112 ) ^ ma ■ C 08 (ft;^ 




.7^'' 


D» (ax), (ay), (az) respektive gleich Bind dffli Winkeln (#»), (9y), (9z), 
die die Kraft ft nnl den Aclaeh bildet, ’lsö sind die links ftisbenden Aus* 
drücke die rechtwinkligen Komponenten' der Krsft^ ll’,: die entweder 
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durch ftj oder X,Y,Z bezeichnet werden. Wir erhalten also 

nach ( 8 ): , 


( 9 ) 






d‘^x 

dV 




m - 


d^y 

df 




d^z 

dV 


Dies sind die Newtonschen Bewegungsgleichungeii. 

Sie leiten zu einem wichtigen Postulate liin, nämlich dem, daß 
Kräfte sich wie Vektoren addieren sollen, oder anders aus- 
gedrückt: Wenn ich drei Kräfte gleichzeitig an einem sub- 

stantiellen Punkte wirken lasse, so ist die resultierende Kraft ® diejenige, 
die man durch vektorielle Addition von erhält. Allgemeiner: 

Aus mehreren gegebenen Kräften ftj, ®2'» • • •> gleichzeitig an 

einem substantiellen Punkte angreifen, kann man nach den Gesetzen 
der Vektoraddition die resultierende Kraft ® bilden, genau so, wie mau 
es mit den Beschleunigungen und Geschwindigkeiten macht. Falls man 
zwei Kräfte ftj und Äg znsammenzusetzen hat, so ist die Besultante ® 
geometrisch der Gniße mul Eichtung nach durch die eine der beiden 
Diagonalen des aus ftj mid ®2 konstruierten Parallelogramm^ dargestellt, 
woher dieser Satz den Namen „Satz vom Parallelogramm der Kräfte“ 
erhalten hat; haben wir mehrere Kräfte zusammenzusetzen, so erweitert 
sich dieser Satz zu dem vom „Kräftepolygon“. 

FjS ist wichtig, sich hier klar zu machen, daß dieser Satz, für die 
Kräfte ausgesprochen, ein Erfahrungssatz ist, der keineswegs selbst- 
verständlich ist, während für Beschleunigungen und Geschwindig- 
keiten der analoge Satz eine rein geometrische, von aller physi- 
kalischen Erfahrung unabhängige Folgerung darstellt. Um 
diesen Sachverhalt klar zus teilen, betrachten wir folgendes* Beispiel: 
Wenn einem Körper gleichzeitig zwei Beschlemiiguiigen üi und O2 mit- 
geteilt werden, so läßt sich rein geometrisch zeigen, daß die Tesultierendo 
Beschleunigung a = ist, . Gehen wir jetzt zu den Ursachen der 

Beschleunigung, den Kräften über, so sagen wir, daß die Beschleimigmig 
durch die Kraft und die Beschleunigung a2 durch die Kraft 
erzeugt werde, wenn beide Kräfte einzeln auf den substan- 
tiellen Punkt einwirken. Nun wäre es aber doch natüilich ä priori 
recht gut denkbar, daß die Hinzufügung von «2 zur Kraft ftj, so daß 
beide gleichzeitig am selben Pmikte acgreifeii, die vorher alleia be- 
stehende Kraft ftj total abänderte, etwa in den Wert ft,', so daß, wenn 
swei Kräfte ft, und ft, zusammengesetzt würden, das Besultat ft+ft,-i-ftt, 
sondem^gleich ft, - 1 - ft, sein würde. In Wirklichkeit ist dies nicht 
der-Pall; die Hinzuftgung von beliebig vielen Kräften,' 
ändert. die^schQn vorhandenea nicht ab; die Kräfte wirken, 

^8» sap, nnabhängii voneinander; jede erzeugt ihre Be- 
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schleunigung nach Gleichung (t), als ob sie allein vorhanden 
wäre. Deshalb wird dieser Satz manchmal als das „Prinzip von der 
Unabhängigkeit der KrUfte*‘ bezeichnet. 

Natürlich ist es durchaus unwesentlich, daß wir in Gleichung (9) 
die Kraft'^in drdi kartesische Komponenten zerspalten haben. Unter 
Einführung eines ebenen Polarkoordinatensj^tems (r, 9 ) z. B. kann die 
Kraft It in die zwei Komponenten Ä,, die „Eadialkraft“, imd die 
„Tranaversalkraft“, zerspalten w'erden, so daß wdr dann untei* Be- 
nutzung von Gleichung (60) des I. Kapitels (pag. 37) haben : 





ma^ 


« m 

mm m 



, dr dq> 
dt dt 


+ r 


■ 


Speziell können wir als Polarkoordinatensystem das natürliche Ko- 
ordinatensystem der Kurve wählen, in dem r in E, den Krümmungs- 
radius der Kurve, übergeht. Dann erhalten wir nach (56 a) des I. Kapitels 
(pag* 84) eine „Normalkraft“ oder „Zentripetalkraft“ und eine 
„Tangentialkraft“ ft,, die den Gleichungen genügen: 



if ' 

Durch die Gleichung (7) ist auch die Dimension der Kraft voll- 
kommen bestimmt, indem sie gleich der Dimension der Beschleunigung 
mal der einer Masse ist. Also nach (145) des ersten Kapitels (pag. 67): 

(12) ^ [ft]-[itfLT-^]. 

tiie Einheit der Kraft ist also diejenige, die der Masse 1 g die Beschleu- 
nigong 1 *cm/sec* erteilt; diese Kraft wird eine Dyne genannt, 
i K» Unsere ‘ früheren kinematischen Betrachtungen können wir nun 
dynättlii^lf ^aussprechen. Statt z. B. zu sagen, daß alle Körper mit 
äer Beschleunigung ^=981 cm/sec* zur Erde fallen, können wir jetzt be- 
^uf jeden Körper von der Masse wt wirkt eine Kraft von der 
mfff die vvertital abwärts gerichtet ist. Wird der betreffende 
Kö 3 ^r etwa durch ^Dtttsrstützung mit der Hand am Fallen verhindert, 
so emp^den wir diese Kratt ab seine „Schwere“, weshalb sie den Namen , 
Schwerkraft erhalten bat. Also: 


. (18) 'v Schwerkraft ^ --füg , , 

■ ' ■ . W ' 

Ebenso , können wir jetzt sagen daß jeder Planet von der Masse m zur 
. ScÄine folg«ider Kraft angezogen wi^ fnaeh C^ohtmg <101^ de^ 

^l^iKapiteb auf pag* 50]: ^ Kraft nennt Newton 

die „GravitaUonikrjkft" 
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die Bedeutung dieser Bezeichnungen wird später besser hervortreten. 
Also haben wir: ^ ^ 

(14) Gravitationskraft- 

^5. Da# Koordinateniyftem der Dynamik; Oalileisches Relativitätsprüudp. 

In den Entwicklungen der drei vorhergehenden Nummern ist noch, 
eine bedenklich^ Unsicherheit enthalten. Unser Begriff „Kraft***" reprä- 
sentiert die äußeren Einwirkungen auf einen substantiellen Punkt; diese 
äußeren Einwirkungen, als etwas objektiv Vorhandenes, als eine 
physikalische Eealität, können, wie schon in der vorhergehenden 
Nummer hervorgehoben, offenbar nicht abhängen von rein mathe- 
matischen Zwiachenkonstruktionen. Eine splche aber ist das 
zugrunde gelegte Koordinatensystem. Wir müssen postulieren ^ daß 
die Kraft ft gänzlich unabhängig sowohl von der Lage als auch 
von der Bewegung des Koordinatensystems ist. Nun ist aber ander- 
seits durch die Newtopscho Kraftdefinition ft gleich dem PÄ)dukt 
aus der Masse m und der Beschleunigung d gesetzt, und diese letztere 
ist, wie wir in Nr. 20 bei unserer Untersudhung von absoluter und rela- 
tiver Bewegung sahen, vom Bewegungszustande des Koordinaten- 
systems sehr wesentlich abhängig. Da nun aber das Produkt au.s 
Masse und Beschleunigung der Größe und Richtung nach die vom Ko- 
ordinatensystem unabhängige Größe ft darstellen soll, so kann diese 
Gleichung offenbar im allgemeinen nur für ein bestimmtes 
Koordinatensystem erfüllt sein. Für alle anderen Systeme wird 
%8ich im allgemeinen die Form der Neuvtonschen Kraftgleichungen 
ändern müssen. 

Wenn wir also unsere bisherigen Betrachtungen retten, ja ihnen 
überhaupt erst einen bestimmten Sinn verleihen wollen, so müssen wir 
die Existenz eines solchen Koordinatensystems postulieren, in bezug 
auf welches die Gleichung ft = ma Gültigkeit besitzt. Dieses Koordi- 
natensystem .wollen wir das Fundamentalsystem der Mechanik 
nennen; dasselbe besteht wie alle imsere Koordinatensysteme aus sub- 
stantiellen Geraden, ist also in einem bestimmten sjtarren Körpei 
verankert^ denken. Diesen Bezugskörper nennt man allgemein „Funda^ 
nientalkörper*^ manche Autoren auch den „absoluten Raum“, andere 
den „Weltäther*^, Carl lleumann endlich, um seine Existenz be* 
sonders anscj^lich zu macben, den „starren Körper Alpha^.^ Ir 
bezug auf Fundamentalsy^tem sind daher auch die 
gleichförmige und geradlinige Bewegung zu beziehen, .^ in 
Trägheitegesetain der Newtonsoben Formulierung auftreteh.» ' 

Diei B^wejpngen, Gesdiiwindigkeiten, Beschleuni^gen^ äijß ,au 
^ das vcir Koordinatensystemen ausgezridtoD|^ Eundanmta| 
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Diese Bezeichnung wird hier nut in obigem Sinne verwendet werden. 
Danach kömien wir sagen, daß das Fundamentalsystem selbst 
m absoluter Buhe sich befindet. 

Welches ist denn das Fundamentalsystem? A priori ist 
dasselbe nicht angebbar, da die Mechanik eine Effahrungswissen- 
schaft ist; dasselbe muß vielmehr aus den Beobachtungen erschlossen 
werden. Zunächst liegt der Gedanke nahe, ein auf der Erde, etwa ini 
.Erdmittelpunkte festes ^Koordinatensystem als Fundamentalsystem an- 
zusehrfi* In der Tat spricht eine große Anzahl von mechanischen Ver- 
suchen nicht dagegen, woraus allerdings, da das Kesultai der Versuche 
negativ ist, noch nicht der Schluß gezogen werden kann, daß dieses 
System wirklich das Fundamentalsystem sei. Wirklich gibt es auch eine 
Beihe von Versuchen, von denen der wichtigste und bekannteste der 
sogenannte Foucaultsche Pendelversuch ist (auf den wir später 
genau eingehen werden), die beweisen, daß ein in der Erde fest ver- 
ankertes Koordinatensystem nicht das Fimdamentalsystem sein kann. 
Ein Koordinatensystem dagegen, das im Fixstenihimmel festgelegt ist, 
ist mit allen bekannten Tatsachen wenigstens nicht im Widerspruch. 
Man beachte aber, ehe voreilige Schlüsse daraus gezogen werden, die 
negative Form, in der wir cjas Eesultat des Experimentes aussprechen. 
Da natürlich alle Versuche mit endlichen Fehlem behaftet sind, so 
kann man nur folgendes aussagen: „Innerhalb der Fehlergrenzen der 
Versuche ist ein im Fixstemhimrael befestigtes Koordinatensystem als 
Fundamentalsystem zulässig“, nicht aber: „Die Versuche beweisen, 
daß usw.“ Eine solche Aussage könnte nur gemacht werden, wenn man 
absolut richtige Messungen austellen könnte. Natüilich ist es sehr un- 
wahrscheinlich, daß das Fixstemhimmelsystera wirklich exakt das 
Fundamentalsystem sein sollte; denn die Existenz der Fixsterne ist 
schließlich doch etwas Zufälliges; aber der praktischen Mechanik, die 
Ja keine mathematische, sondern eine physikalische, auf Beobachtung 
gegründete Wissenschaft ist, wird durch Auffindung eines Systems go- 
nü^t, das praktisch den Anforderungen an ein Fundamentalsystem 
gimügt. Wir werden deshalb das Fixsternhimmelsystem als 
das Fundamentalsystem ansehcn, auf das die Be^vegungs- 
gleichung d^r Dynamik zu beziehen sind. 

Nun tritt auch die Wichtigkeit der Untersuchung der Nr. 20 des 
ersten Kapitels für diese Frage hervor. Denn vnr sahen dort, daß, wenn 
man von einem System K zu einem ärgeren IC übergeht, das relativ 
zu K in gleichmäßiger Translation begriffen ist, daß dann 
undMüur dann der Auadrüek für die Beschleunigung sich 
nicht ändert. Daraus ergibt sich folgend^ Konsequenz: Wenn wir 
ein Fundamentalsystem gefunden Waben (für das also die 
Gleichtingen der Dynamik gelten), >6 gelten sie auch für 
j^dea Koordinatensystem, das relativ znta. Fundamental* 
System jsine gleichmäßige TransIatiOnSgesoh^^ihdigkeit be« 
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sitzt. Mit einem Fundamentalsystem besitzen wir infolge dieses 
Satzes also gleich eine unendlich große Klasse äquivalenter 
Fundamentalsysteme. 

Man kann diesen Satz physikalisch anschaulicher formulieren: 
Da die Gleichungen (7) *der Dynamik gleichmäßig für alle Fundamental- 
Systeme gelten, so macht sich ihre gleichmäßige Translationsgeschwindig- 
keit (die sich zur absoluten Geschwindigkeit als Führungsgeschwindig- 
keit addiert), in keiner Weise mechanisch geltend. "SVir können 
also sagen; „Es ist durch kein mechanisches Experiment möglich, 
eine gleichmäßige Translationsbewegung dos Bezugssystems 
zu erkennen**, oder; „Die mechanischen Vorgänge, die ein 
ruhender Beobachter in einem ruhenden System wahrnimmt, 
sind genau dieselben, die in einem mit gleichförmiger Trans- 
lationsgeschwindigkeit bewegten System ein mit diesem 
System mitbewegter Beobachter wahrnimmt“, oder endlich: 
„Eine gleichmäßige Translatioiisbewegung des Bezugssystems 
ist auf die mechanischen Erscheinungen ohne Einfluß**. 

Man nennt diesen Satz, der ja die Unmöglichkeit konstatiert, eine 
absolute gleichmäßige Translationsbewegung feslzus teilen, das Bela- 
tivitätsprinzip der Mechanik oder auch, nach dem Begründer 
der Mechanik, das Galileische Belativitätsprinzip. Es sei gleich 
hier bemerkt, daß in der Elektrodynamik ein anderes Belativitätsprinzip 
Geltung besitzt, in dem das mechanische als Spezialfall enthalten ist. 

Die Gültigkeit des Galileischen Belativitätsprinzips liefert nun 
eine gewisse Einschränkung für die analytische Gestalt, in der die Kräfte 
auf treten. Wir haben schon früher bemerkt, daß sie im allgemeinen 
Funktionen von x, j/, 2 , d. h. den Koordinaten des bewegten Punktes, 
und der Zeit / sein werden. Diese Aussage müssen wir jetzt ergänzen. 
Denn da die Kraft unabhängig vom Koordinatensystem sein muß — 
eine objektive physikalische Bealität kann nicht von einer Zwischen- 
konstruktion abhängen — , so scheint diese analytische Formulierung 
eine gewisse Schwierigkeit mit sich bringen. Denn sei etwa für das 
Fundamen talsyatem : 

* ft = 


^0 ist im allgemeinen nach Transformation auf ein System 
weim die Bezeichnung der Transformationsgleichungen (126) des 1. Ka- 
pitels (pag. 59) verwendet wird: 


® *==/(?/+ + f) ^ 

h. aber, ft hat in bezug auf Ä' nicht die nämliche Folm; deim dann 
luüßte man^ ft i) erhalten haben. Dieser Widerspruch ver- 

^mvindet durch die" Annahme, daß im analytischen Ausdrucke von 
^ nur Koordlhätendifjeren^zen des. beschleunigten substantiellen 
unktes relatt^Hm einem oder mehreren anderen auftreten, d. h. ' 
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daß die Kraft 9 nicht von der Lage des beschleunigten Punktes gegen 
das Pundamentalsyatem, sondern nur von seiner relativen Lage m anderen 
materiellen Punkten abhängt. Das ist im besten Einklänge mit dej* Vor- 
stellung, daß die objektive Außenwelt es ist, deren Einwirkungen wir 
als Kräfte bezeichnen, ft muß also von der Form sein: 

wo die Koordinaten irgendeines anderen substantiellen Punktes 

sind; natürlich werden im allgemeinen mehrere äußere substantielle 
Punkte mit in den Ausdruck von ft eingehen. Wendet man jetzt die 
Tr|nsformhtionsgleichungen (126) des 1. Kapitels auf ft an, d. h. gleich- 
zeitig auf x,y,z und so heben sich bei der Differenzbildung 

die vorher störenden Zusatzglieder heraus, denn wir haben z. B.: 

x = 4* 

also 

jr — ^ — ^a, 

womit der Beweis geliefert ist. 

Das Auftreten der Koordinaten o;., von anderen substantiellen 
Punkten gleichzeitig mit denjenigen (x,y,z) des beschleunigten sub- 
stantiellen Punktes liefert die erste Andeutung für ein sehr umfassendes 
Gesetz, das unter dem Namen des Gesetzes der Gleichheit von actio 
unÄ reactio bekannt ist. Während man einerseits. sagt: die Kraft 
greift an dem substantiellen Punkte (r, 2 /,«) an, kann man 
diese Aussage nunmehr dahin ergänzen, daß man sagt: die Kraft geht 
von dem substantiellen Punkte aus. Diese Ausdrucks- 

weise spricht kurz aus, daß die auf einen Massenpunkt wirkende Kraft 
von außen kommt. 


% Vnuuformatton der Bewegongiideichiingen auf rdativ zum Fundamental- 
•ysiem liesdileunigte Syitehie. 

ist im Grunde eine negativ^ Aussage, 
i^ajliöh die, daß eine gleichmäßige Tran^lationsbgwegung des Koordi* 
nUc^ystems relativ |um Fundamentalsystem die Form der meoha- 
nischm Gleichungen nicht ändert. Diese negative. Aussage bedatf der 
Ergänzung durch die positive, wie eich d^ die G^chungen 4or Mechanik 
äudfih, wenn das gewählte Koordmatensysle:^ 

Pundameni^lsysientt y,z) besehleun^ jslJ ; . ^ ^ ^ t 

Zunächst wollÄVw den Pall erledi^W'daß das 
relativ, ma Fundamentalsj^leöi {as, 4 iftans- 

latiohsbewegung äusfübrt, wpW <§r ^fa^l^t mebmen 

Achsen bzw. 
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DanÄ haben mx im System K {He, yyZ) die Gültigkeit der Gleichung (7) : 

ft = m • 

\Yobei jetzt die Beschleunignag durch den Index a („absolut“) aiw- 
gezeichneb ist. Andererseits haben wir nach (130) des ersten Kapitels 
(pag. 60).^ ♦ 

0a =» + 0^; 

also ist unter Benutzung dieses Wertes: 

; ft == m • 0^ + 0,. , 

oder 

ft ~ ft — m 0^ =» w 0^, 

wo ft nur eine Abkürzung für ft — m 0^ ist. Diese Gleichung stellt bereits 
(las Eesultat der Transformation dar. Denn rechts steht, abgesehen 
vom Faktor m, die relative Beschleunigung, d. h. diejenige, die 
ein auf (f C) befindlicher Beobachter allein konstatieren kann; 

und diese Beschleunigung ist nicht gleich - , wie es sein müßte, wenn 

ein Fundamentalsystem wäre, sondern gleich ^ «^-11^®/., 

wo 0^ die Führungsbeschleimigung ist, die in diesem Falle mit der Be- 
schleijfnigung des Koordinatenanfangspunktes von relativ zu 

(x,y,z) identisch ist. 

Durch Zerlegung nach kartesischen Koordinaten finden wir also 
aus (15): 


(16) 


U 


m 

(PXf 

== m 


d 

dt* 

m 

d*.V/ 

= m 

d* 17 

dt* 

dt* 

m 

d*Xf 

dt* ■ 

= m 

d‘i 

di* 


Fjs treten also für einen im System (f,J/,C) festen Beobachter, der von 
der Beschleunigung seines Systems (f,w,C) g^g^n das Fundamental- 

System nichts weiß, scheinbar neue Kräfte, 

Abweichung von den Gleichungen 

<ler Mechanik- bedeiiften, tinci die experimentelle Beobachtung 
dieser Al^^iiiohung von den gewöhnlichen Gesetzen det, 

>]^'-Kain|d,"!i^,her.'Znr Ermittlung der Werte ”5^’ 


di ^ > clj<Br Gr^ße und «Eichung 





Stern führen. Man alsa 

ftmg Beso^ettnigungsznatandk’d^^ JCo< 

* len, dagegen geih&& ttela- 
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* Die Komponenten der Zusatzkraft, — 

werden erhalten, indem man das Produkt aus der Masse in die negativ 
genommenen Komponenten der Fülirungsbeschleimigiuig bildet; man 
nennt wegen dieser Bildungsweise die Zusatzki*aft auch wohl die Püh- 
rungskraft. Najürlieh ist das gar keine abjektiv vorhandene Kraft, 
sondern sie wird vorgetäuscht durch die Beschleunigung des Ko- 
ordinatensystems. 

Man kann dies etwas anders formulieren: Es ist reclmerisch nicht 
immer zweckmäßig, als Koordinatensystem ein Fundam'entalsystem 
(x,y,z) zu nehmen, sondern es kann sich ereignen, daß wir mit Ab- 
sicht ein System benutzen, das eine bekannte Beschleunigung 

relativ .zum Fundamentalsystem besitzt. Dann 


können wir die Gleichungen der Mechanik ruhig weiter be- 
nutzen, vorausgesetzt nur, daß wir statt der Kräfte X,Y,Z 
solche Kräfte -A, Y, Z benutzen, die den Gleichungen ge- 
horchen (gemäß [16]): 


X^X^m 


dNtf 

__ __ 


(17) 


r^r^m 


£y^ 

dt* 




m 


d^Xf 

dt* 


d, h., daß wir statt der wirklich vorhandenen Kräfte die vektorielle 
Summe aus diesen und der Führungskraft benutzen. 

Diese Sätze mögen durch ein Beispiel erläutert werden, das aller- 
dings wegen seiner Enfachheit wohl schwerlich realisiert werden kann. 
Wir wollen annehmen, ein Beobachter, in dem wir ein .System (f,r/,f) 
verankert denken, falle aus einer großen Höhe zur Erde, ohne etwas 
davon zu wissen. Er beobachtet nun das freie Pallen eines substan- 
tieUen Punktes, dessen Koordinaten seien. Dieser Beobachter 

würde dann die gewöhnlichen Gleichungen (9) auwenden ; denn da er von 
seiner Bewegung nichts weiß, so liegt für ihn zunächst kein Grund vor, 
die gewöhnlichen Gleichungen der Dynamik zu verlasseri. ^r setzt 
atod an: ' 

r 




^ wärde d^nn beobachten (da er, wie wir wiesein, mit der Jlschlen* 
T&gang^g f&IIt), daß der sntei^tielle) Punkt keinerlei Besohluuni' 
gung relativ zu ihm hgt. ^Er würde aW ßnd^s 
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- iül - jfJ - 0 ' 

dt* dt* ““ dt* “* ' 

und folglich nach den obigen Gleichungen: 

Z-Y=Z-0; 

d. h. er würde zu dem Eesultat gelangen, daß auf die von ihm beob- 
achteten substantiellen Punkte die Schwerkraft nicht ein wirkt. 
Dieses unmögliche Eesultat würde unseren Beobachter stutzig machen, 
und bei voller Kenntnis der mechanischen Gesetze würde er schließen 
müssen: „Also bewege ich mich mit einer gewissen Beschleu- 
nigung gegen das Fundamentalsystem“. Diese würde er dann 
so bestimmen: Nachdem der Beobachter erkannt hat, daß er selbst be- 
schleunigt ist (die Komponenten der Beschlemiigung seien 

, würde er nunmehr die Gleichungen (16) der Rechnimg zugnmde 
legen und würde aus dem Verschwinden von folgern, daß 


d. h. daß : 




d*Xr 

dt* ’ 


kt 


Da der Beobachter die Fallgesetze kennt, so weiß er: Z = Y=0, 
Z - j;-also folgert er weiter: 

d*Xf d*u/ f. d>*Zf 

' '% 

und weiß darauf, <fäß er sich vertikal abwärts mit der Beschleunigung g 
bewegt. Er hat also durch Beobachtung der Abweichimg von den mecha- 
nischen Gesetzen seine Eigen bi‘schleunigung völlig bestinmit. 

Wenden wir die Sache ehvas anders und schreiben einem zweiten 
Beobachter zwar die Kenntnis der allgemeinen Gesetze der Mechanik 
zu, \vährend wir^ zulassen wollen, daß er die spezielle Größe der Fall- 
beschleunigung nicht kennt. Wenn dann dem Beobachter seine eigene 

Jkschleunigimg bekannt ist (d. h. wenn ihm 

^^nd), so kann er die Pallgesetze finden, ohne daß er selbst 
jemals eine Fallbeschleunigung wird konstatieren können. 
Bonn dieser Beobachter würde sofort die Gleichimgen (16) zugrunde legen, * 

iilso wegen des Verschwindens von ^ ^ genau wie der erste 

IJeohaohter sohlieBen: = 


X - y-Z-0, 




und diese Gleichungen enthalten in der Tat die Fallgesetze. 

Übrigens «<Bigt auch die Erfahrung des täglichen Lebens schon, daß 
in einem beschleunigten System die gewöhnlichen Gleichungen der 
Mechanik nicht gelten. Nehmen wir einen Beobachter in einem mit 
gleichmäßiger geradliniger Geschwindigkeit fahrenden Eisenbahnwagen. 
Wären die Schienenstöße nicht, und wäre alles dunkel, so könnte er 
von dieser Bewegung nichts merken. Aber sowie der Zug beschleunigt 
wird, fällt der Beobachter nach rückwärts: eine Folge davon, daß das 
Trägheitsgesetz für den beschleunigten Beobachter nicht mehr gilt; 
wird der Zug verzögert, so fällt der Eeisende nach vorw'ärts aus demselben 
Grund^e. 

Nunmehr gehen wir zu dem Fall über, daß das bewegte System, für 
das wir die Bewegungsgleichung aufstellen W'ollen, eine Eotation relativ 
zuto Pandamentalsystem ausführe, und zwar wollen wir der Einfachheit 
halber die ^'-Achse des Fundamentalsystems mit der C-Achse des rotie- 
renden Systems zusammenfallen lassen und diese Achse gleichzeitig 
als Eotationsachse nehmen. Die “Winkelgeschwindigkeit des (f,r/,C)- 
Systems sei konstant gleich Dann haben wir die Traiifeformations- 
gleichungen (141) des ersten Kapitels (pag. 66) anzuwenden und er- 
halt^ nach den Gleichungen (143) desselben Kapitels: 

X^m — m cos o) t — ^ sin o> f | — 2 nt « -f m ^ 

Jpi8) T ^ ^ m siarat + coswtj -f -f 


. ; pieije 01eichungen enthalten im Grunde schon das geiÄÜnschte Besultat, 
; '4ind aber zuih Gebrauche unzweckmäßig, da einerseits auf der rechten 
noch x und y verkommen, die noch durch f und rj ausgedrückt 
werden müssen, und anderseits die Kraft ft in^ die Komponenten 
parallel den Achsen des Fundamentalsystems zerlegt ist, widirend 
es naturgemäß wäre, ft in die Komponenten iiach den neuen Achsen 
% zerlegen. Da ft ein Vektor ist, der vom Koofdina*enaj|>tem 
gi^zlich unabhihgig ist, so bestehen zwob^ den Kpmgd|MtOü 
f dnd^^j^^^ wir lieber sagen i^llen,^S>imd H, uni/iw^Iten 

KomiKii^ten X, T, die nämlich|m Transf(^uldtio9iiig^eiebui]^ ' wie 
zwisehek;:!?, I tiiid x, jji, die durch "GIeiehttn(f|(t41) des^^^e^ 
dargäiwit sin4j' Also ist: * . 
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(19) 


( 20 ) 


Z « £ cos oj i — f^s n fo t , 
y H sin <ü ^ + H (JOS w < , 

die nach H, H aufgelöst lauten: 

X cos ö> f + y sin fo t , 
sin (ot^Y cos (o t . 


I £ *“ X coi 
I H «-Xsin 


Man erhält also z. B. E aus (18), indem man die erste Gleichung (18) 
mit cos (ot, die zweite Gleichung (18) mit sinwf erweitert und dann 
addiert. Analoges gilt für die Bildung von H. So folgt: 


(21) 


— m 


^11 

dt* 






d X 


dt ^ dJ ^ ) 


+ 2m(o 


m 


d*; 

dt* 


( 

+ m (0^ {t cos 0 ) t -h // sin co t ) , 
{^co3w«+ Ifsinfot) 

+ mfo^ij/cojMt ~ xsin«<), 


Die Klammergrößen auf der rechten Seite kann man nach (141) und 
(142) (pag. 66) des ersten Kapitels leicht durch f uiid rj ausdrücken, und 
man erhält dann endgültig: 


( 22 ) 


E + 2m« 

d* fj 

Tt* ' 
d*: 
dt^ ’ 




H — 2 m « ^ m 

Z 


m 


m 


Auch bei dar Rotation mit konstanter Geschwindigkeit des Koordinaten- 
systems treten also zu den Kräften Zusatzglieder, „scheinbare Ivräfte“, 
hinzu. Will man also ein rotierendes System benutzen, so sind* zu den 

wirklich vorhandenen Kräften £,H die scheinbaren I^räfte 2m (o^ , 
und mro^Sf mca^ti hinzuzufügen. Diese Zusatzglieder be- 
dingen die Abweichung der Gleichungen (22) von den Gleichungen (9) 
der Dynamik und gestatten es, den ilotationszustand des Systems 
zu bestimmen. v ^ ^ 

Die Zusatzkräfte sind hier verschiedener Natur; die Komponehten 

ü ^ 

dt 


2m«4^i —2m«' 


4t 


der ersten Zhsat^aft hängen von der relativen Geschwindigkeit 
des betoaohb^en s^]|bs^ntielien Punktes, die KomponeA|eh der zweiten 
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von der relativen Lage desselben ab. Nun sind die Größen 

+ 2 ß)^ nach den Ausführungen der Nr. 20 auf pag.62ff. die Kompo- 
nenten der Coriolisbeschleunigung; also werden die Komponenten 
der ersten Zusatzkraft erhalten, indem man die Masse mit den negativ 
genommenen Konff)onenten der Coriolisbeschleunigung multipliziert. 
Daher neiint man die erste Zusatzkraft die „Corioliskraft“ 
(«c)^ Ganz analog gebildet sind die Komponenten der zweiten Zusatz- 
kraft aus den Komponenten der Führiingsbeschleunigung, 
weshalb die zweite Zusatzkraft den Namen „Führimgs kraft“ (Ä^) er- 
halten hat. Der Übersicht halber stellen wir die Beschleunigungen hnd 
Kräfte noch einmal zusammen: 


JComponente 

der Coriolis* 

' beschleunigung 

der 

' Corioliskraft 

1 der Führungß- 
! beschleunigung 

der 

Führungskraft 


’’ a di? 1 

'1 dt 

dl? 

+ 1 

1 


i 

j •+• W Ol’ 1 

1 

n 

ji 

^ « dl 

— 2 m w j ^ 

a t 

! 

— W* 1/ 1 

+ w 01' /; 


In dem speziellen hier betrachteten Falle konstanter Botationsgeschwindig- 
keit ist die resultierende Führungskraft {%) stets radial nach außen 
gerichtet, und durch Addieren und QuaWeren der Komponenten folgt, 
'wenn wir die Wurzel ziehen und + 7^2 setzen: 

(23) 

In diesem Falle wird die Führungskraft auch „Zentri- 
fugalkraft“ genannt. 

Auf einen Spezialfall der Gleichungen ( 22 ) sei noch aufmerksam ge-' 
macht. ^ W^enn der substantielle Punkt im rotierenden System ruht 

= 0 ) , so ist die Corioliskraft 0 , und als einzige Zusatz- 
kraft bleibt die Zentrifugalkraft übrig. 

Daß man in der Tat Eotationen des Bezugssystems aus den Ab- 
weidiungen von den New ton sehen Gleichungen erschließen kann, 
zeigt wieder am einf^lbten das Beispiel des im Eisenbahnzuge fahrenden 
Bewenden. Sobald der Zug seine Bichtung ändert, wird der Beisende^^ 
weil eben das Trägheitsgesetz für den sich drehenden Wagen nicht gilt, 
durch die Wirkung der Zentrifugalkraft nach außen geworfen. Bewegt 
er sich außerdem relativ zum Wagen, so tritt auch noch die Coriolis- 
sche Kraft auf, deren Wirkung etwas komplizierter ist. Daraus geht 
hervor, daß es z. B. möglich sein muß, die Eotation der 
Erde um ihre Achse mittels meohanilcher Yersuoh<^ nach- 
zuweisen; wir kommen darauf später eingehend zurück. 
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27. Kinetische Energie; Arbeit. 

Mit (len Bewegungsgleichungen (9) läßt sich eine wichtige Trans- 
formation vornehmen. Zu diesem Zwecke sollen dieselben der Eeihe 

nach mit den Komponenten der Geschwindigkeit ^ ^ nfiulti- 
pliziert werden; dann folgt: 


( 24 ) 


m -- 


m -r : 


X dx 

dY ^di 
dy dy 
d f dt' 


m 


^ dx 

~ ^ di' 

dz 


d*z dz ^ jj 
~'dY dT “ ^ di 


und die Addition dieser Gleichungen liefert: 
(25) m + TF'd ~ 


' * l ^ V ^ ^ 
it] ^ ^ht 


+ Y‘ 


d y 
d t 


+ z 


dz 
d t 


Das Bemerkenswerte an dieser Gleichung ist zunächst das, daß die linke 
Seite als ein vollständigen* Differentialquotient nach der Zeit dargestellt 
werden kann; man hat offenbar: 



Auf der linken Seite steht nun in der geschweiften Klammer das halbe 
Produkt aus der Masse in das Quadrat der Gtschwindigkeit c des be-* 
wogten substantiellen Punktes; setzen wur zur Abkürzung für diesen 
Ausdruck: 

(27) 


so läßt sich nach Multiplikation mit dt Gleichung (26) folgendermaßen 
schreiben : 


(28) dL=:^Xdx + Y dy +Zdz. 


Beide Seiten der Gleichung haben eine wichtige mechai.ische Bedeutung. 
rk?trachten wir zunächst die rechte Seite. Dort sind die Komponenten 
der Kraft, die auf den substantiellen Pimkt wirkt, multipliziert mit 
den Komponenten der durch die Kraft hervorgerufenen unendlich kleinen 
Verschiebung des Punktes, die wir di nennen wollen. Nennen wir die 
Winkel, die fl mit den Achsen bildet, bzw. (Äa*), (ftj/), (#;sr), die- 
jf*nigen, dmdß mit den nämlichen Achsen bildet, ebenso (Sx), (8 t/), (84» 
fio bestehen folgende Gleichungen, wenn der Betrag von ft durch 
der von (|8 durch ds bezeiclinet wird: 


( 29 ) 


f X«ii:cos(ft4* 
{ y « Kcos(ft //), 
1 « KatmiStz). 


dx = dscos{ix). 
dy « dscosdy), 
^ d$coB(iz)' 
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Bildet man mit diesen Werten den auf der rechten Seite von (28) stehenden 
Ausdruck, so erhält man: 

Xäx + Ydi/ + Zdzj^ K ä^fcos (ft x) cos (8 «) + cos (fty) cos (8 y) 

4-008(11^)008(82^)1, , 

und darin ist der Winkelausdruck offenbar gleich dem Kosinus des 
Winkels zfwischhn ft und 8, deti w mit (ft, 8) bezeichnen wollen» Also 
finden wir schließlich: 

(30) Xdx + Y dy + Zdz — K* d$co^{9tfi)i 

, und damit wird (28): 

(81) ;* dL = K. ds cos (L.i). 

Berits steht jetzt das Produkt aus den Beträgen der Kraft ft und der 
in die Bichtung von ft fallenden Komponente der Verschiebmig Ä8, 
oder wie man sich kurz ausdrückt: „Kraft mal Weg in Bichtung 
der Kraft/* Statt dessen kaim man auch sagen: Produkt der Ver* 
Schiebung d8 in diejenige Kraftkomponente, die in die Bichtung von di 
fällt, oder kurz: „Weg mal Kraft in Bichtung des Weges.“ Diesen 
rechtsstehenden Ausdruck nennt man die (imendlich kleine) Arbeit der 
]&aft, die an dem substantiellen Punkte längs des Weges di geleistet 
^rd. Diese Definition kann sofort auf den Fall erweitert -werden, daß ^ 
die Kraft eine endliche Verschiebung des Punktes hervorruft; man 
f hat sich nur diese endliche Verschiebung als aus unendlich kleinen zu- 
i/sammengesetzt zu denken, und die» Arbeit längs jedes dieser unendücfi 
^ kjeiuen Wege, nach (31) zu berechnen. Indem man schließlich diese 
/ s&mtlichen Arbeiten summiert, erhält man die Gesamtarbeit über die 
#en44<^ Strecke, Also, wenn die Arbeit durch A bezeichnet wird: 

‘'C-,-' ,<!'■' f* ' i* * 

m A’^fKdseoB(StS)^f(Xdx+,Ydy + Zdz). 

JC^ie Arbeit wie hervorgehoben werden muß, kein Vektor, 
i^ß^j^dern ein Skalar, da sie allein durch Angabe ihres Betrages 
;’'ehtH:4^ieft ist. V<m einer Bichtung der Arbeit zu reden, ist sinnlos, 
Fom^ des Ausdrucks für die Arbeit, de» wir oben angegeben 
' habet!, :;;spielt m geeigneter Verallgemeinerung in der Vektorrectoimg 
esp« Bolle. Im Ausdruck für die Arbeit trete auf iBssf Betrüge zweier 
^klM^ und der Kosinus des eingesohlossw^ Winkels« ß. fa. wenn 
und 9 zwei beliebige Vektoren sind, ein Ausdruck v(ni der Form: 

1 tCl . 1 9| .cos (119). , Für BK^ukte dieser Art j»t die Vektoranarysis 
eine;. bes<md^ Schreibweise einen bespndste Kante ' 

' Ifiut actoeibi'das obetatehende ]&odttkt, indeht ihan die beidw, Vektoren 
^;’ni^&i|l;}einkhder seist ur^' ^tet^; ln tuAde^j^üinetn 
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und nenidt es daa „skalare“ oder „innere“ Produkt der beiden Vek- 
toren *11 und ®. Man erkennt sofort, daß nach der Definition ^(33) die 
Beziehung gilt: 

34) («•«) « |«H«;--cos(«») « i»;.i«hco8(»«) = (»«), 

(l. h. ^e Beihenfolge der Multiplikation ist gleichgültig. Dies ist bei 
Produkten von Vektoren nicht selbstverständlich, sondern muß erst 
bewieser^ werden. Wir werden später ein anderes Vektorprodukt kennen 
lernen» bei dem dieses’ „kommutative“ Gesetz nicht mehr gilt. 

In dieser Schreibweise hat man für die Arbeit: 


(35) ^ 


und die Definition derselben kann folgeildermaßen ausgesprochen werden : 
Die zu einer endlichen Verschiebung notwendige Arbeit ist 
gleich dem skalaren Produkt aus der Kraft und der Ver- 
schiebung des substantiellen Punktes. Man pflegt auch kurz 
Zusagen: Die Arbeit ist das „Wegintegral“ der Kraft. Analog (35) 
erhalten vrir für eine unendlich kleine Arbeit, die wir durch dA be- 
zeichnen wollen: 

(35a) dA^(Stdi), 

Von Interesse ist noch der Betrag der pro Sekunde geleisteten Arbeit, 
den wir erhalten, wenn wir die letzte Gleichung durch dt di\ddieren. 
Die so erhaltene Größe nemit man den „Effekt“ oder die „Leistung“ 
der Kraft. Wir haben daher: 


dA 

di 




oder, da der Größe und Bichtung nach, die Geschwindigkeit c des 
substantiellen Punktes ist: 

dA 


(36) 


dt 




d. h. de^ Effekt ist gleich dem skalaren Produkte aus Kraft 
und Geschwindigkeit. Dann kann man die endliche Arbeit in die 
Porm bringen : * 

(36a) . 

die mit ^6) überdiüAtiliamt, vettn man für t seinen Wert einsetzt. 

. Unter EnüiU^hibg dra Arbeitsbegriffes können wir nnsfre Ansgwegz^^. 
gleichung (SB);^chreiben^' - ’i c 

'X dt^d-A. • 

WMd^i^^etzi zur Be^aohtung der lin^ 9äte diet Gleidbtng (2d)(| 


oder das Differe^rial einer Funktidn 

halbe Madie r^d dem 


’ d^.^.das: 
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substantiellen Punktes definiert ist. Für diese Funktion hat Leibniz 
den Namen „lebendige Kraft“ eingeführt, den man heute besser durch 
die Bezeichnung „kinetische“ oder „aktuelle“ „Energie“ ersetzt. 
Dann kann man Gleichung (37) so aussprechen; Die unendlich kleine 
Zunahme der kinetischen Energie ist gleich der von den 
äußeren Kräften geleisteten unendlich kleinen Arbeit.^Dieser 
Satz gilt aber nicht nur für unendlich kleine Verrückimgen, sondern 
auch für endliche. Denn wenn wir Gleichung (87) auf beiden Seiten 
durch dt dividieren und mit di multiplizieren, sö folgt: 

di^*' ~ dt 


und diese Gleichung kann sofort nach i zwischen zwei beliebigen Zeiten 
ti und integriert werden: 

(?8) 

Dabei bedeutet L 2 die kinetische Energie zur Zeit zur Zeitfj, A 21 
die endliche Arbeit der äußeren Kräfte. Also ist die Zunahme 

der kinetischen Energie und es gilt allgemein: Die Zunahme der 
kinetischen Energie ist gleich der von den <äußeren Kräften 
geleisteten Arbeit. 


28. Potentielle Energie; das Energieprinzip. 


Eine besondere Bedeutung gewinnt der letzte Satz, wenn die Kräfte 
"Z, y, Z»sich alle aus einer einzigen Funktion der Koordinaten [x^y^z) 
des substantiellen Punktes durch Differentiation herleiten lassen. Es 
ist in der Natur häufig der Fall realisiert, daß, wemi O {x,y,z) eine 
solche Funktion der Koordinaten bezeichnet, man schreiben kann: 


(39) 




dx 


y-- 


d0 


Z = - 


80 

dz 


Beispiele dafür sind etwa die Schwerkraft und die allgemeine Massen- 
anziehung. 

Denn setzen wir für die erstere 0 = m ^ 5 :, so ist in der Tat nach (89) ; 
X^O, y = 0, Z = 

wie ei sein muß. Die Gravitationskraft ist nach Gleichung (14) 

wo f die Entfernung der Mittelpunkte der Sonne und eines Planeten ist. 
bilden wir die Komponenten X, Y, Z dieser Kraft, so ist: 

(40) X - - ^co»{rx), r « - 4r-co8(ry), Z — 

Hat der Mittelpunkt der Sonne die Koordicateti.z,, y„, dagegen der , 
Pl^et die Koordinateii x, y, z, so ist ^ 

f* = (® — »•)* + (» -r P#)* + (* — *o)* . 
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Die Richtungskosinusse sind aber, da die Projektionen ^ von r auf die 
Aclisen x — Xq^ y — z — Zq sind : 

cos (r x) « y cos (r y) - , cos (r z) = — , 

oder auch, wie man sich durch Ausführung der Differentiation überzeugen 
kann: 

(4 1) cos (r x) = I“ . cos (ry) = ^7 ’ cos (»■ ^) = ' 


Also kann man die Komponenten der Gravitationskraft schreiben: 

^ k'm dr ^ Ic m Br „ k' m Br 
A = - -f“ » y - - Vr r- Bz ^ 


Ic* rft 

und wenn wir nun die Funktion 0 = bilden, so erkennt man 

unmittelbar, daß vnederum ist: 




B0 

Bx' 


Y 


B0 „ B0 

dy* ^ "Bz 


In diesem Falle nimmt der Ausdruck dA auf der rechten Seite von 
(28) oder (37) eine andere Gestalt an. Denn es ist: 

dA ^ Xdx ^ Y dy +Zdz^- dx+ ^ dy H- 


und hier ist die rechte Seite, da 0 eine nur von x, y, z abhängende Funk- 
tion ist, das negative vollständige Differential — ddl> dieser 
Funktion; also kann man schreiben: 

( 42 ) dA^—d0, 


Es möge hier noch folgendes bemerkt werden: 

Wenn n eine beliebige Richtung bedeutet, so läßt sich mit Hilfe 
bekannter elementarer Formeln der Differentialgeometrie leicht zeigen, 
daß eine (39) analoge Gleichung auch für die n-Richtung gilt; d. h. daß 


( 43 ) 


»n = - 


B0 
B n 


ist, wenn unter ft die Kraftkoniponente, in dieser Richtimg n verstanden 
wird. Dies ist übrigens unmittelbar plausibel, da ja die Koordinaten- 
richtungen vor keiner anderen bevorzugt sind. Haben die Kräfte die 
Eigenschaft (89), so nennt man sie aus einem Grmide, den wir gleich ein- 
sehcn werden, „konservative“ Kräfte. 

In diesem Falle ist also dA ein totales Differential einer Funk- 
der Koordinaten, was im allgemeinen natürlich nicht 
52U trifft. Man nennt die Funktion 0(xyz), deren negative partielle 
Differentialquotienten nach den Koordinaten die Kraftkomponenten 
die „potentielle Energie“ oder „Energie der Lage“. 
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Gleichung (ÖT^läßt sich damit schreiben: 

(44) ' dL^--d0, 

Diese Gleichung kann nur möglich sein, wenn L ebenfalls, wie 0 (xy's!) 
eine reine Funktion der Koordinaten ist, die von i explizite 
ycht abhängt. Von t hängen L imd 0 nur insofern ab, als die Ko- 
ordinaten X, y, z des substantiellen Punktes Funktionen von i sind. Denkt 
man sich also die Koordinaten a;, y, z durch ihre Funktionen in t ersetzt, 
so können L und 0, die jetzt Xy tjy z nicht mehr enthalten, als Funktionen 
von i allein betrachtet werden. Schreiben wir (44) demgemäß: 

so kann man zwischen zwei beliebigen Zeiten ti und integrieren: 



oder: 

(45) L,-L,=.^(02--0,). 

In dieser Gleichung beziehen sich die Indizes zunäclist auf die Zeiten 
fl und es bedeutet also Lg den Wert der kinetischen Energie zur Zeit fg, 
usw. Denkt man sich aber die eben vollzogene Substitution wieder rück- 
gemacht, indem man t wieder durch Xy j/, z ausdrückt, so bedeutet 
Lg den Wert der kinetischen Energie im Kaumpimkte 2 (den der sub- 
stantielle Punkt zur Zeit fg innehat), während die analoge Bedeutimg Lj 
lür ^en tlaumpunkt 1 hat (wo der substantielle Punkt zur Zeit sich 
bef^d). Analoges gilt für <2>g imd <2>i. 

^Man kann also (45) so aussprechen: die Zunahme der kine- 
tischen Energie beim Übergang vom Punkte 1 zum Punkte 2 
ist gleich der Abnahme der potentiellen Energie des sub- 
stantiellen Punktes. 

Bringt man die Größen mit dem Index 2 auf die linke, mit dem 
l äuf die rechte Seite, so kann (45) geschrielxm werden: 

, Z Lg + ^2 ~ > 

j(46y.l . ^ (L'-f* 0)2 = (L -f- 0)i == Const., 

d.^; die Summa aus der kinetischen und pptentiell^h Ener- 
gie, die wir Oesamtenergie nennen, ist konstant. Man nennt 
diesen ßatz das Energieprinzip oder den Satz, von der Erhal- 
tung der Energie. Br ist in speäellen Ftil^ jfür die Mechanik schon 
frffli, z.B. von Leibniz erkannt worden, währ^d erst in der IBtte des 
vorigen Jahrhunderts sich durch die Arbe^ei^ von Julius Bobert 
Meyer, "James Prescdtt Joule und Hermann von ÄclÄdUz 
Jpberzeugung Beim brach, daß ,dufl Energie^ rin zip, piu ganz 
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Allgemeines Naturgesetz sei. Wir kommen datauf ausführlich 
zurück. Hier sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß nun der Aus- 
druck „kon^rvative Kräfte** verständlich wird. 

Nach, (45) kann man, vtrenn eine Funktion 0, die sogenannte „Kräfte- 
funktion**, existiert, sagen, daß die Bewegung eines substantiellen Punktes 
so verläuft, daß die Gesamtenergie konstant sei. Nimmt die kinetische 
Energie zu, so nimmt die potentielle ab, imd umgekehrt. Es wird gut 
sein, diesen Sachverhalt an einem möglichst einfachen Beispiel zu er- 
läutern. Wir nehmen dazu die Gleichungen des freien Falles, die in den 
bisherigen Bezeichnungen lauten: 

fy dU 


Daraus folgt durch Multiplikation mit 


dz 

JT 


dz 


oder 

(47) 


d I m I dz V) 

di I 2~ i“äT/ 1 


‘ + mg z ^ Constans. 


Die letzte Gleichung spricht das Energieprinzip aus; Das erste Glied 
stellt die kinetische, das zweite die potentielle Energie des fallenden 
Pimktes dar. Nehmen wir etwa den Fall an, daß zur Zeit f=0 der Körper 
sich in der Höhe h in Buhe Ixdindet, so ist zu dieser Zeit die kinetische 
Energie gleich 0, die potentielle gleich mgh. Der Gesamtwert der Energie 
ist also für t — 0: mghf also ist er cs nach (47) für alle Zeiten. Dadm*ch 
ist der Wert der rechtsstehenden Konstanten bestimmt und wr erhalten so: 

(48) . 

Die Gleichimg zeigt deutlich die Umsetzimg der kinetischen und der 
potentiellen Energie ineinander. Für z gleich /t, die höchste Lage des 

Massen Punktes, muß ~ 0 sein, also L = 0; 0 ~ mgh; wenn jetzt 
z allmählich kleiner wird, so nimmt die potentielle Energie von ihrem 
maximalen Werte mgh entsprechend L zu. Das Maximum von L ki 
vorhanden für z = 0; dann ist 0 = 0; L = mgh. 

Es ist für das Folgende wichtig, noch die Dimensionen von L, 0 
festzustellen; da alle drei Größen paarweise in einer Gleichung vorlqjmmen,^ 
so sieht man von vornherein, daß sie gleiche Dimension haben müssen; 
Nun ist eine Arbeit gleich dem skalaren Produkte einer Kraft II und^, 
<:‘iner Strecki Also / . > 

; CiltWd L:{Kraft ] . [Länge] - [ML^T -^] . 
nämlichen Besultat gelangt man natürlich füi* L und 0: 
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29. Statik; Prinzip der virtuellen Verrückungen. 

V Wenn an einem substantiellen Punkte Kräfte angreifen (®iÄ 2®3 
, . . StJ, so werden sie im allgemeinen demselben eine Beschleunigung 
erteilen. In dem speziellen Falle jedoch, wo das Kräftesystem derartig 
beschaffen ist, daß die Beschleunigung 0 ist, sagen *wir: Der substan- 
tielle Punkt ist im Gleichgewicht. Welche Bedingungen sind es 
nun, denen die Kräfte zu gehorchen haben, damit Gleichgewicht vor- 
handen ist? Nach den Bewegungsgleichungen (9) ist, wenn die Kompo- 
nenten der Beschleunigung gleich 0 sind: 

X-0, r=o, Z=0, 

oder, da wir die Gesamtkiaft St als die Eesultante mehrerer Einzelkräfte 
Sti bis St^ auf fassen können imd wollen, und dasselbe für die Komponenten 
von St gilt, so ist: 

...X, -0, 

y == Yj + Yg , Y„ = 

+ Z 2 + ...Z,, = =0, 

die wir auch durch eine Vektorgleichmig zusammengefaßt ausdrücken 
können : 

(50) 

Diese letztere Form der Bedingung ist geometrisch leicht zu deuten. 
Denn X Stx ist ja die Vektorsumme der Kräfte, die wir geometrisch er- 
halten, wenn die Kräfte ihrer Größe und Richtung nach zum Kräfte- 
polygon zusammengesetzt werden. Diejenige Strecke, die das Polygon 
SchlieBt, ist der Größe und Richtung nach (die Richtung ist vom Anfangs- 
punkt der ersten bis zum Endpunkt der letzten Kraft zu nelimen) die 
Resultante ft. Diese soll der Gleichung (50) zufolge gleich Null sein; 
dann herrscht Gleichgewicht. Das bedeutet also, daß das Polygon aus 
im Kräften fti .... ft„ geschlossen sein muß, so daß der Endpunkt 
der letzten Kraft ft„ mit dem Anfangspunkt der ersten ft^ zusammen - 
fäBt (Kg. 85). 

Denn d^nn ist die Eesultante in der Tat gleich Null. 

Wir erhalten also den Satz: ein substantieller Punkt ist im 
Gleichgewicht, wenn die Vektorsummo der Kräfte gleich 
Null ist, oder: wenn das Kräftepolygon geschlossen ist, 
oder: wenn die algebraische Summe der Komponenten der 
auf ihn wirkenden Kräfte gleich NulLfst. 

Die drei Bedingungen (49) können nun zu einer einzigen Gleichung 
vereimgt worden. Nicht etwa, indem man sie addiert; allerdings wütde 
ihre Summe X auch noch gleich Null sein, aljerumgelfehrt 





Allgemeine Dynamik eines substantiellen Punktes. 95 

könnte man aus defa Verschwinden der Summe X -f ¥ + ^ nicht auf 
das Verschwinden der einzelnen Summanden schließen. Wir multipli- 
zieren vielmehr die drei Gleichungen (49) mit drei ganz beliebigen Funk- 
tionen von xyZy die wir etwa fif 2 h nennen wollen, und addieren sie 
■dann erst. So folgt: 

( 51 ) Xfi + Y f2+ ZU ^0 

und daraus weiter, wegen der völligen Willkür der drei Funk- 
tionen, daß diese Gleichung nur befriedigt werden kann, wenn x, y, z 
<dnzelu gleich Null werden, wie Gleichung (49) es verlangt. Vom rein 
mathematischen Standpunkte können diese drei Funktionen / ganz be- 
liebig gewählt werden; doch ist es zu erwarten, daß diese Umformung 



der Gleichgewichts bedingung erst dann eine physikalische Brauchbarkeit 
erlangt, wenn wir — obwohl unter voller Beibehaltung der Un- 
abhängigkeit der Funktionen ihnen doch spezielle physikalische 
Bedeutung beilegen. 

Wir wollen uns denken, dem substantiellen Punkte mit den Koordi- 
naten (x y z) werde eine kleine Verrückupg d 8 (absoluter Betrag =^6$) 
erteilt, so daß er an die Stelle (« + y + dy^ ^ + dz) gelange. Diese 
Verrückung soll nicht in der Zeit geschehen; es handelt sich durchaus 
nicht um dne tatsächliche, sondern nur um eine gedachte Ver- 
«cliiebimg. Deshalb bezeichnen wir sie auch mit dem Zeichen ö der 
Variationsrechnung, nicht mit dem Zeichen d der Differentialrechnung, 
Weil die Variation der Lage liur gedacht wird. Eine derartige Verrückuni^. 
iK tmen wir eine „virtuelle** („mögliche**, im Gegensatz zu „aktuellen“,, 
»»wirklichen“ Verrückungen). Die Komponenten der Verschiebung di 
;«nid offenbar doj, dy, dz. Diese Verrückungen sind, da der Substantielle 
|Punkt völlig frei ist, voneinander ganz unabhängige {3|röfiem Wir 
|i'<>nnen sie also ala^unktionen /j, U wählen und erhalten dann aus (61) : 
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welche Gleicht^ sofor^ wegen der '^Mlkürlichkeitj^?iier d«, dt/, dz in 
die drei Gleichungen (i9) zerfällt, ihnen also völlig gleichwertig ist, 
Gleichung (62) gestattet aber eine elegante Deutung der Gleiiihgewichts- 
bedingung. Denn wennt wir die Gleichung (29) benutzen und umgekehjt 
wie in Nr. 26 X, T, S», dx, dy, dz durch K und d « ausdrücken, so folgt: 


(63) X dx + Tdy ^Zdz^Kde cos (ft, dV) « (ft . 68) == 0, 

wobei der letzte Wert das Skalarprodukt aus der Kraft ft und der Ver- 
rückung d 8 darstellt. Man erkennt sofort, daß die auf der linken Seite 
von (58) befindlichen Größen die Arbeit d A darstellen, die während der 
gedachten Verschiebung d 8 von der äußeren Kraft geleistet werden würde. 
Es ist keine wirkliche Arbeit, sondern eine „virtuelle“ Arbeit, und 
man kann daher (62) so aussprechen; Ein substantieller Punkt 
ist im Gleichgewicht, wenn die virtuelle Arbeit für eine 
beliebige virtuelle Verrückung gleich Null ist. Man nennt die 
^Gleichung (62) das Prinzip der virtuellen Verrückung, aucK wohl, 
was aber nicht recht zutreffend ist, weil die Zeit gar keine Rolle dabei 
spielt, das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. 

Eine ‘ besonders elegante Form nimmt das genannte Prinzip für 
konservative Kräfte an, für die also eine Kräftefunktion Cb existiert. 



linke Seite ist aber hier nichts anderes als die vollständige Vkria- 
tion d^r Funktion <J>,* also folgt die neue Form der Gleichgewichts- 
be^Kngung: 

60 « 0 ; 

substantieller Punkt ist unter dem Einfluß 
konsefvativer Kräfte im^ Gleichgewicht, wenn die Varia- 
potentiellen Energie gleich Null ist. Damit dies der 
Fabia^ kann» muß O m der betrachteten Stelle entweder ein ^aximum, 
]|i^in|[|;iim oder ein sogenannter Sattelwert sein« Darauf gehen wir 
getaner bei der Behandlung von Systemen substantieller Punkte ein* 
Man kann fragen: Welchod Nutzen ha| das Prinzip der virtuellen 
Verrückung, da ja die eine Gleichung (62) doch nur tot mal eine Gleichung 
mt unÄ in Wirklichkeit sofort in die drei Gleichungm (49) zerfälll? ^ar- 
aU ift zu erwidam» daß allerdihgEi in dem FaUci dal der Ha^ehpunkt 
v6l]^ frei ist, das genannte Prinzip (62) keiuex^lei Verzug,^ ein- 
^^^Öteidmngen (49) besitzt; dar Nutzen öiclysrst in I^Falie, 
z^’deru i*ir jetzt übergehen wollen# daß djw JPünkl in seinet* 
yrl^pttgsjreihei^ beschrlnkt Jatiii \ 


t' 

iä Wort«»: ] 
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30. Benehränkie Bewegongsfreiheit. 

Es^kann sich der Fall ereignen, daß einem substantiellen Punkte, 
der gewissen Kräften unterliegt, außerdem noch gewisse Bedingungen 
vorgeschrieben sind, die während der ganzen Dauer der Bewegung oder 
des Gleichgewichts erfüllt sein sollen. Z. B. können wir eine Bewegung 
untersuchen, die ein Massenpunkt unter dem Einfluß der Schwerkraft 
vollführt, wenn er gleichzeitig gezwungen wird, auf einer Kugelfläche 
oder au! der Oberfläche eines gegebenen Ellipsoids zu bleiben. Dann 
muß außer den Bewegungsgleichungen noch eine Gleichung zwischen 
den Koordinaten gegeben sein, die dauei*nd erfüllt sein muß. Z. B. wenn 
der Punkt {x y z) auf einer Kugelfläche bleiben soll, die mit dem Badius R 
um den Koordinatenanfangspunkt geschlagen ist, so müssen die jeweiligen 
Koordinaten des Punktes die Bedingung erfüllen: 

x^ + y^ + z^- R^^O. 

Allgemein können wir also das Vorhandensein von Bedingungen durch 
eine oder mehrere Gleichungen zwischen x, y, z ausdrücken. Es kann | 
auch Vorkommen, daß die Zeit t in den Bedingungsgleichungen auf tritt, 
weim z. B. die eben betrachtete Kugelfläche sich noch in bestimmter 
Weise bewegen soll; doch wollen wir diesen Fall hier ausschließen. Es 
sei also gegeben eine Bedingmigsgleichung: 

(55) • V' = 0 , 


die eine Oberfläche darstellt, auf der der Punkt sich dauernd befinden 
soll. Wir fragen nun: Wann ist der substantielle Punkt unter 
der Einwirkung von Kräften -Y Y Z unter diesen Umständen 
im Gleichgewicht? 

Offenbar ist dazu nicht erforderlich, daß, wie früher, nach (49) 
Y == Y =3 Z = 0. Auch können wir nicht ohne weiteres die Gültigkeit (fcr 
Gleichung (62) Xdx + Ydy-\-Zdz=0 annehmen. Diese Gleichung 
würde, wenn sie gilt, allerdings jetzt etwas anderes besagen. Im 
Falle völliger Freiheit des Massenpunktes sind ja die Verrückungen 

dy, dz völlig willkürlich und voneinander unabhängig, 
also Gleichung (62) völlig gleichbedeutend mit (49). Hier aber können 
dio Verschiebungen dx^ dy, dz nicht mehr imabhängig voneinander sein, 
da die Bedm|ö[ungsgleichung (66) y {x, y, z) —0 stets erfüllt sein muß. 
Fs muß also auch für die benachbarte Lage {x + dx, y + dy, z + dz) 
galten: ' ’ 


(56) 


y {t + dx, y + dy, z + dz)^0^ 


l^der, wenn wit nach^ dem Taylorschen Satze entwickeln ündlhl 
linearen Gliedein abbifeche^l 


den 




>tin Ä 
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oder endlich in Büclisicht auf (55): 

(67)\ + + 

Diese Gleichung stellt offenbar einen Zusammenhang zwischen den vir- 
tuellen Verschiebungen dx^ di/, dz her. Eine von ihnen ist durch die 
beiden anderen mitbestimmt. Würden wir die Gleichung X öx + Y öy + 
Zöz =^0 noch an wenden, so köimten wir doch nicht mehr schließen: 
X = Y = Z = 0; und umgekehrt ist damit überhaupt dieser Gleichung 
zunächst die Grundlage entzogen. 

Wir können die hier sich ergebenden Schwierigkeiten folgendermaßen 
überwinden: Was bedeutet denn eigentlich physikalisch die Existenz 
einer Bedingungsgleichung von der Art (55) ? Der Effekt der Bedmgungs- 
gleichung ist doch der, den Massenpunkt auf einer gewissen Oberfläche 
festzuhalten, oder besser, ihn zu verhindern, dieselbe zu verlassen. Diese 
Bemerkung zeigt uns, daß w denselben Effekt auch erzielen könnten, 
wenn wir geeignete Zusatzkräfte X' Y'Z' an Stelle der Bedingungs- 
gleichung einführten. Tun wir dies, so haben wir die Gesamtkräfte 
X + X\ Y + Y', Z + Z\ aber dafür, daß die Bedingungs- 
gleichung fehlt, einen freien Massenpunkt. Jetzt aber gelten 
für die Gesamtkräfte die alten Gleichgewichtsbedmgungen (49) oder (52) 
des fröien Punktes; also ist: 

X+X' = r + Y'=Z+Z'=0, 

oder 

(58) [X + X') dx, + (Y + Y') dy^ + (Z + Z') dz,^0, 

wobei jetzt die dajj, dj/j, dz^ wieder gänzlich unabhängig sind, weshalb 
wir sie von den in Gleichung (57) vorkommenden durch den Index 1 
unterscheiden. Die letzte' Gleichung kann geschrieben werden: 

(59) Xdxj^ + Ydy^+Zdz,==--{X'dXi + Y'di/,+Z'dz{). 

Nun müssen wir etwas über die Zusatzkräfte X'Y'Z' aussagen. 
t)as geht natürlich nur, wenn wir uns dabei der Gleichung y>{xyz) =0 
der Oberfläche bedienen, auf der der Punkt durch diese Kräfte gehalten 
wiird. Da die Zusatzkräfte lediglich ein Herausrücken des Punktes aus 
der Fläche hindern sollen, ist es plausibel, anzunehmen, daß die Besul- 
tante V derselben in die Normale der Fläche falle. Machen wir dies(‘ 
Voraussetzung, so folgt, daß die Komixmenten X' Y'Z' der die" Be- 
dingungsgleichung ersetzenden Kraft, der sogenannten „Zwangskraft'', 
proportional den Bichtungskosinussen 

dp dp dp 

der,]^he sein müssen. Verstehen inr un^r A, dei^BroportionajH&ts- 
fakior, BO mnB sein : 
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(60) 




r = A.. 


Z’ 


^i 'fz ' 


dx' " ~ Ti 
und daa gibt, in (59) eingesetzt: 

(61) XSx, + Yl,, +Z6r.. — J. + «t«,, + U«,,), 

oder, da die dxj, di/i, dz^ ganz willkürlich sind: 

(62) 




Y + + .0, 


d.h. die Kräfte XYZ halten den Körper auf der Fläche im 
Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende senkrecht zur 
Fläche gerichtet ist. 

Wir haben bei dieser Betrachtung die Bedingungsgleichung ganz 
unterdrückt, da wir sie durch die Kräfte ^ ^ • • • ersetzt 

haben. Wir können aber nach Lagrange auch anders verfahren. Ziehen 
wir nämlich jetzt in Gleichung (61) die Bedingungsgleichung heran, d.h. 
betrachten wir nur Verrückungen dx, öy, dz, die Gleichung (57) erfüllen, 
so muß die rechte Seite von (61) für sich verschwinden. Folglich gelten 
gleichzeitig die beiden Gleichungen: 


(63) 


X ÖX+ Y dy+ Z öz-^0, 


1 


d \p 


dyf 


Von diesen spricht die erste Gleichung das Prinzip der virtuellen Ver- 
rückung aus, das aber jetzt einen ganz anderen Sinn erhält, wie schon 
oben angedeutet worden ist. Denn da gleichzeitig die zweite Gleichung 
erfüllt sein muß, so sind dx,dy, öz nicht mehr miabhängig voneinander, 
und es kann folglich aus der ersten Gleichung nicht mehr geschlossen 
werden: X = Y — 0. Der Vorteil ist aber der, daß wir jetzt für 
einen unfreien Massen punkt dieselbe Gleichung X öx + Y öy -{ Z dz = 0 
Iiabun, wie für einen freien. Wollen wir nun aus (63) Schlüsse auf die 
Art der Kräfte ziehen, die sich das Gleichgewicht halten müssen, so 
können wir nach Lagrange so verfahren, daß wir die zweite Gleichimg 
(68) mit einem zunächst noch willkürlichen Faktor a multiplizieren und 
dann zur ersten addieren. Dann folgt: 


(64) 


(x + A 4-j) J, + (y + A + (z + A ü, . 0 , 


die mit (61) formal übereinstimmt, aber etwas anderes bedeutet. In (61) 
waren ^e dosj, dy^, dz^ ganz willkürlich, bestimmtj hier fct A 
noch willkürlich, dagegen wird einer der drei Werte dxdj/di'rfurch 
die beiden anderen bestimmt. Gemeinsam ist beiden Gleichungen (61) 
und (64), daß in ihnen drei willkürliche Größen Vorkommen, die^abör 
nicht iden^isnh sind. Wir wollen etwa dz al^ Funktion \cai dx und 
betrachten.. Dann wäre in (64) willkürlich A, dx, dy^ aber in (64) 

: ' . r ^ ’ 



100 


Mechanik maieneÜer Punkte. 


sind stets drCi, by^y als unabhängig voneinander ^isu nehinen. . Den- 
noch treffen die Schlüsse von beiden J^leichungen^zusaAmen.. Denn 
^r ^abaa den^^Faftor A m (64) ja nicht' eingeführt; damit ^f'ldllküilich 
bleiben soll, sondern um ihn geeignet bestimmen zu können. Wir wollen 
lim' so festlegen, daß bz (das ja nicht frei, sondern abhängig von bx 
und by ist),- in Gleichung (64) in Fortfall kommt, also so, daß der Koeffi- 
zient Z + a 4^ =0 wird. Dann ist zunächst: 
ox 

( 65 ) ,, Z + >.ll = (), 


und folglich, da bx, by voneinander unabhängig sind: 



I 

I v + -0. 


welche Gleichimgen mit (62) identisch sind und das Gleichgewicht 
bestimmen. 

Das Gleichgewichtsproblem kann nun von zweierlei Art sein, indem 
^entweder nach den Kräften gefragt wird, die an unem bestimmten Punkte 
der Fläche tp^O den substantiellen Punkt im Gleichgewicht halten, 
oder aber, indem bei gegebenen Kräften gt fragt wird, in welchem Punkte 
der Fläche y = 0 diese den Massenpunkt im Gleichgewicht lullten. 

Im ersteren Falle haben wir zur Bestimmung der Kräfte X Y Z 
die drei Gleichungen (65), die aber, wegen der darin vqrkommenden 
Dnl^Hänuten x zur vollständigen Rstiramimg nicht ausreichen; auch 
die Heranziehung der Gleichung (55) yf (x y z) =0 reicht dazu nicht, 
X Y Z gar nicht enthält. Das einzige, was man aus (63) über die 
Kiffte ^schheßen kann, ist, daß die Besultante in die Kichtung der 
Flächenhormale an dem betrachteten Punkte fallen muß; der Betrag 
||}mbt unbestimmt. 

Anders steht die Sache im zweiten Falle. Dann haben wir zur Bo- 
der Gleichgewichtslage (x, y, z) erstens die drei Gleichungen (65) 
"Gleichung (55) der Fläche tp{xyz) =0, und in diesem Falle 


.lei&en. ehe vier Gleichungen gerade aus, um tlie vier Unbekannten x, y, 
zriÄi l^tiJöiöen. 

■ \ G^au dieselben Erwägungen gelten, wenn zwei Bedingungsglei- 
cbtmgeh gegeben sind: 

{x, y, i?) - 0 , 


V^* {x, y, z) ^0. 


Da sie -für alle* Werte (x, y, z) gelten müssen, so ist auch: 


. a* * ^ a« T'.d* f<!) 'V 



»immmmmmmmmaßmm 


wv* 3|JLw» 




Y~ 


I^V 
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und ferner gilt* wie vorhin auseinandergesetzt, gemein- 
öchaftlieh mit ihnen das Prinzip der virtuellen Verrückt- 
ungen (52):^ i •' 

Xöx + Y 6y . 


Multiplizieren wir die variierten Bedingungsgleichungen bzw. mit un- 
bestimmten Faktoren l und und addieren sie zu der letzten Gleichung, 
so folgt: 


(* + »1? + - Ä) + (l’ + ^^ + <• ■s'J) 




Hier sind nun infolge der beiden Bedingungsgleichungen zwei Ver- 
rückungen, etwa by und ($- 2 :, nicht mehr willkürlich, sondern nur noch 
eine, bx) dafür aber die Faktoren A, ß noch unbestimmt. Bestimmen 
wir sie so, daß: 


( 66 ) 




SO wird auch, da bx frei ist: 

(66) X + 


und die drei Gleichungen (66) bestimmen das Gleichgewicht. 
Bei gegebenen Kräften -Y Y Z stellen für di(* fünf unbt'kamiten Xy y, 2 , /.,/i 
fünf Gleichungen zur Verfügung, nämlich die drei Gleichungen (66) und 
die beiden Bedingimgsgleichungen, die also zur Bestimmung ausreichtm. 

Man erkennt aus der angegebenen Darstelhing, daß die Gleichung (52) 
+ Y by Z bz 0 nur erhalten werden kann — \vie man auch 
ini speaellen Falle die Dai'stellung wählt — , wenn man eine geeignete* 
Hypothese über die Natur der Zwangskräfte macht. Bezeichnen wir 
die Zwangskräfte, die irgend widche Bedingimgsgleichimgen ersetzeh, 
wieder durch X' Y' Z\ so muß zur Erziehmg der Gleichung (52), die 
das Prinzip der virtuellen Verrückungen ausspricht, die Summe X' bx 
Y' by + Z' bz z\i Null gemacht werden, d. h. alle speziellen Annahmen, 
die man über die Zwangskräfte macht, müssen darauf liinauslaufen, 
daß . die Zwangskräfte bei einer mit den Bedingungen ver* 
träglichen virtuellen Verrückung keine Arbeit leisten. Lo- 
gisch ist es deshalb am durchsichtigsten, von vornherein zur Ableitung 
des Prinzips der virtuellen Verrückungen diese Hypothese zu^ machen,, 
die als etwas Neues zu den Newtonschen Bewegungsgleichungen, liinSKu- 
tntt. Das Prinzip der virtuellen Verrückungen ist also ein selbständiges 
Prinzip . der Mechanik, das nicht ohne besondere Zusatzannahmen 
den Newtonschen Gleichungen gefolgert werden kann. Da es^sioh stefe 
bewährt hat-xvdas ist iabei jeder experimentellen Wissenschaft überhaupt ' 
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das einzige Kriterium für die Brauchbarkeit einer Hypothese — , so 
werden wir von jetzt ab die oben formulierte Annahme über die Zwangs- 
kräfte stets machen. ^ 

Es möge noch hervorgehoben werden, daß die Anzahl der Be- 
dingungen bei einem substantiellen Punkte nicht größer als drei werden 
kann, da nur drei Koordinaten xyz vorhanden sind. Wären drei Be- 
dingungen gegeben, so würde keine der Verrückungen öx^ öy, dz frei 
sein, der betreffende Punkt ist dann nicht mehr beweglich. Dies ist auch 
geometrisch leicht einzusehen: Eine Bedingungsgleichung bedeutet, daß 
der Punkt auf einer Oberfläche sich befinden muß; zwei Bedingungs- 
gleichungen engen die Bewegungen des Pmiktes auf ihre Schnittlinie 
ein, während drei Bedingimgsgleichimgen einen Eaumpmikt bestimmen, 
in dem der substantielle Pimkt sich dauernd befinden muß. 

Man nennt die Anzahl miabhängiger Koordinaten, die zur Bestim- 
mung eines materiellen Systems notwendig sind, die „Freiheitsgrade“ 
desselben. Ein" völlig freier, substantieller Punkt hat demnach drei 
Preiheitsgiade, und durch jede Bedingung^gleichuiig geht einer davon 
verloren. 


31. Das D’Alembertsche Prinzip. 


Mit Rücksicht auf die Gleichung (49) des Gleichgewichts kaim man 
den Gleichungen (9) der Dynamik eine veränderte, sehr fruchtbare Deu- 
tung geben. Schreiben wir dieselben folgendermaßen: 


(67) 


- d’X 

A'sX-m =0, 

f^Y-mg- = 0, 

Z^Z-m% + 0. 


E^rm wir die aus (67) ersichtlichen Abkürzungen Y, Y, Z ein, so sieht 
nilmi daß die Gleichungen 

^ie Form der Gleichung (49) der Statik haben, d. h. also: die 
Kräfte X, Y, Z halten den substantiellen Punkt im Gleich- 
gewicht. M. a. W.: wenn wir zu den wirklich vorhandenen 

Kräften XYZ die Kräfte -m-J*- hinzu- 

ffigen, so ist der substantielle Punkt im Gleichgewicht. 

Man kann also das vorliegende Problem der Dynamik auf 
ein solches der Statik formal zurückführen; das ist der Kern 
des.sogenannten D’Alembertschen Prinzips. Die zlu den wirklich 

vorhandenen Kräften XYZ hinzugefügten 

nennt mmi die „D’Alembertschen Trägheitskräfte'^', Se existieren 
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natürlich ebenso wenig, wie die schon früher eingeführten Zusatzkräfte 
(Coriolis'-, Führungs-, Zentrifugalkraft); sie machen sich nur bemerklich, 
wenn man ein dynamisches Problem nach den Sätzen der 
Statik behandelt. Den Fehler, den man dadurch macht, kann man 
gewissermaßen kompensieren durch Hinzunahme gewisser fingierter 
Kräfte, eben der Trägheitskräfte. 

Multiplizieren wir die drei Gleichungen (67) resp. mit dx^ dy, dz, 
wo die öx, Sy, dz unabhängige virtuelle Verrückungen sind, so folgt: 

(68) . (x - m ^ r + ( y - m ^ y + (z - m J . = 0 , 


die aussagt, daß die virtuelle Arbeit der wirklich vorhandenen und der 
Trägheitskräfte Null ist. Natürlich ist die Zerlegung nach kartesischen 
Koordinaten durchaus unwesentlich; in einem ebenen Polarkoordinaten- 
system (r, (p) würden wir nach (10) haben: 


(68 a) 



d-r 





0 . 


Zerlegt man nach dem natürlichen Koordinatensystem der Kurve 
{B, (p), so hat man nach (11): 


(68b) 


*. +»«("-:)■]'>«+ 1 *. - - (" 4 ’ )] ’fS't-o- 


Die zur Normalkomponente St„ hinzuzufügende Trägheitskraft -f j* 

ist nach (28) identisch mit der Zentrifugalkraft. Auch hieraus er- 
kennt man, daß diese letztere keine wirkliche Kraft, sondern eine fingierte 
Zusatzkraft ist, deren Einführimg manchmal praktische Vorteile bietet. 

Gleichung (68) bildet offenbar eine Verbindung des Prinzips der 
virtuellen Verrückungen mit dem eigentlichen D’Alembert sehen Prinzip, 
die man Lagrange verdankt. Freilich fällt — da der substantielle Punkt 
völlig frei ist — diese Gleichung wieder in drei Gleichmigen (67) aus- 
einander ; aber wir köimen nun diesen Gedankengang auch bei beschränkter 
Bewegungsfreiheit* des Massenpiuiktes noch anwenden. 

Sind nämlich etwa folgende Bedingungsgleichungon gegeben: 


tpi(a;yz) = 0, 
y^iixyz) = 0, 


(69) 


ßj!L 

d X 


-f 


^3. 


■■ 



0 , 

0 , 


so läßt sich durch dio nämlichen Schlüsse (immer natürlich unter der 
Hy|)othese, daß die Zwangskräfte bei kemer mit den Bedingungen ver- 
träglichen virtuellen Verrückung Arbeit leisten) wie beim Prinzip der 
virtuell^ Verr(|oknngen zeigen, daß die Gleichung (68) ihre Gültig- 
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kei.t behält, wen» manidie Gleichungen (69) dazu nimmt. Multi- 
pliziert map die letzteren mit zwei unbestimmten Faktoren addiert 
sie zu (68) und bestimmt die Faktoren A, ^ in derselben Weise wie früher, 
«0 liefert uns das D’Alembertsche Prinzip in der Form (68) die Be- 
wegongsgleichungen : 


(70) 


X- 

Y~ 

Z- 




0 , 


0 , 


0 . 


Es sind dann auch in jedem Falle genügend Gleichungen vorhanden, 
um die sämtlichen Unbekannten x, y, z, A, /x zu bestimmen, genau wie 
vorher. 

Das Prinzip der virtuellen Verrückungen und dasjenige von D'Alem- 
bert gelten nicht nur für einen einzelnen Massenpunkt, sondern auch 
für Systeme solcher, wie später gezeigt wird. Der leichteren Verständlich- 
keit halber haben wir sie bereits hier eingeführt, wo ihr Nutzen relativ 
gering ist, wo ihr Sinn aber auch relativ leichter zu durchschauen ist. 


32. Stofikrälte; Bewegungsgröfie; Impuls. 

In manchen Fällen, wenn die wirkenden Kräfte außerordentlich groß 
sind, aber nur sehr kurze Zeit an epiem substantiellen Pimkte angreifen, 
geht der Vorgang der Beschleunigung so rapid vor sich, daß man den- 
selben nicht beobachten kann. Was man konstatieren kann, ist die Ge- 
sch^digkeit Ci, bevor die Kraft wirkte, und die Geschwindigkeit C 2 , nach- 
dem sie gewirkt hat; diese Geschwindigkeitsänderung gehe in der kleinen 
Ziwt T vor sich. Die plötzliche Veränderung der Geschwindigkeit eines 
M^enpunktes durch eine Kraft nennt man einen „Stoß“, t die „Stoß- 
In diesem Falle ist es zweckmäßig, den Bew'egungHgleicbungen 
etwas andere Form zu geben. Wir .schreiben dieselben: 



und da es, wie schon oben erwähnt, auf den Vorgang der Beschlpttidgung 
selbst hiei nicht so sehr ankommt, ab auf däi^" Endresultat, SQ liegt es 
nahe, diese Gleichung nach der Zdt zu intc^ieren und zwar der 
^it t an, zu der der Stoß beginnt, hf zur ^ Stofi zu^^de 

bt. . T)ann folgt aus (71): 
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f+T l+r ^ 

fxdi -/^(«4f) 

und so fort für die übrigen Gleichungen; führen wir für die Geschwindig- 
keiten die Komponenten u, w ein und bezeichnen dieselben 

nach, UiViWi dieselben vor dem Stoß, so ist: 


(72) 


<+r 


Jxdt ^ m(u2 — ttj), 

t 

<+r 

fvd, m(i;2 — V,), 

f+T 

J Zdt 


Diese drei Gleichungen lassen sich offenbar in die folgende Vektorgleichung 
zusammenfassen, die Veranlassung zur Bildung zweier neuer Begriffe gibt: 


(73) 


/+r 

JSdt = w(C, — Cj. 

t 


Das linksstehende Zeitintegral über die Kraft ft nennt man in der Medianik 
die „Stoßkraft*^ die wir durch [ft] bezeichnen wollen; offenbar sind 
die drei Größen auf der linken Seite von (72) die Komponenten der 
Stoßkraft. 

Wir schreiben also: 

« + r 

(74) Jftdt = [a], 

#+r t+x /+T 

(75) ' [Xl-Jxd«. [Z]^fzdt: 

< ( t 

Die Einführimg des Begriffs der Stoßkraft [ft] ist in gewisser Weise ein 
Analogon zum Arbeitsbtigriff; denn während die Arbeit das sogenannte 
Wegintegral der Kraft ist, ist die Stoßkraft das Zeitintegral der*» 
selben, . ^ 

Dae Produkt aus der Masse in die Geschwindigkeit des substantiell«^ 
l^unktea n«xmt ,man die „Bewegungsgröße“, die „Quantität der 
Bewegung“, oder auch, im Anschluß naiocntlich an en^ische 
den ^ ^ 

(76) 


„imguis der ürait ; wir bezeichnen ihn durch JU, 


B «= w c. 
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<77) 




m 


m 


m 


dx 

dJ 

dy 


dt 

d^ 

dt 


.mu, 

« mVf 

mw^ 


Mit dieser Bezeichnimg läßt sich Gleichung (73) schreiben: 


(78) [ft] = 0*-ß,=m(t,-Ci), 

und eine entsprechende Komponentendarstellung liefert (72): 

(79) [ftj = - D,* = OT (ug — Ul) usw. 

* r' 

Man kann die Gleichung (78) also so formulieren: „Die Stoßkraft 
ist gleich der vektoriellen Änderung der Bewegungsgröße**. 

Wie aus der obigen Darstellmig hervorgeht, sind [ft] und D, Vektoren. 
Der letztere hat die Eichtung der Geschwindigkeit c und den w-fachen 
Betrag derselben. Die Stoßkraft [ft] ist gleich der Differenz zweier der- 



artiger Vektoren £^; nennen wir die Vektordifferenz zweier Geschwindig- 
keiten (2 so ist [ft] gleich gerichtet mit c', aber vom w- 

fached Betrage, c' ist diejenige Geschwindigkeit, die man zu Cj hinzu- 
. muß, um C 2 zu erhalten. Man kann also sagen, daß die Stoßkraft 
diese Zusatzgeschwindigkeit erzeugt, pie Pig. 36 veranschaulicht die 
Dage dieser Vektoren zueinander. 

* Den Inipuls kann man in Beziehung zur kinetischen Energie L setzen. 
Diese letztere ist gleich und wenn wir die Ableitung von Lnach c 

^bilden» so folgt also: 



dL 

de 


* Dl 


d.h. der Differentialquotient der kinetischen Energie nach 
der Geschwindigkeit ist gleich dem Impulse. Anderseits ist 
off^bar, wenn wir die Schreibweise des skalar^ Produktes «nwenden : 

(81) , i«i«(ec)=.i(jD«)«lilV(v|c|, 

'' if ' ' 

d. h. aie kinetische Energie ist gleich dem halben skalaren 
Produkte ans ‘dem Impulse» nnd der Geschvindiskeit. Diese 
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Gleichung kann unter Einführung der Komponenten offenbar geschrieben 
werden: 

(8l a) L ^ \ Cy + D, , 

wie sich durch Einsetzen der Werte nach (77) unmittelbar e^bt. 

Der Impuls Dliat übrigens eine anschauliche mechanische Bedeutung. 
Denn wenn wir den speziellen Fall ins Auge fassen, daß vor dem Stoße 
die Geschwindigkeit Cj = 0 ist, und nach demselben C 2 — C ist, so ist 
nach Gleichung (78) 

[ft] = m c = G, 

d.h. der Impuls ist diejenige Stoßkraft^ die aus der Kühe 
heraus dem betrachteten Massenpunkte seine augenblick- 
liche Geschwindigkeit erteilen würde. 


Drittes Kapitel. 


. Spezielle Bewegungen eines substantiellen Punktes. 


33. Geradlinige kleine Schwingungen eines Hassenpnnktes. 

Wir wollen einen Massenpunkt betrachten, der unter dem Einfluß der 
ihn wirkenden Kräfte in Buhe ist, an dem diese sich also gemäß den 
Formeln (49) des IL Kapitels auf pag. 94 das Gleichgewicht halten. Der 
substantielle Punkt falle dann mit dem Baumpunkte (jTo» ^o) zusammen. 
Wir wollen denselben durch eine weitere Kraft X aus dieser Gleich- 
gewichtslage entfernen und der Einfachheit halber diese Kraft so wählen, 
daß sie eine Verschiebung des Punktes parallel der a:-Achse, etwa ks 
zum Punkte {x Zq), bewirkt. In dieser neuen Lage ist der Massenpunkt 
im Crleichgewicht unter dem Einfluß der alten Kräfte und der neuen Kraft 
vX, und da die Gesamtsumme dieser Kräfte nach (49) des II. Kapitels 
den Wert Null haben muß, so besitzen die alten Kräfte eine Besultante 
gleich — X. Denn dann ist die Totalsumme gleich 0. Hebt mau jetzt 
die. neue Kraft X auf, so wirkt auf den Punkt die Besultante —X, die 
ihn in die Buhelage zurückzuführen bestrebt ist. 

^ ■ Die Kraft X ist abhängig von der Größe der Verscliiebung, die dem 
Pun^t erteilt wird, d* h. Funktion von x, die wir etwa durch / (x) be- 
^»eicimen wollen. Lassen wir also den substantiellen Pmikt los, so wirkt 
iöiifihn die Kraft —X ——f(x). Nach dem D’Alembertschen Prinzip 
wir diö Bewegungsgleichung, indem wir zu —X die Trägheits- 
■*' ' ' " d^x 

l^iürift 'hinzufügen, und diese Summe gleich 0 setzen. ; Also ist: 


wie wir ^ueh »dbreiben können, da x^ konstant ist: 

( 1 )'; 

troUai mm lediglich kleine Verrücktmgen ans ?det 
g^chtelage y«, a,) ins Auge fassen« d.b. 9—2, al^jeme seht, 


.hek^bt^. Dann kdnden nach dem 
;^),;^i^e :^e in der ütn^lning vwi #rafi:^twieKe^^ 
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worin wir, da (x — «o) »ö’Ch Voraussetzung ßehr klein ist, Quadrate und 
noch höhere Potenzen von ^ (oü — Xo) vernachlässigen wollen^ Ferner 
ist f(iCo)f der Wert der Kraft in der Gleichgewichtslage, gleich Null, 
da eben x — Xo eine Gleichgewichtslage bildet. Also ist schließlich; 

(3) / (a:) = f'M (x - Xo) = a* (x - x«) , 

wenn wir f'(xo) durch die Abkürzung bezeiclinen. Denn es muß in 
der Tat /'(Xq) eine positive Konstante sein, weil die Kraft mit x wächst. 
Also können wir (1) schreiben: 

(4) m — =-a}{x- x^), 

d. h. die Beschleunigung ist proportional der Elongation 
(x — «o) ö-'is der Buhelage. Die Gleichung (4) stimmt also dem 
Sinne hach mit Gleichung (111) des I. Kapitels (pag. 63) überein, und* 
damit ist sogleich der Charakter der Bewegung als einer periodischen, 
und zwar einer harmonischen Schwingung festgestellt. 

Wir wollen indessen hier unabhängig von den Ergebnissen des 
I. Kapitels andere Wege einschlagen, um zur Integration der Gleichung (4) 
zu gelangen. 

Zunächst bemerken wir, daß die Kraft — a* (a: — Xq) in der Tat 
nur eine Koordinatendifferenz enthält, also, wie wir es in Nr. 24 er- 
kannt haben, ihr Wert vom Koordinatensystem völlig unabhängig ist, 
wie es sein muß. Um die weitere Behandlung zu vereinfachen, wollen 
wir noch jCo — j/o = = 0 annehmen, wodurch wir erhalten: 

/EX 2 

(5) m . 


Die Kraft — a®x ist nach der Euhelage (0,0,0) hin gerichtet ^und 
wird deshalb auch als „zurück treibende“ l6:aft bezeichnet. Allgemein 
nennt man Kräfte, die, wie die hier behandelte, proportional der Ent- 
fernung aus der Gleichgewichtslage sind, „elastische“ Kräfte* i ^ 

^ Um nun zu einer Integration von (5) zu gelangen, wollen wir den 
Weg einschlagen, der zum Energieprinzip führt, d. h. wir multipliziere 
dx 

auf beiden Seiten mit Dann folgt: 


oder 

d*x dx 
df df 

(6) 

oder 

d (m (dx\*\ 

dt [TVdi .1 ) 

oder 

d Im /dx' 
, "dt U< 

(7) 



i «- a*x 


d X 

~dJ 
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IW /dx\* 

Darin ist offenbar der Ausdruck ^ (* 57 ), kinetische Energie L des 

Massenpuhktes. Ferner stellt — ~ die pro 

Sekunde geleistete Arbeit, den „Effekt“, der Kraft X = dar, und 
folglich spricht ( 6 ) in spezieller Form den Satz aus, daß die Zunahme 
von L gleich der Arbeit der Kraft ist. Fenier sieht man, daß die Kraft 
X = — a*a; aus einer Funktion durch Differentiation ableitbar ist; denn 
es ist offenbar: 



also erhalten wir für die sogenannte Kräftefunktion 0 oder die poten 
tielle Energie 


Daher spricht (7) in spezieller Form den Energiesatz aus: Die Summe 
von kinetischer und potentieller Energie ist konstant. 
Nennen wir die maximale Elongation, die der Massen pun kt machen 

kann, Ä, so ist für x—h die potentielle Energie gleich ^ die kine- 
tische gleich^ Null, also die Gesamtenergie . Daher kann (7) ge- 


schrieben werden: 

. (7a) 


T \dij ~ 2 


Diese Gleichung lehrt, wie wir schon früher beim freien Fall gesehen 
•hfi^ben, die Umwandlung der beiden Energieformen ineinander: Für 
X =» hist die kinetische Energie gleich Null, die potentielle ein Maximum 

= für a; = 0 ist letztere gleich Null imd die kinetische Energie 

ein Maximum = -j- So findet bei jeder Schwingung, d. h. in 

JWe/ Periode, eine zweimalige Umsetzung der beiden Energieformen 
ineinÄnder statt. Eine leichte Umformung von (7a) liefert: 

dx , /a*Ä* — a* a?* 

di^^V — m — ’ 

i&er 



di = ± — ---- 

y m 



ii <diewr Gleichung Bind die Variablen getrennt, abo das Probtem auf 
' j»ne Quadrätur zuräekgefühit. Fähren wir eine neue Variable 
^ em, so räd (8): . 
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und die Integration liefert: 


^ ± t + Const. = arc sin | = arc sin , 

KW h 

oder endlich : 

(9) x=±h sin . 

Wm ) 

Damit ist das uns schon von früher her bekannte Besultat gewonnen, 
daß die durch Gleichung (5) dargestellte Bewegung eine harmonische 
Schwingung ist: der Vergleich mit (103a), (105) und (106) des 1. Kapitels 
auf pag. 51 liefert für die Schwingungsdauer T» und die Schwingungfe- 
zahl Wo die Werte: 


( 10 ) 


1 _a 


^0 = 



d. h. die Schwiiigungsdauer Tq ist proportional der Quadratwurzel aus 
der Masse des substantiellen Punktes und umgekehrt proportional der 
Größe a, die die Stärke der zurücktreibenden elastischen Kraft mißt. 

Die Gleichung (9) enthält zwei unbestimmte Konstanten, die von der 
zweimaligen Integration herrühron, h und d, die hinreichend, aber auch 
notwendig sind, um die hier gefundene Lösung dem gegebenen Anfangs- 
ziistande anzupassen. Da wir hier nur eine variable Koordinate haben, 
so kann uns nur der Anfangswert für die x - Koordinate und die x- 

Komponente der Geschwindigkeit vorgeschrieben sein, d. h. es sind 

zwei Gleichungen zu erfüllen, und dazu reichen die zwei disponiblen 
Konstanten gerade aus. Es sei z. B.: 


a: = 0, 

für t = dx 


dt 




SO folgt aus (9): 

(ic)f «0 == 0 = ± sin d . 

isomer durch Differentiation von (9) nach t und Nullsetzen von t: 

® ° * Ä h® (Ä ‘ + ^')},=o = ± i/i • 

Also haben wir zur Bestimmung von h und d: 

± Ä sin d = 0 , 


woraus folgt: 

:<i) 




S = Of A «a ± 


V w 


^r^chriebenen Anfangszustande angepaßte Lüsung (9) 
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'*{ 12 )' ^ 

womit alles vollkommen bestimmt ist. 

Man kann die hier abgeleitete Lösung (9) noch in eine andere, etwas 

symmetrischere Form bringen, indem man sin t + d) entwickelt 

' vym / 

Dann erhält man: 


( 18 ) 


Ä = ± Ä cos ^ sin-j—r-t ±h$mä cos 


yin 


•t. 


Da h und 6 willkürliche Konstanten sind, so sind dies auch die Aggre- 
gate ± Äcos d und ± fesin d, die wir etwa durch A und B bezeichnen 
können. Also haben wir nach (13); 

(14) x = ^ cos -4=- f + ß sin 1. 

V m ym 

Darin sind der Cosinus und der Sinus vollkommen gleichberechtigt, wie 

^wir es bereits aus der Kinematik wissen. cos~^-< wie auch sin^f be- 

|/w> ytn 

friedigen einzeln die Differentialgleichimg (5), sind also Lösungen der- 
selben; aber da in ihnen noch keine willkürliche Konstante steckt, 
können sie öicht die allgemeine Lösung darstellen, sondern sind „parti- 
kuläre“ Lösungen oder Integrale von (5). Dagegen stellt (14), 
da dort zwei willkürliche Konstanten A und B auf treten, die all- 
gemeine Lösung dar, die somit in einfacher Weise aus zwei partiku- 
lären Lösungen sich zusammensetzen läßt. 

! Was wir; hier an einem speziellen Falle erkannt haben, gilt ganz 
allgemein für Lösimgen der sogenannten linearen homogenen Diffe? 
röuiiulgleichung. Eine Differentialgleichung ist linear, wenn die 
u^te Funktion bzw. deren Ableitungen nur in der ersten Potenz 
IjyOj^kommen; sie heißt ferner homogen, wenn sie kein von der unbe- 
kämtcn Funktion freies Glied enthält. Die hier in Frage stehende 
:^^{ferentialgleichung (5) ist also eine lineare homogene Differential- 
j, und iswar von der zweiten Ordnung, da die höchste Ableitung 

Funktion die zweite ist. Außerdem hat (ö) noch 

, nämlich die, daß ihre Koeffizienten (m u;|d 
konstante Größen sind. 

, Zunächst beweisen* wir den Satz: „Wenn tti eine LöBung der 
Differentialgleichung (5) ist, so ist auch W0r4 
beliebige Konstante ist, e|ne Lösung**, In der lät^.da nach 
Yorauföetzung ^ Differentialgleichung erfüllen sö|l, so wt identisch, 
ym wir durch ^ ändeuten: 
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fjS wird behauptet, daß auch Ax^ eine Lösung sei, d. h. daß ebenfalls 
identisch söi; . 

* ^ üi ) , \ t A \ A 

Das ist aber gleich: ‘ 

und dies isij in der Tat identisch erfüllt, da eine Lösung ist. 

Ganzi ebenso beweisen wir den Satz: „Wenn und X 2 Lösungen » 
der Differentialgleichung (5) sind, so ist auch Ax^ + Bii^^* 
wo A und B beliebige Konstanten sind, eine Lösung.“ Denn 
es ist nach Voraussetzung identisch: 

d“ i 9 /V 

m 4- a aJj ^ 0. 
d^ Xm . 2 i i 

Erweitert man die beiden Gleichungen mit A bzw. B und addiert, so 
kann man die Summe schreiben: 

m {Ax^ + B X 2 ) 4- a*(*4 4* B x^) ^ 0, 


und das bedeutet, daß Axi + Bx^ eine Lösung ist, wie behauptet wurde. 
Und da die allgemeinste Lösung zw’oi disponible Konstanten enthalten 
muß, so ist ^a;i 4 -Ba ;2 die allgemeinste Lösung, wenn imd Xg zwei von- 
einander linear unabhängige partikuläre Integrale sind. Dabei ist durch- 
aus nicht vorausgesetzt, daß die Konstanten A und B reell sein müssen ; 
sie können vielmehr auch komplex ausfallen, und davon kann man gerade 
besonderen Vorteil ziehen, wie gleich gezeigt werden soll. 

^ Wir wollen nämlich nun die Lösimg der Differentialgleichung (5) 
auf einem ganz anderen Wege versuchen, wobei die Konstanz der Koef- 
fizienten unserer Differentialgleichung eine wichtige Bolle spielt. Wir 
wollen einmal Gleichung (5) nach t differentiieren. Dann folgt: 


oder, wenn wir für-^j die Bezeichnung i einführen: 


ffi ^ o*§ == 0, 


d. h. aUo: Durch Differentiation (und, wie man ebenso zeigen kann» 
durch Integration) wu‘d die Gestalt von (5) nicht verändert, denn die 
letzte Gleichung ist identisch mit (ö), nur steht statt x der Buchstabe f*, 
was natörliöh ohne Belang ist. & liegt daher nahe, zu vermuten» daß 
die Inte^ale von;(6) dieselbe Eigenschaft haben, nämlich sich durch 
LifferentSitiö^ repro^uziwen, höchstens noch imt 
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Konstanten zu multiplizieren. EiiSO: Funktion von dieser Eigenschaft 
ist aber die l^ponentialfunktion. Wir werden also den Ansatz versuchen, 
wenn n eine ^noch unbestimmte Konstante bedeutet: 

(16)^ 

und densdben in Gleichung (5) einsetzen. Wir haben jetzt zu bilden; 
das gibt: n 

also Kefert (5) mit dem probeweisen Ansatz (15): 

(16) , + a*j == 0. 


Die Erfüllung dieser Gleichung ist die Bedingung dafür, daß unser Ansatz 
^(15) möglich, also ein Integral der Gleichung (5) ist. 

Die Gleichung (16) kann nun in der Tat erfüllt werden; zunächst 
durch die Annahme jc = c^* = 0, die aber offenbar trmal ist und die 
wir stets ausschließen wollen. Dann bleibt uns aber der noch unbestimmte 
Faktor p, und dieser kann so bestimmt werden, daß 

Wir erhalten also: 

m . 

WO vdie imaginäre Einheit ist. Damit haben wir sogar zwei mögliche 
Werte von p,- und folglich nach (15) zwei mögliche Lösungen, die wir 
Xx nnd nennen wollen : 

e , 

Die beiden Lösungen erscheinen liier, wovon wir die Möglichkeit 
andeuteten, in komplexer Form. Führt man trigonometrische 
l^j^^tionen än, so kann man schreiben: ^ 




m. 


. . . e . 

t — tsin 


OOS 


]/ m 


Yr» 


Was bisdeatet non das Auftreten einet kogtnplexen Lösung? ~ ' die 
untSrsnehto XMfferentialgleichnng (ö) reelle Köeffizienten faaiji tne es 
.bä . physikalischen Problemen stets, sein mnS, so müssen jdii^^angen 
^adi^ stets reell' sein. Erscbeiat eine Lösung ^r 

so ^nn idas nur den Sinn haben, da^ so der 
'#’^}i'der imaginäre Teil' eine Lösung dei.DiffWejntialipi^i^hg 
’'*^-'‘\en,;'die' nur dmreh'dfä';^ — .. 
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gefaßt sinä. Daim geben ^ also die Gleichungen (19) die beiden reellen 
Lösungen, dip wir ebenfalls durch a!i,und bezeichnen .wollen: 


( 20 ) 


X, = cos--— <, 
' Vm 


sin 


Vm 


t, 


auf die wir schon in (14) gestoßen sind. Erweitern wir die beiden Lösungen 
mit den beliebigen Konstanten A und B, so erhält man durch Addition 
(las allgemeine Integral in der Form: ' 


X Ax, + Bx. = Acos + Biin-ßr-t, 
y fn y m 

das mit (14) völlig identisch ist, wie es sein muß. 


34. Steine Schwingangsbewegung im Raume. 

Wir wollen das in Nr. 33 behandelte Schwingungsprobleni insofern 
verallgemeinern, als wir nicht mehr annehmen wollen, die Bewegung des 
substantiellen Punktes erfolge längs der a:-Achse. Vielmehr werde ihm 
eine beliebig gerichtete Verschiebung 3 erteilt; wird der substantielle 
Punkt dann sich selbst überlassen, so ist eine zurücktreibende Kraft 
( 21 ) = 


bestrebt, ihn in die Kuhelage ZAirückzufüliren. Nach dem d’Alembert- 
schen Prinzip erhalten wir also die Bewegungsgleichung, wenn wir zu 
Ä die Trägheitskraft — w a, wo a die Beschleunigung ist, hinzufügen 
und die Summe gleich Null setzen. Also; ' 


oder durch Koordinaienzerlegung, wenn wir als Ruhelage des substan- 
tiellen Punktes den Koordinatenanfangspunkt nehmen: 


( 22 ) 


m -h = 0, 

m -Jjf + “ 0, 

VH + 0*2 «= 0 . 


Lamit ^es|p Bewegung völlig bestimmt sei, müssen die Anfan^wetjte 
'on *, V 0 Q ^ j .^ gegeben sein; es sei z. 



0 : 





y = y»» ! 

4» , „ dz . ' 

Ht ■ * 
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Dies sind 6 Daten, also sind im ganzen 6 disponible Konstanten not- 
wendig, von denen auf jede der drei Gleichungen (22) zwei entfallen, 
entsprechend d^n notwendigen zweimaligen Integration. 

, Die Lösung der Gleichung (22) können wir nun sofort angeben, da 
es ja unsere alte Differentialgleichung (5) ist. Sind 
sechs willkürliche Konstanten, so können wir nach dem Resultat der 
vorhergehenden Nummer schreiben; 


(23) 


X - .4, cos t + Bl sin - t , 
3/ = ^,cos-^^t + ß,sin^f, 
^ = ^3Cos-|^< + B,sin-^<. 


Aus diesen drei Gleichungen können wir einen wichtigen Schluß 
ziehen. Wir können nämlich die Gleichimg auffassen als Bestimmungs- 
gleichung für die beiden Unbekannten cos ~t und sin Zu 

ym ym 

deren Bestimmimg würden aber schon zwei Gleichmigen hinreichen; 
wenn also drei Gleichungen gegeben sind, so werden im allgemeinen nur 

die Werte cos -~r t = sin == 0 diese drei Gleichungen gleich- 
ym ym 

zeitig befriedigen können. Nur in dem Falle, daß die Determinante D 
des Gleichungssystems (23) verschwindet, können von Null verschiedene 

Werte von cos-— imd sin-™- erhalten werden. Also muß sein: 

« . ym ym 


124) 



— X 

Bi-y 


= 0 


\A,B,-z\ 

oder ausgerechnet; 

^( 25 ) (^2 ^3 — *^3 ^ 2 ) ^ “ i " (*^3 -^1 ^ 3 ) y ^2 — ^2 ^ 1 ) ^ 


0. 


Das ist eine lineare Gleichung zwischen x,y,z, den Koordinaten des 
schiif^ngenden Massenpunktes, die zu allen Zeiten erfüllt sein muß; es 
vist ffie Gleichung einer Ebene durch den Koordinatenanfangs- 
punkt; abo li^ die Bewegung des Massenpunktes stets in dieser Ebene: 
^ vdUfiliirt also eine ebene Bewegung. 

Ke Lage der Ebene (25) im Baume ist leicht zu bestimmen. Denn 
die Bichtungskosinusse der auf ihr errichteten Normale sind respektive 
gleich: 






‘'Um nun ^mien wir unsere ganze AtUgftbe sehr ^^infacb^n^ wenn. .wir. 
xmes Koordinatensj^tem einfiUiräi', and zwar' daB smne 
dauernd mit der' i$ewegu^ebene zasäm^^w|) dadurch 
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wird dauernd z und wir haben es dann nur noch mit zweien der 
Gleichungen (23) zu tun. Natürlich werden die Konistanten durch die. 
Drehung des Koordinatensystems jetzt andere; wir wollen sie durch E 
und F bezeichnen, also wird unsere Bewegung dargestellt durch: 


(27) 


■n €t t , (t t 

X = EiCOS^y:. + P,8m:;7-=. 

. ym , ]/wi 

t/ = £jCo.s-^- + FjMn^. 

ym ym 


Um diese weiter zu untersuchen, wollen wir vereinfachende Bezeichnungen 
einführen: 


(28) 


£, = El cosd'i , 
Fj == E, sin dj . 


Dieser Ansatz ist stets möglich, denn durch 
folgt einerseits: 

(29) Fi^ + Fi^^E,- 


durch Division anderseits: 

(30) = 


Quadrieren und Addieren 


und beide Gleichungen können stets erfüllt werden. Ebenso setzen wir: 

I Ej = EjCos^,, 

I jPj = Ejsin^j, 

was analoge Bestimmungen für Fg F 2 liefert. Damit können die 
Gleicliungen (27), in die einfache Form gebracht werden; 



Damit aber haben wir diejenige Form der Gleichungen gewonnen, die 
wir in Formel (112) des ersten Kapitels (pag. 54) untersucht haben. Alle 
dortigen Besultate sind also ohne weiteres übertragbar. Im besonderen 
folgt: Die Bahn ist eine Ellipse, jderen Achsen im allgemeinen nicht mit 
den Koordinatenachsen zusammenfallen (Fig. 29). 

Für gewisse Spezialfälle kann die Ellipse entarten. Ist die Phasen- 
differenz ^ 0 oder jr , so wird die Bahn geradlinig (Fig. 80); 

ist dj — go wird die Bahn eine Ellipse, die die Koordinat6n^ 

achsen als Bömptachsen besitzt (Fig, 81), und werden überdies die AmpE- 
Ej tmd Ej gleich, so ist die Bahn ein Kreis. Damit ist die 
tollkonmaen bestimmt, * 
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85^ Oedämpfle Scbwingnngen. 


Die bisher betrachteten Schwingungen weichen in eifern sehr wesent- 
lichen Punkte von denjenigen ab, die man in der Natur *u beobachten 
Gel^enheit hat. Die ersteren, einmal angeregt, würden in alle Ewigkeit 
. ungeändert foiiidauern, was sich daraus ergibt, daß die Amplitude der 
Schwingungen nicht von der Zeit abhängt, sondern konstant ist. Im Gegen- 
sätze dazu beobachtet man stets, daß die Amplituden mit der Zeit 
kleiner und kleiner werden, so daß schließlich die Schwingungsbewegung 
unmerklich wird. Wir müssen daraus schließen, daß außer den bisher 
als wirkend angenommenen Kräften noch andere vorhanden sind, deren 
Wirkung eben das allmähliche Verschwinden der Schwingung ist. Diese 
Kräfte nennt man „Eeibungskräfte“, Sie machen sich bei allen 
Vorgängen bemerklich, und sie sind es auch, die scheinbar zu dem Be- 
sultat führen, daß das Trägheitsgesetz nicht gilt, wie wir in Nr. 22 sahen. 

Der Vorgang der Beibung ist äußerst kompliziert und keineswegs 
vollkommen erforscht; die experimentellen Untersuchungen haben er- 
geben, daß für kleine Geschwindigkeiten die Beibungskraft angenähert 
proportional der ersten, für größere, proportional der zweiten Potenz 
der Geschwindigkeit, und dieser stets entgegengesetzt gerichtet ist. 
Nennen wir dife Beibungskraft 91, so ist also bei Beschränkung auf kleine 
Geschwindigkeiten annähernd: 

wfo der stets positive Proportionalitätsfaktor fc als „Beibungskoeffi- 
bezeichnet wird. Die Komponenten der Beibungskraft sind also; 





*4f' 


5 ,^ ^^ Jlu'i4er elastischen Kraft (ßl) tritt also noch die Beibungskraft (38) 
mid die Bewegongsgleichung ergibt sich, wenn zu dieser Summe 
noch dif Trä^eitskraft — gemäß dem d’A lern bertschen^ Prinzip 
liiikzugesetZt und das ganze annuliert wird. Also ist: 

— TU + 0*+ Ä ~ 0 , , 


. oder nach Einffihmng der Werte aus (21) und "(8»},; 




(35) 




Wir wollen uns damit begnügen, eine, etwa die erste Gleichung, zu unter- 
suchen? die Bewegung im Baume bietet nichts wesentlich Neues. 

Da jede der Gleichungen (35) linear und homogen ist ünd konstante, 
Koeffizienten besitzt, so hat sie die Eigenschaften der Differential- ‘ 
gleichung (5) in Nr. 33. Wir werden also auch hier ein Integral ver- 
suchsweise in der Exponentialform ansetzen: 


(36) 

was liefert: 
(36 a)- 



e ist dabei ein unbekannter, zu bestimmender Faktor. Die Ein- ' 
Setzung von (36) und (36a) in (35) liefert als Bedingung dafür, daß (36) 
ein Integral ist, die Gleichung: 

+ kQ + a^) = 0 , 

die, wenn man von der trivialen Lösnng j: = 0 absieht, folgende qua- 
dratische Gleichung für g liefert: 


( 37 ) 

Das gibt für g: 

(38) 


2 I ^ I /\ 

tfi m 




m ' 


Wir haben also zwei Lösungen, den beiden Werten von g entsprechend : 


( 39 ) ; 


s= c 



Multipliziert man jede mit einet willkürlichen Konstanten A und B 
und addiert, so erhält man die allgemeine, Lösung a;: 

' a: -|- Bx ^ . 


Wir wollen zunächst die Partikularlösungen a:i und a:, untetltt)^ep;J 
Dabei sin4, jß nii^em der Ausdruck unter der Wurzel 
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4m* 


< 0 ist. 


Wir wollen diesen Wert gleich — setzen: 


(40) 


t« 

4 m* 




Dann kann die Wurzel geschrieben werden: und wir haben iür 

die beiden Partikularintegrale (39): ^ 


(41) 


I 


oder nach Einführung trigonometrischer Funktionen: 


j Xj — e {cos23iw^f + i8in2»«^f;» 
L./ _ 

ajj * 6 {cos2;i«^jt — i8in2;r«(,fj. 


(4^j 


Nach dem früher über die Bedeutung komplexer Integrale Gesagten 
schließen wir, daß sowohl der reelle als auch der imaginäre Teil 
der Lösungen (41) für sich eine Lösung darstellt; bezeichnen wir 
die so erhaltenen Werte wieder durch ar^ und X 2 , so ist endlich: 


(43) 


I a5| » c C032;rw,,f , 

a;j«e •8in27Pü<jf, 


aus denen nach Multiplikation mit zwei willkürlichen Konstanten und 
, Addition die allgemeinste Lösung hergeleitet werden kann. 

fc ^ 

Die Fartikularlosnngen (48) bestehen aus zwei Faktoren, e *• 
iii^ leineia Sinus bzv. Kosinus vom Argument 271 (. Letzterer stellt 

V eine rein periodische Bewegung und zwar eine har- 

möltische Schwingung vor, wie wir sie in den vorhergehenden 
’lhuaihera' untersucht haben. Der andere Faktor, den man als Ampli- 
tade 'deuten kann, ist eine Exponentialfunktion mit negativem Expo- 
ruaten, eine mit wachsender Zeit abnehmende Oröße. Wir können 
dso« (43) anffassen ab eine Schwingung, deren Amplitude mit der Zeit 
ahmhunt und zwar offenbar in geometrischer Progresfion, und um so 
stfo-ker, je größer der Beibungskoeffisdent k ist. Dieser Vorgang ist also 
^nicht mehr streng periotUsch, sondern nur .noch angenähert; man be- 
^ielmet ihn als „qnasi'periodiscb"; die hier vorlie^den Behwin- 
gnngm werden als „gedämpfte". bezeiidmet'im' Q^ensatz zp d(^ Insber 
beläEMbteten „ungedämpften“. Pig#8%,tetanschaiilieht Ablwif 
der SäjfWQigangen. 




Spezielle Bewegungen eines suhstmtiellen Punktes, 
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1 

(44) 


Für die Schwingungszahl und die rezfproke Schwingungsdauer 
’ der gedämpften Schwingung folgt aus (40); 


® Tq 2nV m 4m* 


Vergleichen wir diesen Wort mit der Schwingungszahl % und der 
Schwingungsdauer Tq der ungedämpften Schwingung nach (10), so 
erkennt man, daß stets; 



Die Dämpfung verlangsamt also die Schwingung. Ist die Bei- 

Jfl Qt 

bungskonstante k sehr klein, so daß man in (44) gegen — 
vernachlässigen darf, so ist angenähert: 

d. h. für sehr kleine Dämpfung bleiben Schwingungszahl und Schwingungs- 
dauer ungeändert. Esistaber zu beachten, daß das nie für die Ampli- 
tuden gilt; diese nehmen bei noch so kleiner Dämpfung stets 
ab, und das macht sich bei genügend langer Beobaclitungsdauer stete 
geltend. Theoretisch erstirbt eine gedämpfte Schwingung (48) erst nach 
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koeffizienten k ist durc^folge^de Figur dargestellt (Pig. 88) ; darin sind 
' als Abszissen die JJeschwindigkeiten, als Ordinaten die Werte k auf- 
getragen. V ^ 

:iOberhatt der Geschwindigkeit (o ist k praktisch konstant, unter- 
halb nimmt es'' sehr’^ schnell zu. Der Einfachheit halber beschränken wir 
uns auf die Behandlung der Fälle, wo k als konstant angesehen werden 
darf. 


k 



Die Beobachtung des Schwingungsablaufs gestattet, die Dämpfung 
e^rimentell zu bestimmen. Denn wenn man die aufeinanderfolgenden 

timkehrpunkte der Schwingung, die ja um g® auseinander liegt, be- 
^obacf^ty BO hat man für die entsprechenden Amplituden: 

c 6 s 27 inQtf 


I.: 


H+i* « 2- ^ 2 } cos2xn^{t + Y-j =• - e ^ ^cos25r^t, 




co82a«j (t + T„) = + e co82»5jf. 




Das Verhältnis zweier aufeinanderfolgender Amplituden ist also 
genommen nach (46): 






ii. 

^ ^ " - . «I a 




‘ Netmeb. mr die Amplituden jetzt einfacher iti, xa, xgi 

jfo jft.naidi der letzten. Gleichung: f / 




*n 
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Amplitude^ ist eine Konstante, der betreffenden Schwingung/ 
Die" Form derselben legt cs nahe, die Logarithmen zu bilden; man hat 
(lanii: ^ ^ 

(48) Iglaiil -lg|ten| = •••lg)*«! - lg|a!j»+i| “ - 

Man nennt diese Größe das „logarithmische Dekrement“ 
der Schwingung; da die Größen x^^ ... leicht beobachtet werden 
können, so ist die Bestimmung des logarithmischen Dekrementes größer 
Genauigkeit fähig; die Masse m wird auf der Wage, die Schwingungs- 
dauer Tq mit der Uhr bestimmt; so erhält man schließlich die Beibungs- 
konstante "fe. 


36. Aperiodische Bewegungen. 

Wir betrachten jetzt den Fall, daß der Ausdruck unter der Wurzel 


in (39) 

^ > 0 
4w» m'^ 

ist. Setzen wir zur Abkürzung: 

^ 

^ . 2m 

, 

' \ 4m* m 

k 

i/ 

^ 2m 

y 4m* m 

so haben wir statt (39): 

(49) 

[ x^ = e"A<, 

1 X, = e-A‘, 


und das allgemeine Integral wird mit zwei Konstanten A und B: . 
(50) x^ Ae + 

d X 

Zur Zeit 0 sei etwa *== z., «o- Das liefert zur Bestimmung 

der Konstanten A, B: ' ' 

^ *4" J5 j 

»■ A ßi S ^2’ 


(51) 

und daraus folgte 


(52) 


A 


!<t - tir 


n ^*0 + ßi 


Dw aU^naei^^ integral stellt sich als die Summe zweier'xsit 
abneh^l^i^ Bij^nenfialfunktionTO dar; dabei ist zu 

i<ßi<ßt 

also aü^BÜt 
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Trägt 'man die Kurven und unter Berücksichtigung 

der Gleichung (52) auf, sb erhält man zwei verschiedene* Fälle, je nach- 
dem |-4| >|B1 |)der |^| < |B|. Wir wollen zunächst annehmen:* 
^>0, B<0, M|>|B1, 

d. h. die positive Anfangsamplitude der Exponentialfunktion, die lang- 
samer abnimmt, sei absolut genommen größer, als die absolut ge- 
nommene Anfangsamplitude der rascher abnehmenden Exponential- 
■ funktion, die selbst negativ sei. Dem entspricht die Zeichnung der Fig. 39, 
in der die gestrichelten Linien die beiden Funktionen, die ausgezogene 
ihre algebraische Summe bedeutet. 



. In diesem Falle nähert sich der Massenpunkt allmählich der Kuhe- 
lage, ohne sie jemals zu überschreiten, woher der Name 
'ap$nodiscbe Bewegung herrührt. 

',;Ein zweiter Fall: 

A>0, B<0, M|<|B| 
dm Bild der Fig. 40. 

* - In diesem Falle findet eine einmalige Überschreitung der Bubelage 
imd dann asymptotische Annäherung an dieselbe statt. Diese Bewegung 
^jst also wesentlich auch aperiodisch. Die übrigen Fälle liefern nichts 
weseotlieh Neues. 

Bin jSpezialfall der aperiodischen Bewegung ist der, wenn der Wurzel* 
ausdiuck 



ist. Dann fallen nämlich die beiden Integrale (49) ausamm^ M dea einer 
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Spexielle Bewegungen eines substantiellen Punktes, 

In diesem Falle muß man noch 6in zweites Integral der Differential- 
gleichung (35) suchen. Das kann in folgender allgemein möglichen Weise 
geschehen. Wir setzen, wenn Xi die Lösung (53) und z eine neue Variable 
bedeutet: 

(54) X ^ x^.z 

tföd wollen diesen Wert in unsere Differentialgleichung 



Fig. 40. 


eintragen. Wir erhalten aus (54) der Beihe nach: 


d X 

dT 

d*x 

dt^ 


dxi 


dz 


dt " ' di ^ 
d^x, , Ci dx, dz , d^z . 

= + + d>--' 

also durch Einsetzen: 

( . n dXi dz . d*z\ , , [dxi . d?) • ^ 

m ^ + 2 + X. + fc s + X, ^} + a* X, 2 = 0. 

Diese Gleichung kann geschrieben werden: 

^ (”• + -ll {2 -tr + *.) + TF i»« - 0 • 

Da aber eine Lösung der Differentialgleichung ist, so ist der Koeffizient 
von z identisch gleich Null, also reduziert sich die letzte Gleicb^g 
auf die folgende: f 

. ■37|*»4t + H + S"*'-"- 

Nun ist Äbe^ wie durch Differentiation von (53).$of(^t fol^i 
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also wird di^ letzte Gleichung: 




dz 

di 


> mir, 


d^z 


0 > 


oder^ da^das erste Glied fortfällt, einfach; 
^.was die partikulare Lösung ergibt: 


.0, 


2 

, I Nehmen wir diesen Wert,;? und setzen ihn in unseren Ansatz (54) 
ein, so erhalten wir einen Wert für x, der unserer Differentialgleichung (35), 
gdhugt, d*h. ein zweites Integral derselben. Wir haben so: 




X2 — ^i2^t*e 


aus dem man nun durch Kombination mit (53) das allgemeine Integral 
herstellen kann : 

(56), 




; Während ' das erste Glied wieder eine gewöhnliche Exponential- 
ftinktion darstellt, tritt im zweiten Gliede noch der Faktor t auf. Für 
^^^br große Werte von t jedoch wird diese Funktion auch beliebig klein, 

: Ijä ^ *"* schneller zu Null abnimmt, als t ansteigt. Der Charakter 
J jÄ^Bewegung ist daher nicht wesentlich verändert. 


37« fowungeAe Sehwingungen ohne BeräckiichUgnng der Dämpfung, 


> Öie bisher untersuchten Schwingungen können durch das Beiwort 
charakterisiert werden, da sie — einmal von außen angeregt ^ 
4;^ unto dem Einfluß der elastischen Kraft vor sich gehen. Ln Gegen- 
dazu nntersucben wir jetzt den Fall, daß eine äußere gegebene Kraft 
elastischen Kräften hinzutritt und den Ablauf der Schwin^g^>n 
Da der, normale Ablauf der Schwingungen durch die auf^e 
■ßxBtt gestört wird, so netat man. diese &aft auch „Störungs- 
Schwingungen selbst „erzwungene'* Schwingtipgen« 
/Wßm wir den Einfluß der Dämpfung zunächst unberücksichtigt lässep, 
das d'Alambertsche Prinzip bei Beschränkung auf die 
des Punktes lähgs der x- Achse die folgende Bewegan|^sulei<diiinil^ 

»'*+i (ft -fV. 










i< Bew egungen eine» sitbsiantieUen Funkte». 127 

Wir müssen zunächst einige Eigenschaften der Gleichtapg (57) ,£est- 
jtellePt die zwar linear ist tind konstante Koeffizienten besitzt, aber nicht 
mehr die Eigenschaft der Homogenität hat, da ein'von x und seinen Ab- 
leitungen freies Glied, /(<), auftritt. (57) ist-also eine „inhomogene“ 
Differentialgleichung. 

Wir wollen nun annehinen, zwei Lösungen dieser Gleichung' seien 
gefunden, etwa und Dann gilt identisch: 

=/«), 


iurch Subtraktion folgt; 


d* X 


58) m 2Ä (®i - ^ 2 ) + a*(«, - **) - 0, 

|.h. aber: Die Differenz zweier Lösungen der inhomogenen 
jleichung ist keine Lösung derselben mehr, wohl aber 
ine solche der homogenen Gleichung (die man erhält, wenn 
nan / (t) = 0 setzt). Nennen wir die Differenz x, - x, etwa so können 
fir X( schreiben: 

59) 2^1 = a-g + >; , 

nd das heißt: Wenn man zu einem Integral x, der inhomo- 
enen Gleichung ein Integral »; der homogenen Gleichung 
inzufügt, so ist die Summe ebenfalls ein Integral (x.) der 
ihomogenen Differentialgleichung. Die Bedeutung dieses Satzes 
t die folgende: Um das allgemeine Integral von (57) zu finden, welches 
I zwei disponible Konstanten haben muß, genügt es, nach dem obigen 
neorem, ein beliebiges partikuläres Integral der inhomo- 
gnen Gleichung aufzusuchen. Ist dieses gefunden, so ad- 
leren wir dazu einfach das uns bekannte, mit zwei dispo- 
inien Konstanten versehene Integral der homogenen Glei- 
nnng. Da die Summe nach dem obigen Satze wieder ein Integral der 
diomogenen Gleichung ist und außerdem zwei disponible Konstanten 
äsitzt, so ist sie das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung. 

Ein weiterer wichtiger Satz ist der folgende: Es seien zwei ver- 

gegeben, die sich nmt 
otf Ihre Storungsgheder (t) bzw. /, (f) unterscheiden, und je eindv 
derselben, so daß wir die folgenden identisi^l]^ 
pnenden Gleichungen haben: • - > 

1 X, «/,(«), 
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■ (61) , (®i + ai) + a’ (*i + «a) (<) + U (<) , 

d.h. die Summe acf+aig ist eine Lösung derjenigen inhomo- 
genen Gleichung, die- statt des Störungsgliedes /^(i) oder 
die Summe /^(t) +/ 2 W enthält. Die Bedmitung dieses Satzes 
* wird klar, wenn man ihn umdreht. Wir wollen annehmen, / (i) sei gegeben 
als eine Summe von periodischen Funktionen : , 

(62) /(^) = ^4^ cos 2 < + .4, cos 2 « nj < + . . . = 2 2 ^ 

V 

d. h. es sei die Differentialgleichung zu lösen: 

(63) m -h o* a; ~ cos 2 TTn^ f + ^2 cos 2 ;r Wj ^ , 

Dann können wir setzen: 

(64) « = a?! + ajj + «3 + . . . = a;^, 

. V 

und jede« Glied der einfacheren Gleichung gehorchen lassen: 

' m + a^a^j ~ cos 2;inj <, 

» w 4- a*a:2 = 42COs2;rn2^, 


m + a^a:^ = A^coB2nn^i, 


Sind diese gelöst, so ergibt die Summe der Integrale 

«j + 052 + . . . ®» 2 

: ü . y 

das Integral der ursprünglich vorgelegten Differentialgleichung (64) mit 
dem komplizierten Störungsglied /(<). Man kann also durch diesen Satz 
!^die gestellte Aufgabe vereinfachen, indem man sie auf eine Anzahl gleich- 
^ artiger Aufgaben mit einfacherem Störungsglied zurückführt. Wir wollen 
r^kitt annehmen, die Funktion /(f) sei stetig und differentiierbar, sowie 
;4%ach der Zeit periodisch. Unter dieser Einschränkung ist es stets mög- 
^lich^ nach einem von Fourier bewiesenen Satze f (t) in eine Eeihe von 
Kosinussen und Sinussen zu entwickeln. Es ist unter diesen Voraus- 
setzungen in der folgenden Form darstellbar: 


(65) 


« I f[t)^ + AiCOB2nn^i + A2COB2nn2i + ••• 

I + sin 2 Ä f + Ej sin 

Es genügt also, wenn wir die einfachere Gleichung betrachten 


P). 




<*** 1 » - 

m-air + ö*«' 


Acoa2!$nt. 


Ütena ^ eine Anzahl solch^ jSleiehungen läßt 4 m 
. ri — — gtets auÄ^ehr^n. Ke etörende Kt^t feit itf^esetti 
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Spezielle Bewegungen eines substantiellen Punktes. 

Falle eine harmonische Schwingung mit der Schwingungszahl^ n. Um 
den lästigen Faktor 2;7r nicht dauernd mitschleppen zu müssen, wollen wir 

2nn^v 

setzen, vist die Schwingungszahl in 27 p Sek., die sogenannte „Frequenz“. 

Der größeren Gleichmäßigkeit der Behandlung halber wollen wir 
schon hier von einem Kunstgriff Gebrauch machen, der nachher bei Be- 
rücksichtigung der Dämpfung uns die Untersuchung sehr erleichtern 
wird: wir wollen nämlich gleichzeitig mit (66) noch die folgende Gfei- 
chung betrachten: 

(12 y 

(66a) “ ^8iD2^rnf « A^invt, 

die sich nur dadurch unterscheidet, daß die störende Kraft um ein Viertel 
ihrer Periode gegen die von (66) verschoben ist. Gleichung (66 a) soll 
nun mit t = |/— 1 erweitert und zu (66) addiert werden. Dann folgt: 

(67) m [x iy) a^[x + iy) — A (cos vt + isiuvt) — A e**'*, 
oder wenn wir für x 4- ^«/ wieder den Buchstaben x setzen: 

(68) m a'^x ^ A e**''. 


Natürlich wird so x komplex w(*rden. Wir haben dann aber nur 
den reellen Teil abzuspalten, um dann nach dem eben bewiesenen Satze 
di<‘ Lösung der Gleichung (66) zu besitzen. Da (68) linear ist und kon- 
stante Koeffizienten besitzt, so werden wir wieder ein Integral in Ex- 
poneutialform ansetzen. Damit die Exponentialfunktion sich, wie bisher, 
fortlieben kann (worin ja der Vorteil dieses Ansatzes besteht), müssen 
wir dieselbe Exponentialfunktion c**'* nehmen, die die Ab- 
hängigkeit der störenden Kraft von der Zeit darstellt; dabei 
ist also jetzt v (im Gegensatz zu dem früher unbestimmten Faktor q in 
ganz bestimmt und nicht mehr willkürlich, tlenn es ist 
gleich der Frequenz der erzwingenden Kraft. Um aber größere Beweg- 
lichkeit im Ansatz zu haben, w^olh^i wir der Exponentialfunktion c**'l 
noch den unbestimmten Faktor B erteilen, wa^s sich auch sofort als not- 
wendig erweisen wird. Wir setzen also Versuchs w^eise an: 

(69) ^ ^ jgg. ^ ßivt 


nnd das gibt in (68) eingesetzt, w^nn mr die Exponentialfunktion gleich 
fortheben: 


(70) B(— a®) = , 


oder zur Bestimmung von B: 

A 


( 71 ) ■ • 
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^ Man erkennt hier, daß die Hinzufügang de| unbegtimmWn Faktors B 
notwendig war. Demi sonst hätten wir statt (70) die Gleiohung erhalten 
und diese ist gar nicht erfüllbar, da w, a, ^ festem 
Werte sind, die natürlich im allgemeinen die Gleichung nicht befriedigen 
werden. 

Mit (71) wird dann unser Integral (69): 


jpt 


— 


oder^ wenn wir den reellen Teil, wie vorher besprochen, abspalten, den 
wir auch a: nennen: 

A 

— cos y t 

( 72 ) ® = 


Darin ist nach Gleichung (10) ™ = 4 ti* = Vq*, wenn wir durch Vq 

,die Frequenz der freien ungedämpften Schwingung bezeichnen, 
^amit haben wir endlich: 


■ cos yt 


ab partikuläres (denn es sind keine disponiblen Konstanten da) Integral 
der vorgelegten Differentialgleichung (66). 

Wir wollen uns zunächst mit diesem partikulären Integral be- 
; s^äftigen und erßt nach Untersuchung seiner Eigenschaften das allge* 
Ditegral bilden. 

Man erkennt aus (73) zunächst» daß die erzwungene Schwingung (ac) 
);]i|i^lb6 Frequenz hat, wie die erzwingende Kraft A cos vL Das ist natür- 
joli kein neues Eesultat, sondern war durch unseren Ansatz direkt ge- 
aber die Bechnung zeigt, und das ist der Fortschritt gegen den 
eh Ansatz, daß dieser Ansatz in der Tat bei geeigneter Bestimmung 
J^opstanten B eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung (66) 
Wir können also sagen: Eb ist die Wirkung der Störungskraft. 

Frequenz in v abzuändem. Die Amplitude von ^ iff .^^»2 ’ 
jÄbö um so größer, je näher v an liegt. Für v würde die AmpUtud< 
tin^Uidi groß sein. In diesem Falle sagt man: Das schwingeinde SysteTii 
^^btfäuf die störende Kraft „abgestimmt** odei dteht in 
'[mit derselben. Natürlich k^en die AmpUtudep in natura 

Ke Abweichung der Theorie ratoi|l|her,;4hß f 
den wir bisher nicht berücksiöbti| 
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sein. Fig. 41 Ätellt die Amplitude der erzwungene^ Schwingtmg als Funk-' 
tion von.i» dar. " # 

jvollen wir das allgemeine Integral herstellen; datzu addieren 
wir nur das allgemeine Integral der homogenen Gleichung 

, z . A 

m ct iXi ** 0, 

* 

das nach Gleichung (14) den Wert hat: 

Ccos t -I- Dsin-^f « Ccosv^^ -f Dsin 
]/m 



WO C und D zwei willkürliche Konstanten sind. Also wird: 

A 

( 74 ) X ^ —^^-ycosvi + Cco9P^t + Deinv^t. 

Wir müssen nun die Anpassung des allgemeinen Integrals an einfa 
willkürlich gegebenen Anfangszüstand vornehmen; es sei etwa mdg* 
liehst einfach: . ^ 

[ « = 0, 

für 

das liefiärt die Bedingungen: 
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if * - 


1 1 / e — cos . 


Wir wollen nun den speziellen Fall betrachten, daß v von nur wenig 
abweicht, so daß v^ — v eine kleine Zahl = 2i$ ist. Wenden wir nun das 
Additionstheorem des Kosinus an, so ist: 

coBvt — cosv^t Ä 2 8m— • sin t, 

und dafür kann man nach der vorhergehenden Betrachtung setzen: 

cos V i — cos i'o f = 2 sin J f • sin — y-- t. 

Also wird (76) unter diesen Umständen: 

[77) X = I sin d<) sin t. 

Diese Gleichung läßt sich folgendermaßen interpretieren : Wir 
können (77) auffassen als eine harmonische Schwingung sin - ■ t**'* t mit 


2.A sin V t • • « 

4er variablen Amplitude ^ die Möglichkeit dieser .Deutung 

‘beruht darauf, daß sin di sehr langsam veränderlich gegen 

^ » ' 

sin-^“i ist. Denn das ist der Sinn unserer Voraussetzung, daß 

ff—r eiiM «ehr kleine Zahl ist. Für t =* 0 ist die Amplitude von sin — < 
gl^cb Nhil, um langsam zuzunehmen, bis slnsdt gleieh 1 gewor<jU^ ist. 
Da^ pinpnt die Amplitude äu Null ab, sinkt weiter b^s zuöi ^trago 
— Ij fwrd' wieder Null, "dann wieder +1 osw. Obige «Fig, Ä stellt 
die S^wingung (77) graphisch dar. , . , ' 
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Da das Ohr eine Schwingung als Ton vernimmt, so hört man in diesem 
Falle ein Abwechselndes Stärker- und Schwächerwerden des Tones, und 

zwar offenbar mal in der Sekunde. Diese Erscheinung ist in der 

Akustik als „Schwebung“ bekannt; sie tritt erst auf, wenn v nahe Vq 
ist, d. h. unmittelbar in der Nähe der Resonanz. Sie ist eines der schärf- 
sten Mittel, um geringe Tonunterschiede festzus teilen. 

Gehen wir jetzt direkt zur Resonanz über (v = rj, so kann man 
zeigen, daß das dem vorgeschriebenen 'Anfangszustande an- 
gepaßte allgemeine Integral (76) für alle endlichen Zeiten 
endlich bleibt, obwohl wir doch vorhin gesehen haben, daß das parti- 
kuläre Integral (73) dann un(‘ndlich wird. Man kann nämlich schreiben: 
__ A cos vt — cos !•„ t jA 0 I 
^ m i'o* - “"iw Olfür»=v» 

d.h. wir haben die unbestimmte Form ^ . Diese bestimmt man, indem 

man Zähler und Nenner nach v differentiiert und dann v == Vq setzt. So 
folgt: 

A 

(78) 

und das ist eine Schwingung \ on der Frequenz Vq, deren Amplitude, , 

proportional der Zeit < ist, also in arithmetischer Reihe ziinimmt, 
wie es die Fig. 43 zeigt. 



Erst für i 0 wird die Amplitude unendlich groß, und dann ist die^ 
hösimg unbrauchbar. Dieser Vorgang ist leicht verständlich. Wenn im 
Moment # = 0 die störende Kraft zu wirken anfängt, so beginnt der 
Massenpunkt „anzuschwingen“, wobei er immer mehr Energie von der 
äußeren Kr^ft aufnimmt, imd so steigert er allmählich seine Amplitude 
mul seine eigene Energie, Unendlich große Ampljitude entspricht unend- 
großer Enei^ie des Massenpunktes, und eine solche kann von einer 
e ndlichen äuß^nr Kraft erst in unendlich großer Zeit aufgenommen 
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werden. Um kann dies Ansohwingen ai^h als dk 'Grenzfall der. ßobwe- 
bungen auffassen^da'lür r=^Vo.die Schw 6 bnn©($ner imendlich lang 
' sein a»iß' In der ^Tat kanir man aus Gleichung (77) sofort die letzte Glei- 
chung (78) erhalten. Benn man kann setzen: 

-* ' ro*-»'*=(vo+v)(»'o-v) = 4i'od ; 


also ist nach (77): 

! lim { i— 

4-0 >2»»' 


(®)4= 


A* sin ^ < 




. f •sinvpi, 


da 


also" 


ist. 


lim 


sin d t 
dt 


lim 


8in4 ^ 

“"d ^ 


Diese letzte Formel stimmt also wirklich mit (78) überein. Natür- 
lich haben diese Entwickelungen insofern nur mathematische und keine 
phjsikalische Bedeutung, als unser einfacher Ansatz, daß die Kraft pro- 
pörtional der Elongation aus der Ruhelage ist, nur für kleine Amplituden 
^t. Für große Amplituden können daher die aus den Gleichungen ge- 
zogeb^ Folgerungen nur annühernd zutreffen. 

• . Wir wollen jetzt noch die Lösung eines etwas komplizierteren Problems 
geben, wenn nämüch die äußere Kraft aus zwei harmonischen Schwn- 
gungen von der Frequenz Vj und i '2 besteht. Dann lautet die DifferentiaU 
igU emb iin g nach (57): 

iS,;“'; 


m 


"(fi* 


-h a* ® = A cos »»1 1 -h B cos »j 1 . 


MVie'düese gelöst wird, haben wir im Vorhergehenden ausführlich be- 
Ächem; deshalb genügt es hier, das allgemeine Integral hinzuschteiben 
D sind disponible Konstanten) : 


; i Ä (7 cos 1^0 < + D sin i'o < 4- 


A 

tn 


, * ^ ; 


: COS 


JL 

m 




ver- 


Resultat ließe sich natürlich ohne Schwierigkeit 
r^ gftmftitiern : mM erkennt aus (80) das wichtige Brgphnis, daß in dei 
Zitierenden Schwingung a; nur die Eigenfrequenz v, sowie die Ißre- 
'Lenzen v, qnd v, der störenden Kraft auftreten, daß aber keine neuen 
Frequenzen sich gebildet haben; ferner sind die Amplituden 4et Schnwn' 
gungeh mit den Frequenzen und r, genau die nämliohen,: i^te si*' 
auch «ein würden, wenn die andere^ Sebwingungv^ht./hl® 
wate, Denn z. B. jst der Ktwffiztot 

ude in (78); das.hinzugefägte StÖ*||n|88^i^, 
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gggggfm • • --Hl -Vj t'i •r'-'i ' ■ j »assi^a^asiaqaaaaaasgc;- ■ ‘n, u. ^ ; i , -rj :;,=:ragteEj 

eia n^8 öüe<J Wnzu, ohne die sc^on vorhandenen zä Sndism. Dieses 
einfaolw. ^ultarboruht, .wie wir schon, vorher gesehen^* haben,, -auf der 
aus d« Dinearität der Dleichung folgenden Eigenschaft, daß man die» 
Lösung mit kompliziertem .Störungsglied / (<) durch Superposition der 
Lösung von Gleichungen mit je einem einfachen Störungsglied von der 
Form erhalten kann. Man nennt diese Erscheinung daher 

auch das „-Gesetz von der ungestörten Superposition“ der* 
Schwingungen. In dem Moment,- wo die Differentialgleichung nicht ihehr 
linear ist, hört dieses auf zu gelten. 


,38. Erzwungene Schwingungen mit Berücksichtigung der Dämpfung. 

Unter Einführung einer Eeibungskraft - k erhalten wir nach * 
dem d’Alembertschen Prinzip statt (57) die allgemeinere Gleichung: 

( 81 ) 


X (ix 

dp dt = /(<), 


oder, bei Beschränkung auf eine harmonische Störungs kraft: 


(82) 


m 


d^x 

~di^ 


dx • 


^2 + k -jj -h X A cos I» t , 


ri*' 


oder endlich, indem wir rechts noch das Störungsglied lA sin vt hinzu- 
gefügt denken: 

(®3) m -f k + a^x = A e'". 

Um ein partikuläres Integial von (83) zu finden, setzen wir, genau wih 
vorher, versuchsweise an: 

(®4) X = ße'”', 

wo B eine noch unbestimmte Konstante, dagegen v die fest gegebene 
Frequenz der erzwungenen Schwingung i.st. Das Einsetzen in (83)^ liefert 
die Bestimmungsgleichung für B: 

ß (— m V* -f fc >' t + a*) -= /I , 

oder auch: 

A. 

( 86 ) 


B 


j. a ,.a + ^ 

m 


wobei |/~ wieder gleich Vq, der Eigonfrequenz der ungedämpftöh. 

,8®Mngung, gesetzt ist. Analytisch besteht, wie man d^rch Ver. 
gleich ^t dä a^logen Gleichung (71) erkennt, der EinfluB*des DIjdu]^ 
lun^gji^^ darin, die Konstante ß komplex zu machen. Wi? 'WoÄen 

etwas, utitforipen, indem ‘ wir 

t&V schr^thAn ; 
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«0*— P* ^ (>C08V>, 
k» 


(87) 


Dann hat man für ^ und y>: 

? = + i/k" - ’’’)■ + - 5’ 


kv 

m 

yj — y* 


Dann wird der Nenner von (85): 

Q cos ip + i (> sin xp*^ q e* v ; 
also kann man schreiben: 

( 88 ) 


ß= e-v-, 

m (j 


und das liefert endlicli durch Einsetzen in (84) für das partikuläre In- 
tegral : 

(89) x = 

m ^ 


was durch Abspaltung des reellen Teiles das gesuchte partikuläre Integral 
tinserer Ausgangsgleichung (82) ergibt: 


(90) 


, —coaii’t - f) 

x^~-- cosht- w)^ - 

»»f ^ fr* 




^ \ Wir beschäftigen uns zunächst mit den Phgenscliaften dieses parti- 
kulären Integrals. 

Man erkennt aus (90), daß die erzwungene Schwingung 
dieselbe Frequenz y*hat, wie die störende Kraft, und 
zweitens, daß sie ungedämpft ist. Die Wirkung der äußeren Kraft 
'besteht also darin, einmal die Dämpfung aufzuheben, ein 
zwisites Mal die Eigenfrequenz in v abzuändern. Ander- 
seits macht sich die Dämpfung in dem Auftreten einer Phasenverschiebung 
vom^Betrage y in der erzwungenen Schwingung gegenüber der erzwingen- 
den bemerkbar. Denn nach (87) ist tangy proportional dem BeibungS' 
koeffizienten h Man kann den obigen Bachverhalt unmittelbar erkennen 
durch eine passende Umformung der äußeren Kraft, wobei wir von^der 
Existenz des partikulären Integrals (90) Gebrauch machen. Man kann 
nämlich schreiben: 

^ cos vt ^ 4 cos j(v f — y) + xp\ A cos (i^ t — y) cos y - 4 sin (y • sin ip • 

'Nun ist nach (90): 

A CO» (vi -- Xt 
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und durch Differe^ntiation nach t: 

also kann schließlich die äußere Kraft Acosvt in die Form gebracht 
werden : 

A ± , niQ dx . 

Acosvi- mgx- cos tp 4- ^ j~ sintp. 

Endlich ist nach (80) 

dx 

(91) A Go^vi^m[vQ^ — i/^)a: + 

Die äußere Kraft ist demnach zerlegt in einen Bestandteil, der pro- 
portional dem Abstand x von der Kuhelage ist, also nach Art einer 
elastischen Kraft wirkt, und in einen Summanden proportional der 
Geschwindigkeit, also von der Art einer Reibungskraft, aber anderem 
Vorzeichen. Betrachten wir nun die Gleichung (81), in der die „Kräfte- 
bilanz“ aufgestellt ist, so nimmt diese unter Einführung von (91) fol- 
gen(l(' Gestalt an: 

(92) m X X mv^ X k 

Man sieht zunächst, wie durch den zweiten Summanden der Störungs-^ 
kraft das Reibungsglied gerade aufgehoben wird; ferner wird, wenn man, 

berücksichtigt, daß Vq* ~ — Ist, die ursprüngliche elastische Kraft —a^x 

kompensiert durch ’- niVg^x, und es bleibt als elastische Kraft nur übrig; 
— mv^x^ welches Glied eben die Fi'equenz v (an Stelle von Vq) ergibt. 
Damit ist die Wirkung der äußeren Kraft vollkommen klargestellt. 

Dil* Größe der Amplitude der erzwungenen Schwingung hängt w'esent- 
lich — ähnlich wie ohne Dämpfung — von der Differenz der Frequenzen 
V und ab; Gleichung (90) zeigt, daß im allgemeinen, je geringer diese 
Differenz ist, um so größer die Amplitude des Mitschwingens wird. Doch 

tritt wegen des Zusatzgliedes einerseits niemals — im Gegen- 
satz zu früher — ein unendlicher Wert der Amplitude ein und 
darin besteht eben die Wirkung der Dämpfungskraft ; anderseits be- 
wirkt dieses Zusatzglied, daß das Maximum der Amplitude nicht genau 
dann eintritt, wenn v = Vq ist, weil das Zusatzglied selbst Funktion voar 
ist. Doch sind die Abweichungen im allgemeinen gering. Das Maximum 
der Amplitude tritt offenbar ein, wenn 

(>“|/(V- •-’)’+ 

‘‘in Minmiuiia ist, Differentiieren wir q nach v und setzen deh Differential* 
quotienten gleiÄ Nul^ zur Bestimmung des Maximuäis, so folgt: 
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' Spezielle Bewegu ngen eines subsiantiellen Funkles, 
und für die Eesonanzintensität nach (95) und ( 96)5 


(98) 


Er 


_m 

2 * 


Daraus folgt zunächst t Die Höhe des Eesonanzmaximums ist in beiden 
Fällen um so größer, je kleiner die Dämpfung ist, und zwar ist die Ee- 
sonanzamplitude angenähert umgekehrt proportional der ersten Potenz 
von k, (üe^ Eesonanzintensität streng umgekehrt proportional der zweiten 
Potenz von k. Setzt man in (97) und (98) für einen Moment k = 0, so ^ 
erhält , man das schon aus der vorhergehenden Nummer bekannte Ee- 
sultat, daß dann Eesonanzamplitude sowohl als auch Resonanzintensität , 
unendlich werden. 



Nehmen %vir nun aber eine gegebene Differenz zwischen v und 
sagen wir v*— V q* = z 1, an, so schreiben sich Amplitude und Energie , 
der erzwungenen Schwingung als Funktion von k nach (90) und (96) i 
allgemein so: 

A 
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iaß B und als Funktionen von v upi so Isleinere Werte und ein um so 
■flacheres l^aximum haben, je größer k ist, oder anders ausgedrückt: 
Die'‘ Erscheinung der Besonanz ist um so ausgesprochener, 
je kleiner die Eeibungskraft ist. Bei kleinen Werten von fc kann 
bei genauer Abstimmung die Amplitude noch immer sehr große Werte 
erhalten. In Fig. 44 ist B als l'\mktion von v für verechiedene Werte h 
aufgezeichnet. 

Nunmehr gehen wir zur Bildung des allgemeinen Integials über; 
* zu diesem Zwecke addieren wir zu (90) das allgemeine Integral der freien 
gedämpften Schwingung, das aus den Gleicliungen (43) mit Hilfe zweier 
disponibler Konstanten C und D zusammengesetzt werden kann, und 
wir erhalten so: 

L. i _ ^ ~ » i4 CO*» (i' f — w/) 

(100) a: = e {Ccos j<„l + Dsin 


wenn wir für 2 .'t«o abkürzend Vq schreiben. 
Setzen wir etwa als Anfangsznstand fest: 

( a: = 0, 

(101) für« = 0^j;_ 

• [dt ~ 


so folgt zur Bestimmung der Konstanten: 


(102) 


m 


Daraus ergibt sich: 


(103) 


I C = - 

I D 


A COS V' 
m V 
A 


m(iVo [ 2m 

Slifc^^diesen Werten wird aus (100): 


_.{_.^_co8V/-.'sin^.) 




<104) 


X 


— * f r 

|cos(*'t- V') + e |-cosP,f-co8V' 

sin ^ t • cosV'] ) • 


- Nehmen wir speziell den Fall, daß k sehr klein und 5, nahe^an 
liegt, so ist ungefähr gleich 1, das Glied mit dem Faktor 2m}, 

' tmgeaäbert zu vernachlässigen, und für eine größere Zahl von Schwin- 

*^^gnngen ist e~ von 1 wenig verschieden. Mili diesen' Veremfachtthgen 

[ . Ä. 1 

|io^ *“ co8(Faf -“i^»)], 
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und da endlich, wenn ist, \p nach (87) ungefähr gleich Jiß ist, so 

ist noch einfacher: 

(106) a; = ™[8invf — e 

])a für kleine Zeiten, wie wir schon wissen, e 2 »« ^ nur wenig von I 
abweicht, so haben wir praktisch zu Anfang: sin vf — sin und das 
gibt wieder zu Schwebungen Veranlassung, die in dem Maße verklingen, 
als mit wachsender Zeit der Exponcntialfaktor kleiner und kleiner^wird. 
Nach Ablauf hinreichender Zeit sind alk* mit demselben behafteten Glieder 
verschwunden, und es bleibt dann nur noch die erzwungene Schwingung 
übrig; die den Anschluß an den Anfangszustand vermittelnden Eigen- 
schwingungen sind abgeklungen, der Einfluß des Anfangszustandes auf 
den Vorgang ist damit erloschen. 

Für manche Fälle ist wieder zu beachten, daß der Eeibungskoeffi- 
zient k keine Konstante ist, sondern unterhalb eines gewissen Minimal- 
wertes der Geschwindigkeit rasch anw'ächst. Dieses Verhalten bringt 
gewisse Abweichungen von dem hier untersuchten idealen Falle mit sich* 


39. Lineare freie Schwingungen von endlicher Amplitude. 

Wir wollen jetzt die Untersuchung der geradlinigen Sch\\ingung 
eines Massenpunktes, die in Nr. 33 ausgeführt wurde, nach einer anderen 
Kichtung hin ergänzen. Es >vurde dort angenommen, daß die Amplitude 
der Schwingung stets klein ww, und deshalb konnte die Kraft gemäß 
d(*r Gleichung (2) und (3) als lineare Funktion von x betrachtet werden. 
Dies ist jedoch nicht mehr zutreffend für größere Amplituden, und man 
muß dann allgemeiner noch die iiöheren Potenzen berücksichtigen; wir 
werden jetzt noch das quadratische Glied beibehalten, also statt (3) 
schreiben, indem wir 0*0 sofort gleich 0 setzen: 

/(a;)«/'(0).a: + ir(0)a:S 

oder : 

(107) / (x) ^ X bx^ , 

Dann liefert das d’Aloinbertsche Prinzip die Sclnvingungsgleichung: 

(108) + a*« d- 6«^ = 0. 

Der Kraftansatz (107) besagt außer der endlichen Größe der Ampli- 
tude auch noch, daß eine tinsymmetrie vorhanden ist. Denn z. B. bei 
positiven x und h sind beide Glieder des Ausdmeks x +bx^ gositivi^ 
Verstärken sich also, während bei negativen x das erste Glied negativ 
wird, während das zweite positiv bleibt: sie schwrichen einander dahn. 
Schwingungen sijnd also unsymmetrisch. ^ 

Im allgemeinen sind die. Werte von h sehr klein; dies wollen wir von 
jetzt ab aü^drlinklifb yoraussetzen^ u darauf beruht die Methode der 
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sogenannten „sukzessiven Approjdmationen^, die wr zui* 
voitrtOS) benutssen werden. Vorweg sefnodbi bemerkt, daß Gl^ohTOg.(108) 
nicht mehr ’linÄr ist; daher können wir zwei Integrale derselben 
nicht meto durch Addition nach Multiplikation mit beliebigen Konstap- 

tbn zum allgemeinen Integral zusammensetzen: Das für lineare Glei- 
chungen geltende Gesetz der ungestörten Superposition 
der Lösungen gilt nicht mehr. 

Wir wollen nun die Lösung ansetzen als Potenzreihe, die nach Po- 
tmizen der kleinen Größe b fortschreitet: 

(109) x = <p,t + Vi^ + + 

-vro natürlich die Größen Funktionen von < sein müssen. Ferner wollen 
yfa z. B. als Anfangsbedingungen festsetzen; 

I 

fllOl fürt = 0 „ 


Nun bilden wir mit (109) die Werte und z*. Das liefert: 

( «P* <P»« , <Pvi 1, , _<PVi 1 

(111) . ^ rfp *’ ’kp ^ 

' I ** “ 9'o* + 2 + + *’*■*■••• • 

^tzt man diese Werte in (108) ein, so folgt: 

" {tF + ‘ S- + •• •}+“‘ ^ 

wenn man nach Potenzen von b ordnet: 

1 -l-b*[m^^*- + o*<ir', + 2g»o9'i] +•••=- 0. 

dteiehung kann, für beliebiges b, nur dadurch befrie^gt werden, 
die Ifoeffizienten jeder Potenz von b einzeln verschwinden. Das 
^ht ^0 folgende Keihe der Gleichungen: 

w ^ » 

^18) + • 
m H- a*(pt + f P» 


^iuigsb^ngm^n 
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114) 


ri«r2 = r3== 

* dq^Q dq^ dq» 

. TT ^ ^ TT “ - 


ü, 

0 . 


' Die erste Gleichung (113) ist uns nun bereits bekannt. Sie ist Men- 
fisch mit der Gleichung (5) für einen mit kleiner Amplitude schwingenden 

Massenpunkt. Das Integral ist also nach (14), wenn wir 

ym . 

setzen: 

(po = A cos v^t + B sin VqI, 


und nach der ersten Anfangsbedingung (114) wird daraus: 

(115) (Pq == c * cos VqI, 

Mit diesem Werte wird die zweite Gleichung (118): 

(116) m -^*1^ 4- = — c-cos^i^^f = — ^ — jCos2v^i, 

Diese kann man aber vereinfachen, indem man das konstante Glied 
rechts fortschafft. Das geschieht durch die Substitution: 

Dann erhält man füi* tpi die einfachere Gleichung: 

(1 18) m + a* V'i == - 

und das ist eine Gleichung vom einfachsten Typus der erzwungenen 
Sclnvingungen, wie wir sic schon in (66) kennen gelernt haben. Das all- 
gemeine Integral ist also: 

c* 

i/Zj » Ccosv^jf 4- DsinvQt 4- -^-C08 2y^f, 

und daraus folgt, mit Hilfe der Beziehung (117) für tp^: 

Vi^^ + 0 < OS vJ + D sin i-, i + - cos 2i-, f , 
und unter Berückachtigung der zweiten Gleichungen (114): 

7 >, » -^{8 — dcosKjt + cos2i',tj. 

Bleibt man b^i diesem Grade der Annäherung stehen, so ist nach (109i 
(115) und (119): • ■ * 

fi cos fo f + -^ {8 - 4 cos i>„ f + cos 2 Kj 

oder: ' ‘ 

(l20)^v■•■' 
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d.h. in der Schwingung iritt jetzt noch die doppelte Schwingungszalil 2vo, 
^öder akustisch gesprochen: neben dem Grundtpn tritt als Ober- 
ton die Oktave auf. 

Bilden wir noch die nächste Annäherung, so ist nach (118), (115) 
und (119): 

+ ==-2y»yi = - -^cosv^tiS - fcosvj + cos2v^t), 


oder entwickelt: 


( 121 ) 


m 






2 c* 


•? c» 


2 c’ 


6 


COS t 


+ t 


6» 

6 a* 




und das ist wieder eine Gleichung für eine erzwungene Schwingung; es 
tritt dann, wie man leicht sehen kann, auch noch das Glied cosdv^t 
auf usw. 

Natürlich hat das ganze hier geschilderte Verfahren nur 
dann Sinn, wenn die Reihe (109) für x, von der in (120) die 
drei ersten Glieder dargestellt sind, konvergent ist; dies 
bedarf jedesmal einer besonderen Untersuchung,^) 


40« Erzwungene Schwingungen mit endlicher Amplitude; Theorie der 
Kombinationstöne. 

^ Eine für die Akustik bedeutsame Erweiterung der Untersuchung 
der voiliergehenden Nummer erhalten wir, wenn wr zu der elastischim 
Kraft — (a*x+&®*) noch äußere periodivsche Kräfte hinzufügen, und 
zwar wollen wir / (f) in der Form annehmon: A cos yt + B cos qt, d. h. 
also, akustisch gesprochen: zwei harmonische Schwingungen 
fvo^ den Frequenzen p und g wirken auf einen schwingenden 
Ha^senpunkt ein und beeinflussen ihn derartig, daß seine 
Amplitude eine endliche Größe anniramt. 

, Statt der. Gleichung (108) erhalten wir daim nach dem d'Alembert- 
«j|hen/ Prinzip die Bew^egungsgleiohung: 

Mm 

« ilcospt + Bcosgt. 

Um in Uieser Gleichung keine überflüssigen Konstanten mitzuseWeppeu 
— uns kommt es hier wesentlich nur auf die Kenntnis der Frequenzen 
a|i, die der schwingende Massenpunkt ausführt — , wollen wir noch durch 
— .1 b ^ wieder ß $ohreiben^J 1 ^^ 

Dani^ haben wir; 


m 


m dividieren und statt 

"'a* ' 

die Frequenz gesetzt wird 


XiHoru, H 47/f. ^rJzhrg* 19^^^^^ 
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( 122 ) % ’jjT + 6a;* »= -4 cospe -f ficosg«. ^ 

Wir wollen wieder nach der Methode der sukzessiven Approximationen 
(len Ansatz machen: 

(123) , X (Pih -\-rp2h^ . 

r 

Damit wird aus (122) folgende Eeihe von Differentialgleichungen er- 
halten, indem wie vorher die zu gleichen Potenzen von h gehörigen Koef- 
fizienten einzeln annulliert werden: 

+ Bcosqt, 

(124) + = 

S- + "»V* + SqPoy, = 0, 


Setzen wir als Anfangsbedingung etwa fest: 

(125) fürt = 0: x = c, ^ = 0, 

SO ergeben sich folgende Anfangsbedingungen für die Funktionen q?: 

I <)t>o(0) = c, q(),(ü)=r9;j(ö) = ... = 0, 

(126) < dq>„ (0) _ d(fi(0) _ _ n 

( dt dt ^ di •••— • 

Die (^rste der Gleichungen (124) ist die einer gewöhnlichen erzwungenen 
Schwingung. Wir können daher nach dem Früheren das allgemeine 
Integral für (p^ sofort anschreiben, wenn C und D willkürliche Konstapten 
sind : 

= C cos ( + D sin r, t + „ j l-„i- cos pt + cos g « , 

woraus mit Eücksicht auf die Anfangsbedingung (126) wird: 

f, = {o--;/zy+ + -^i-<^ospt + cosgt. 

Nim haben wir zwar von dej: Einführung euier Dämpfung Abstand ge- 
nommen; dies würde im wesentlichen den Erfolg gehabt haben^ die : 
Eigenschwingung von der Frequenz Pq mit der Zeit zu beseitigen, ' 
riinfachheit halber Wollen wir aber im folgenden — was durch eine' ge- 
nauere Bechnung bestätigt wird — uns erlauben, das Glied mit cos f 
einfach fortzulassen. Dann hat man; 

^ -^^9 •• 

1Sleichun^.(lÖ4J^; , 
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oder entwickelt: 
(128) 


B^oos^qt ^ABeospioo&qi 
' W “• 9*7 K‘~ P*)K* -3*) 




B* 


d<* 


+ «'o - - 2 (.'o* ~ p')* - g*)* 

B* cos 2g < iAB 


A^eosipt 

2W-P*)* 




l,y (cos (p + g) t + cos (p — g) t} . 


Dies ist nun wieder eine Gleichung für eine erzwungene Schwingung, 
und man erkennt schon ohne Rechnung, daß 99 ^ die Frequenzen 2 p, 
2 g, p +g, p — g enthalten muß, d. h. die Oktaven der ursprünglichen 
Primärtöne p und g, sowie die Summe und die Differenz der 
Frequenzen der Primärtöne. Tatsächlich nimmt das Ohr diese 
Tmie wahr: der „Differenzton“ ist zuerst von Tartini beobachtet 
worden, der „Summationston“ ist zuerst aus der obigen von Helm- 
holtz herrährenden Theorie von diesem erschlossen und dann auch 
von ihm beobachtet worden. 

Wenn man die Annäherung noch weiter treibt, so erhält man aus 
den weiteren Gleichungen (124) u. a. noch folgende Töne: 


(129) • 2p-g, 2g-p, 3p-2g, 3g-2p,... 

die als Differenztöne „höherer Ordnung“ bezeichnet werden und tat- 
sächlich auch beobachtet worden sind. 

Ke oben dsurgelegte Helmholtzsche Theorie ist früher heftig be- 
stritten worden; doch ist durch die neueren Versuche von C. Stumpf 
und E. Waetzmann festgestellt, daß der weitaus größte Teil der Folge- 
rung^ der Helmholtzschen Thtwie zntrifft. Dies gilt z. B. für die 
• Amphtuden der Differenz- und Summationstöne, oder wie man zu- 
sammenfas.send sagt, der „Kombinatiönstöne* , hinsichtlich zu den 
Amplituden der Primärtöne. Die ausführliche Rechnung zeigt, daß 
folgende Amplitudenverhältnisse vorliegen. 

Ton j Amplitude ist proportional; 

Primärton p t 

” . * I 

Snmmations- u« Düferoizton p db ^ | 

Büferenzton Ü. Ordnung 2p- q ! 

„ n. .. 29 -p i 


A , 

» 

A-B 

AB^ 

A*B 


: Nun bat speziell Waetzmann gezeigt, daß di« Intensitäten der Difi«»n'/- 
föne ach in der Tat so verhalten, wie die obige Tabelle e» verlaltgt. 

' Daraus kann alllerdiitgA noch nicht de rj^gj bjna auf di'‘ 
Richtigkeit der ;Helml}|>ltz8cfae|t Gleichung werdee; 
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denn es wurde durch den Verfasser gezeigt^), daß alle Gleichuujgen 
von der Form: 

(130) , S' + »'<>*®±2*./j0-^-“^cospt + ßco8gt, 

wo a und ß zwei ganze positive Zahlen mit Einschluß der 
Null sind, Kombinationstöne liefern, und bei ihnen allen 
gehorchen die Amplitudenverhältnisse der obigen Tabelle. 
Es ist also durch die obigen Versuche nur gezeigt, daß die Ursache der 
Kombinationstöne jedenfalls in einer oder mehreren der Gleichungen 
vom Typus (130) zu suchen ist, dem die Helmholtzsche Gleichung (122) 
als Spezialfall angehört, nämlich für a — ß~0. 

Nur ein wichtiger, in der Natur voraussichtlich häufig erfüllter 
Spezialfall sei von (130) hervorgehoben: a = /5 = 1. Dann folgt: 

(131) ± = Acospt+ Bcosgt. 

Darin läßt sich ± 6 als ein Beibungsglied deuten, welches 

dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist und das 
erfahrungsgemäß fast stets vorhanden ist. Da die Reibungskraft der 

Geschwindigkeit stets entgegengesetzt ist, so muß das Glied & 

jedesmal sein Vorzeichen wechseln, wenn die Bewegungs- 
richtung sich umkehrt. Diese Gleichung ergibt mm insofern ein 
anderes Resultat als die Helmholtzsche, als aus ihr folgt, daß die 
Intensität der Kombinationstöne ceteribus paribus um so 
größer ist, je höher die Frequenzen der Primärtöne sind. 
Dies Verhalten. ist mm in einer Arbeit von Waetzmann und Mii^cke^) 
tatsächlich beobachtet worden, so daß in der Tat in manchen Fällen 
die Gleichung (131) der Helmholtzschen vorzuziehen ist. Doch ist 
das letzte Wort in dieser Angelegenheit noch nicht gesprochen. 


41. Bewegung eines substantiellen Punktes auf einem vertikalen Kreise: 
ebenes mathematisches Pendel. 

Wir wollen einem der Schwere unterworfenen substantiellen Punkfe 
die Bedingung auferlegen, daß er auf der Peripherie eines in einer verti- 
kalen Ebene befindlichen Kreises sich bewegen soll. Nehmen wir die- 


0 0. Sohadfer, Ann. d. Phya. 8S, p. 1216, 1010; vgl. auo^ P. A. SchuUl", 
A. a, 0. 84, p. 817. 1911. i , 

^ K Waetzmann u. G. Mücke, Verhandl, d, deutsch. physiki Ges. 1018, 
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vertikal nach oben, die y-Aohse horizontal von links nach rechte, 
so haben w, da x dar^md gleich 0 ist, nach dem d*Afembert<|<^en 
'Pri^pidie Gleichung: • 


(182) ^ m 3y m^yj - 0, 


da Y = 0, Z = — mjf ist. 
w" Dazu tritt nun die Bedingungsgleichung: 


(188) 


j -h j/^ ^ = 0, oder: 

I + ?/djy ==0. 


Wenn wir nach der Vorschrift des d’Alembertschen Prinzips bei be- 
schränkter Bewegungsfreiheit die variierte Form der Bedingungsgleichung 



Fig. 45. 


unbestimmten Faktor Z erweitern und zu (182) addieren, so 
nach dem Früheren das Gleichungspaar: 




ä*z 


m 


d/* 


— i; 2 r -f mff = 0. 


jii^eitem wir, um zu einer Integration zu gelangen, die erste Gleiohui% 
die zweite mit y und subtrahieren, so wird der unbekannte 
Faktor i eliminiert und wir haben: 


HISS) 


• ^ 


ä*z 

-ynT 


9V‘ 


” das £V>lgeQde i<it es prektoofi, ein 

9^) Mg. 0 




i' , ■ , 
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Dann ist offenbar, da der Badiusvektor stets gleiclt B sein nuiS: 

m 1 

I ^ — R COS fp, 

und wenn man die daraus sich ergebenden Werte von und ^ in (135) 
einsetzt, so ergibt sich folgende Gleichung: 

(137 a) + g Rsinif, = it, 

und nach Kürzung durch B: 

(137b) Jj+Asiny, = 0. 

Dieser Fall kann sehr einfach experimentell realisiert werden, wenn 
man einen schweren Massenpunkt an einem möglichst leichten Faden 




A 

Fig. 46. 

von der Länge B befestigt und im Erdfelde schwingen läßt; dieser 
Apparat ist ein sogenanntes mathematisches Pendel und die Differential- 
gleichung der Schwingungen haben wir in (137) vor uns. 

Man kann diese Gleichung auch durch eine direktere Betrachtung 
mit Hilfe des d^Alembertschen Prinzips erhalten. Sei in Fig, 46 
0 der Befestigungspunkt des Pendelfadens von der Länge B; P die augen-^ ' 
blickliche Stellung des Massenpunktes. % 

Im Punk^ P greift dann die Kraft PA ——mg an ; diese zerlege wjbci 

I^c^ponente PA' senkrecht m OP und PA" pj^rallel 
*Dieöe letzteW Komponente wird vernichtet durch die BedingungsgleicH nn ^ 
daß der substantielle ]punkt die Kreisperipherie nicht 

dur<3h die Spannunj^-^^J^^ 
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Nach dem d’Alembertsohen Prinzip wird dieser Kraft das Gleich- 
gewicht gehalteQ durch die tangentiale I^omponente — der Träg- 
heitsfcraft§ die z. B, nach (68 b) des 11. Kap. auf pag, 106 den Wert 

— hat, da hier B = Const. ist; also ist: 

mg sin (f mR =» 0, 

und das ist wieder die Gleichung (137). 

Wir behandeln zunächst den Fall unendlich kleiner Pendelschwin- 
gungen; d. h. wir nehmen <p so klein an, daß sin (p durch (p ersetzt werden 
darf. Dann folgt statt (137): 

(138) + 


die sich somit als von der Form der gewöhnlichen Bchwingungsgleichung 
eines substantiellen Punktes herausstellt. Die allgemeine Lösung ist 
folglich mit zw^ei willkürlichen Konstanten A und B: 


(139) ^p = ^co8|/-|.« + ßsm|/-» <, 
also ist die Schwingungsdauer TqI 

(140) . r„ = 25r|/|. 

' Da hian Schwingungsdauern sehr genau messen kann, so bildet die 
Beobachtung von Pendelschwingungen nach (140) eine ausgezeichnete 
Methode, um y zu bestimmen. Es hat sich dabei herausgestellt, 
daß g eine Funktion der geographischen Breite ist. Wir 
werden auf die Erklärung dieser Erscheinung in Nr. 44 
eingehen. 

> Es handelt sich nun um die Frage, wie genau diese Annäherung ist; 
Um dies zu beantworten, kömite*man folgendermaßen verfahren. Wir 
e^jtwiekeln sin<jp in die bekannte nach (p fortschreitende Potenzreihe: 


S^zt man dies in (137) ein, so folgt: 


ind diese nicht lineare Gleichung könnte nach der Methode der sukzes- 
siven Approximationen ohne Schwierigkeit Ijehandelt werden. . Der 
Vergleich mit der angenäherten Lösung (189) hrgäbe dann das Kriterium 
für die Brauchbarkeit der letzteren. , 

wollen jedoch die Gleichung (IS’D ^mit voller Allgemeinheit 
behahdelm. Multipliziert man (187 a) mit so kanm diese Fcirmel ' 
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alsd; 


Ti )-»»<)'« -ii 

■ [Ti] -”<■9^ cos ff] = 0> 


d 

dt 


also der Klammer ausdruck selbst konstant. Diese Gleichung 
spricht offenbar das Energieprinzip aus, denn | ist gleich de^»^ 

kinetischen, — m^Bcos^? gleich der potentiellen Energie, und deren 
Summe ist nach der letzten Gleichung eine Konstante. 

Es sei etwa zur Zeit f = 0 der Winkel (p und die Geschwindig- 
keit Co= ® (4t ) ’ letzten Gleichung: 

Y ( il) - H = Y “ Ä ' 

oder auch : 

(142) = ± |/-g- - -/ cos cos (f , 

oder endlich: 

(142a) B - — ± -- 2gR cos 9 ?^ -f- 2g R cos (f > . 


Jetzt sind zwei Fälle voneinander zu treimen: es kann sich ereignen, daß 
zu gewissen Zeiten B^t ' Geschwindigkeit, 0 wird: in diesem 

Falle haben wir es mit einer hin und her schwingenden 
Bewegung zu tun; oder aber die Geschwindigkeit ist zu allen Zeiten 
von 0 verschieden: in diesem letzteren Palle durchläuft der 
Massenpunkt — mit allerdings variabler, aber nie ver- 
schwindender Geschwindigkeit — den vertikalen Kreis stets 
in einer Bichtung. 

Wir behandeln zunächst den ersten Pall, nehmen also 
etwa an, daß bei dem Winkel 9 :^ die Geschwindigkeit c = Cq “ O^wnrd. 
Dann ist statt (142a): 

B ^ j- = ± ^ cos «jp - 2 s( K cos tpo , 

oder indem cos 9 ? == 1 “- 2 sin*Y» hnd ontsprochond für cos 9 ;o gesetzt 
wird: 

B =• ± f47:B ■ |/ sin* ( 7 -) - sin* (| ) , 

und endlich: 

|/|.W. = ±j/si„*(.^'L)- 8 in*(|). 

Setzen wir noch den echten Bruch 

‘ 9in»(-f)=Ä*(<l), 
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s<r «rhalt maa für die l^kelgesohwmdigkeit aus der letzten Glei- 
ohung: 

(HS) ' 

und ferner durch Trennung der Variabein; 

t 

(144) 

die integriert liefert: 

1145) 


df = ± - — 


'(I) 





Hier wird es zweckmäßig, eine neue Variable einzuführen durch die 
Gleichung: 

( 14 g) fcsin i/' = sin-l-i 

dann .wird der Nenner ; 

ferner: 


j/fc» - sin* = fc cos v», 

j(<p\ ü? CO» y J y . 

“ l’z / “ i^-1»7m'y ’ 


^sJsp kann das Integral (145) geschrieben werden: 

V’* 

9 nd für die Geschwindigkeit wird nach (143): 


J* = ± yfc*(l - ““V) =» ± k cm 

g dt * ' 


Dal'W der rechten Seite von (147) auftretende Integral läßt sich nicht 
iMf die bekannten elementaren Funktionen zurückführen, es ist viel- 
ein „elliptisches Integral". Führt man die gebrftuchüohe Be- 
zeichnung ein, die andeutct, daß das Integral Funktion seine» oberen 
Grenze oder „Amplitude“ und des „Moduls fe ist: 

l'"» /?! 

r 0 

4o ^147) offenbar geschrieben werden: 

nöOk l/4f*«±fjP(feW*“ 


J Vl - l^mu*w • 
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Man nennt das, Integral (149) ein „^Hiptisohes Inlegräl erster 
Gattung in der Legendreschen Normalform“. , Man sieht sofort 
aus (149), daß * 

(151) F[k, 0) = 0 

ist. 

Las Integral ferner' 


(152) 




das nur noch Funktion des Moduls fc ist, nennt man das „vollständige 
elliptische Integral erster Gattung.“ Für die elliptischen Inte- 
grale F{k,<p) und K{k) liegen Tabellen vor, die Legendre in seinen 
„Exercises du calcul intdgral“; Bd. III, 1816 berechnet hat; sie sind 
abgedruckt in dem Tabellenwerk von Jahnke und Emde*), S. 54, 
woselbst auch dtr Verlauf des Integrals F als Punktion von Modul fe 
und .\mplitude tp graphisch dargestellt ist. Aus diesen Tabellen 
kann man zu jedem Werte ip, also auch zu jedem Werte <p, 
mit Hilfe der Gleichung (150) die zugehörige Zeit finden. 
Man kann also insbesondere die Schwingungsdauer T feststellen, wozu 
wir jetzt übergehen wollen. 

Wir wollen zunächst die Zeit bestimmen, die verfließt, bis der 
substantielle Punkt, der zur Zeit 0 in der festgesetzten Anfangslage 
ist, seine tiefste Lage (p-=0 erreicht hat. Dann ist nach (146) sin «p = 0, 
und so folgt aus (150) mit Eücksicht auf (151): 

|/^fo=TF’(fc,. /•<,). 

Da <0 > 0 sein muß, und F (fe, ebenfalls > 0 ist, wenn, ■wie wir voraus- 
setzen wollen im Einklang mit Fig. 46, daß also auch Vo > 0 ist, 
so haben wir in (150) das negative Vorzeichen zu wählen; also ist definitiv: 


(153) 



’a 


Von dieser Zeit ^ an wollen wir die Schwingungsdauer T rechnen; man 
kann (158) benutzen, um dio Punktion F {k, ^o), die den Anfangszustand * 
enthält, zu eliminieren; denn durch Kombination mit (150) (mit dein 
negativen Vorzeichen) folgt: 


t-t, ]/jF{k,t). 

Von der tiefsten Stelle steigt der Massenpunkt in die Höhe (sag^ 
am fbderto, nach 'links, wenn wir 9J0 > 0 
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nehmen,’ wie ei^ der Fig. 46 entspricht), bis die Geschwindigkeit 
-^=0 geworden ist. Nach (143) ist dann fc^—sin^ oder nach (146) 

fc* = fc*sin*y, also siny ~ ± 1. Hierbei ist das Zeichen — ■ zu wählen, 
da jetzt nach der vorhergehenden Festsetzung (p und tp negativ sind. 

Also kommt der Punkt zur Euhe zu einer Zeit für die ^ 
ist. Also hat man nach (154): 

<i = <,-|/|F(fc, -1-), 

oder nach der Definition der Punktion F gemäß Gleichiing (149) unter 
Beachtung von (152): 

<1 = «. + |/f 1=’ (fc> + f) = <« + |/f A' (fe) , 

oder: man erhält für die zwischen dem tiefsten und dem höchsten Punkte 
verflossene Zeit: 

(155) 

Die diesem Viertel des Weges einer ganzen Schwingung entsprechende 
Zeit ist ein Viertel der ganzen Schwingungsdauer, also haben wir: 

(156) T = 4«,-g = 4|/-^A’(/t), 

^ womit T bestimmt ist. Wir können durch Entwicklung des K {k) dar- 
stellenden Integrals (152) einen beliebig gcmauen Wert für T finden. 
Es isVoffenbar: 




K(k) = ßl 

0 

ft 

2 

“ ^ j kf^ 8in<* j/^l . 


;Die(^ Beihe ist, da fc siny; <0 ist, konvergent und zwar absolut kon- 
vergent, da auch die Beihe der absoluten Werte konvergiert. Indem 
m^ die Integration gliedweise ausführt, erhält man nach elementaren 
Bechnungen: 


(167) K(«.iji+(i)v+(|fi)v+(-!^;--:l)»-+...j, 


ailso ist schließlich die Schwingungsdaacr bei endlicher Amplitude fg, 
wenn für fc* sein Wert sin*^-^j substituiert -wird; , 


tt58) T-.2®l/4ä + 
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Das ist die gewünschte genaue Formel für die Schwingungsdatier, die 
für sehr Jileine Amplituden in unsere alte Formel (J40) übergeht. Nehmen 
wir einen Ausschlagswinkel von 1 ® an, so ist: 

.sin (1®) - 0,0175; sin« (1®) - 0,0003; sin^ (1®) = 0,00000009 ; 

also ist die Schwingungsdauer nach (158) und (140): 

r = Tojl + 0,000075 + 0,000000021 . 

Daraus ergibt sich: Für eine Amplitude von einem Grade beträgt die 
Abweichung von T gegen den Wert Tq der Gleichung (140) etwa '/13000 
und bei einem Ausschlagswinkel von 5 Grad nicht mehr als Vzooo- 

Wir haben jetzt noch den zweiten Fall zu erledigen, in dem die 
Geschwindigkeit nie zu 0 abnimmt. Sie ist ein Minimum offenbar dann, 
wenn der Punkt gerade am Scheitelpunkt des Kreises sich befindet, 
ein Maximum, wenn der substantielle Punkt gerade die tiefste Lage 
^ r= 0 passiert; denn im ersten Falle ist die potentielle Energie ein 
Maximum, im zweiten ein Minimum. Wir gehen aus von der Glei- 
chung (142): 

(159) cos <)?o+ y cos 95 = Const. + cos 9 p, 

WO (fQtCQ irgend zwei zusammengehörige Werte von Ausschlag und Ge- 
schwindigkeit sind. 

Das Minimum der Geschwindigkeit haben nach dem Obigen 
für 9 ? = TT, das Maximum für 99 0 ; für diese beiden Werte ist nach (159): 


(159.) ('£);. Cst-.y, 

(169b) (-'5y|‘-Coiist+ y. 

also : 



womit die Konstante eliminiert ist. Wir köimen nun (159) schreiben: 

oder endlich: 

(161) 

l^uu ist nach Vpraussetzung 0» ‘‘^so die Konstante, die i|i ruMeiet 

Gleichung, vorkpnimt, nach (159a) größer als mithin der 


(4f)' +x) 


Const. + “ 
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Const. -f 


Sdtzen wir diesen Bruch gleich fc*, so haben wir: 
Nach Definition von fc* ist : 


Const. + 


2gf 4 g J 


aiüo schließlich: 




oaer : 

' Setzen wir fest, daß der Kreis im positiven Sinne durchlaufen werden soll, 
so ist -■ >0; also ist auch rechts das +.Zeichen zu wählen. Also: 


li/iL 

hV B 


f. 


.oder, wenn wir <p„ d. h. den AusscUag für t = 0, gleich 0 setzen: 




1 t/a 


kV R 




■= +F 


(fc- I) 


dieser Gleichung besitzen wir die Lösung, indem wir für jedes y das 
i^&iörige t aus den zitierten Tabellen finden können. Wollen w* nun 
^^^irisäkehrt, was mechanisch das Gewöhnlichere ist, tp als Funktion von ( 
8° Funktion (162) umzukehren; man erhält 

llwhi^ ^ (-f) die „Amplitude“ des Integrals genannt wird: 

^ 9» » 2 ampL (j |/ J «) - 2 an» ^ ]/ Ä 

^iji^.für die Amplitude das übliche Funktionszeiohen „am“ gebracht iat. 
" BÜr^fee Umlaufzeit T findet man aus ( 162 a), indem man ip 




..’v - yf? 
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1 ’T-’r-r’-i'-i— fir- i i i ' i i i ■ , r.tgraffa&v: 

oder mit Btioksioht auf die Reihenentwicklung (153): 


(164) 




Damit ist auch dieser Fall vollkommen erledigt. Die Verbindung zwischäh 
dieseni und dem Fall der schwingenden Bewegung stellt der Spezialfall, 
her, daß die Winkelgeschwindigkeit für cp d. h. für den Scheitel- 
punkt des Kreises gleich 0 wird; dann ist A: ^ 1 . In diesem Falle nähert 
sich der Massenpunkt mit stets abnehmender Geschwindigkeit dem 
Scheitel, ohne ihn jemals zu erreichen: die nach (164) berechnete Größe T' 
wird dann unendlich. 


42« Bewegung eines substantiellen Punktes auf einer Kugeliläche; 
räumliches Pendel. 

Viel komplizierter als der eben behandelte ist der Fall, wenn ein 
substantieller Punkt sich auf einer Kugelfläche bewegen muß, wenn 
also die Pendel bewegung eine räumliche ist. Wir wollen nur den Spezial- 
fall der kleinen Schwingungen des räumlichen Pendels näher unter- 
suchen, der uns eine Vorbereitung für die nachher zu behandelnde Theorie 
des Foucaultschen Pondeiversuches liefern wird. 

Das Koordinatensystem befinde sich im Mittelpunkt der Kugel- ' 
fläche vom Radius B; die positive Achse sei vertikal nach oben ge- 
gerichtet, dann ist: 

X - y - 0, Z - -mg. 

Das d’Alembertsche Prinzip liefert also die Gleichung: 

(165) (wgi + Sz - 0, 

wozu die Gleichung der Kugelfläche hinzu tritt: 

I a;* -f y* + 2 :* - B® = 0 , oder 
1 xöx + yby + zbz , 

Erweitert man die variierte Form der Bedingungsgleichung mit einem 
unbestimmten Faktor X und addiert sie zu (165), so folgen in bekannter 
Weise die Bewegungsgleichungen: 
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3| 

der Sd^wingungen werden wir erst an einer späteren Stelle ein- 
führen. , 

iann aus (167) zwei andere Gleichungen ableithn,^ die eine 
^malige Integration gestatten. Zunächst erweitern wir dieselben resp, 
mit-^» addieren sie. Dann folgt sofort: 


in 




d X d^y dH 

~dT ~dfi Tf - d ¥ d t dt^ 

_ A [a: 4f- + 2 / 4f- + z-^t] * “ 


oder, da wegen (166) 


ist: 


d X 

di 


r + J/ 


dy 


dz 


dt d* “ ® 


Wl endlich: 


wo Ä eine Konstante bedeutet. Dies ist die Gleichung der Energie: 
der Term in eckigen Klammem ist die kinetische, myt die potentielle 
Energie; ihre Summe ist konstant. Dividieren wir durch den über- 
flüssigen Faktor ^ (168), wenn wir für die Geschwindigkeit c 


(iw) 


+ 2 gz ^ A . 


lu dieser Gleichung ist — darin besteht eben ihr Vorteil — die un- 
bekannte Funktion . >l fortgefallen. Eine zweite derartige Gleichung er- 
’lmten wir durch Erweiterung der ersten Gleichung (167) mit der 
^Sweiteu mit x und darauffolgende Subtraktion. Das ergibt sofort: 


öd^ integriert: 
(170) 



1** 

dfi 


« 0 , 


dt y dt 


B, 


wo B eine zweite Konstante bedeutet. Auch diese Gleichung bat eine 
einfache Bedeutung, auf die wir nachher eingehen wollen. 

' Jetzt ist es zweckmäßig, räumliche Polarkoördinaten (i^^» ^) 
einzuführen, die der Fig. 18 auf pag. 28 entsprechen: 

X = B sin ö' • cos 9 , 
ü = Bsini^'sin^, 

2 =3 Beos d'. 

Dfflxüt verteil, m» man in Imchter .Becbn^ (}69) niid (170): 



159 


Spezielle Bewegungen eines substantiellen Punktes, 

(171) (4f) +«*““*^(4!)’+ 

(172) B. 

Li dieser Form ist die Bedeutung der Gleichung (172) besonders leicht 
zu erkennen. Bsin^ ist die Projektion des Radiusvektors B auf die 
X j/-Ebene. Diese Projektion nennen wir der Kürze wegen r. Dann 

ist dieser Projektion in der a; t^-Ebene pro Zeiteinheit 

überstrichene Fläche, die nach (172) konstant ist, oder anders aus* 
gedrückt: die von der Projektion des Radiusvektors auf die 
a; {/-Ebene überstrichene Fläche ist proportional der Zeit; 
dieser Satz ist identisch mit dem zweiten Keplerschen Gesetz und wird 
der „Flächensatz“ genannt. 

Die Konstanten A und B wollen wir noch durch die Anfangsbedin- 
gungen ausdrücken. Nehmen wir etwa der Einfachheit halber an, die 
Anfangsgeschwindigkeit sei horizontal gerichtet, sei gleich c» und habe 
die Komponenten «o,®o. während »o =0 sei. Ferner sei für t = 0: 

, . = '9'o , dagegen fo—O. 

Dann ist offenbar: 


(173) 


A =c„*-|- 2gfBcosi>,, 

B = Bsin.I^.u^ = B®siQ*.9-j 


Nun wollen wir die Vereinfachung eintreten lassen, daß die Schwin- 
gungen klein sind, d. h. daß der Winkel ^ von n nur um einen so kleinen 
Winkel Ö abweicht, daß wir schreiben können: 


sin S = d . 

* 1 

cosd = 1 — 


also da i9' = zj 
(174) 


■ d ist, folgt für 

sin S-'^n — «9-, 


I 




wir nun vorhin B sin gesetzt haben, so ist auch B {ti — 
dies wollen wir als die eine Variable in (171) und (172) einführen, 
lan erhält in elementarer Eeclmung: 

^0 r# = B gju B (zr — /?■,) gesetzt ist, und: 


( 176 ) 


B 


* 


roCo. 


' CrfT/«- 

. der letzten Gleichung leicht folgendes: Ist B^O, 
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d. h. entweder Tq oder gleich 0 , so ist *>»0,talso <p—C<mt; also, 

da ^0 ist, ist 9 stets gleich 0 . Die Bewegung ist däbn alsa 
eine ebene, und zwar in der «^-Ebene, und wir erhalten- 
^den Pall der vorigen Nummer. 

Die beiden Gleichungen (175) und (176) gestatten nun eine voll- 
ständige Integration. Aus der letzten folgt: 

^dt “ r* 


{Setzt man diesen Wert in (175) ein, so haben wir eine Differential- 
gleichung für r allein, nämlich: 


oder: 






"oder endlich: 


(177) 

1 

/Idt- - 

]/-T*+ + rjj f» - 


I^r unter der Wurzel .stehende Ausdruck ist nur brauchbar, solange 
positiv ist, denn nur dann ist die rechte Seite reell. Um den Be- 
lÄch d^r r-Werte festzustellen, in dem dies der Fall ist, müssen wir also 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung bestimmen: 



findet für r* die beiden W'erte a* und ß^: 






+ ro 


ji- 

i~g 

iTrJc*' 


düdger^hnet: 


1 


}i\m ist ferner leicht zu sehen, daß für r 0 der Wurzelausdruck in (177) 
negativ, nämlich ^eioh — — - ist; er bl^bt negativ, bis jsr zuni 
ersten Mäle, etwa für r* = r|* « a* Null wirdi bleibt dann p<w^iv> 

zweiten Male für f* »» jj* Null “ wird, uin dfiwÄ-^üerntl 
$e^tiv zu werden. Bezeichnend den Atnrdrnck kur^ 

muwir nach dieser ^ 
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/. ^(»^<0, für 0 

(179) ' ■J’(r’)>0, für 

F(/S‘)-0, 

. iJ’(r*)<0, für /?* g r’ ^ CX3 . 

Die Kg. 47 stellt das Verhalten von F{r^) qualitativ dar. 


F(r') 



Fig. 47. 


Es muß also in Gleichung (177) r® stets zwischen dem Werte und 

g 

Tf? bleiben* Die Gleichung r* = Const. stellt nun auf der Kugel offenbar 
einen horizontalen Breitenkreis dar; dann folgt also das Beaultat, daß 



Fig. 48. 


Punkt stets innerhalb zweier Bi 
und öoJ^^^^aingesohloaaeÄ, 
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, _ — ^ CT 

]d unserer Darstellung in Kg. 48 ist angenommen, daß Co |/y < sei ; 

das hängt, wie man sieht, oeteris paribus von der Anfangsgeschwindig- 
keit e, ab, die dem Punkte erteilt worden ist. 

Da r = B (?r — ^) ist, und r zwischen und schwankt, so ist der 
'AnssoUagswiiikel ti — ~ 5 dadurch ebenfalls vollkommen bestimmt. 

Die Ausweichimg des räumlichen Pendels von der Vertikalen schwankt 
zwischen den Winkeln: 


.(180) 





beständig hin und her, ohne jemals diese Grenze überschreiten zu können. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun Gleichung (177) etwas 
umformen. Wir schreiben den W^urzelausdruck F(r^) zunächst in folgender 
W^eise * 

F(r^) = - r* + (r,2 + r^*) r* - fi* , 


und daraus folgt leicht: 

( 181 ) = 

^ bann setzen wir den Ausdruck: 

( 182 ) r» - = j{rr--r^ü, 

WO ü eine neue Variable bedeutet; es ist also: 

(182a) 4fdr «(fj*- 

Damit wird die zu integrierende Gleichung (177): 

yrtir.’ 

Um das Vorzeichen zu bestimmen, müssen wir bedenken, daß zur Zeit 
«Soll r = ro ist. Nun ist nach unserer Annahme, die auch unser) 
Zdcbhung 48 entspricht, der größte Breitenkreis, der in der Bey^ni;4 
„ des ''jl^ktes auftreten kann. Es wird ' also im nächsten Augenblu l 

V ahnehmen, also -^<0 sein. Da dü proportional dr ist, aber naoli 

(l^a) das entgegengesetzte Vorzeichen hat und die linke ^te d“' 
letzten Gleichung größer als Null ist, so müssen tir rechts d« l^aeich' •' 
■^pft htiye n,* damit auch sie gijößer als Null adsfällt. Also ist '^idghi^'r!' 

’hfi« f Qi/H A'iwa • 
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was integriert sofort liefert: 

2|/^ f + Const » arcsin U = arc sin . 

Für t — 0 wird r also haben wir zur Bestimmung der Konstanten, 
da == Tq ist: 


Const s= arc sin (— 1) s= — ~ ; 

2 


arc sin — — 

r,* — rJ 


folglich ergibt sich: 
oder : 

(184) =. + ain [2 j/| f - " j cob2|/|«. 

Berücksichtigt man, daß 

cos 2 l/j- < = cos“ j /^- 1 - sin* |/ 1 1 
ist, so erhält man schließlich für den Wert: 

(185) _ r*= r 2 *cos*|/|-t + r|*8in*|/^<, 

woraus hervorgoht, daß r* periodisch und zwar mit der Periode ?r |/y 

ist. Mit (186) ist schließlich auch der Winkel d" als Funktion der Zeit 
bestimmt, da r = JB (ti — if) ist; es folgt also: 

(185a) (jt — fj* cos* j/j- 1 + »"i* sin* |/^ <J • 

Setzt man den in (185) erhaltenen Wert von r* in Gleichung (176) ein, 
so folgt: 

(186) d 9? - _ -^«5-1' , 

fj* cos* |/;|- < + r,’ sin* j/ ( 

und <liese Gleichung läßt sich integrieren mit Hilfe der Substitution: 

(187) tang|/j/=F, 
woraus folgt: 


Vi 


dl 


Also wird (186): 


.d<P 


008^ 




==dV. 
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oder int^iert: ^ 

y + Const = ^ |/f arcte^g [-^f] , 

oder, wenn wir für fi,r2, V die Werte einsetzen: 

q> + Const = arc tang [-^ [/y j/j" *] ' 

and da zur Zeit Null (p = (po sein soll, folgt für die Konstante der 
Wert Null, so daß wir endgültig haben: 


<p = arc tang [-^ j/y tang |/f f| , 

tangy = ^|/ftaDg|/|-t. 


*(»88a), 

oder: 

M188b) 

■ 

Gleichung (188a) erlaubt, die Werte sin 9? und cos 9? zu bestimmen; 
man erhält dafür offenbar: 


(189) 


i2.l/£twig 

8 i„y=. y: ? 


it 


COS(f 


_ 1 

|/t+^"-teng*|7|- 


nün X —rcos<p,y =r$m<p ist, so gewirmt man aus (185) * und y 
Punktion von t, und durch Elimination der Zeit schließlich die Bato, 
rfie diö Projektion des substantiellen Punktes in der x y-Ebene beschreibt. 
Wir erhalten durch Multiplikation von (185) mit resp. cos* 91 und 



t, 


' d. ^. die Pröjeklion der Bahn auf die * jf-Ebene ein^' 

JEliipse, deren Halbachsen 

^Me Undaufzei^^T, betrat nach (190) gftenb«;' 


sin’dav?<^u 

0 . 
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also übereinstimmend was für kleine Amplituden zu^eg^^arten war — 
mit der SchwingiingsdauSr des ebenen Pendels gleichfalls für kleine 
Amplituden. ^ 

Damit ist die kleine Bewegung des räumlichen Pendels vollkommen 
bestimmt; die weitere Spezialdiskussion kann dem Leser überlassen 
werden. Wir gehen jetzt über zur Untersuchung des sogenannten Fou- 
caultschen Pendelversuches in einem besonders einfachen Palle. 


48. Der Foucaultsche Pendelversuch. 

Wir Wüllen jetzt das Experiment mit der Theorie v(*rgleichen. Zu 
diesem Zwecke begeben wir uns auf den Nordpol der Erde (was ja jetzt 
möglich ist) und lassen dort ein Pendel schwingen. Wir gehen ihm keine 
Anfangsgeschwindigkeit (Cq— 0). sondern eine Elongation parallel 
der a*- Achse, d., h. iTo - r^, 2/o — Ö oder Dann muß nach der 

oben auseinandergesetzten Theorie das Pendel ebene Schwingungen in der 



, Pig.49. 


aJ^-Ebene ausführen; denn die Konstante B der Gleichung (176) ist 
dann Null, also der Winkel tp dauernd gleich Null Man beobaclrtet 
aber bei sorgfältiger Anordnung des Versuches etwas andetes: 
Iliö Ebene der Pendelschwingungen dreht sich aus der>4i?4 
Ebene heraus und durchläuft mit gleichmäßiger 
geschwindigkeit alle Biohtungen der Windrose in unge|ftte 
24 Stunden; der Fehler dieser Angabe beträgt nach den 
^^^genytoiv Käberlingh Onn^ etwa 7 Minuten; qack 
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Nehmen wir etwÄ, um die Ideen zu fixieren^ an, die positive ai-Bichtung 
sei nach Osten^ die positive y-Bichtung nach Norden gerichtet, die Äf- Achse 
Ygrtikal nach oben, wie es 'die Pig. 49 zeigt,, so erfolgt die Drehung der 
PWdelebene am Nordpol der Erde in der Bichtung des Pfeiles, also von 
Osten über Süden nach Westen. 

« Die Winkelgeschwindigkeit co, mit der die Pendelebene sich dreht, 
hat nach den obigen Angaben ungefähr den Wert: 


( 193 ) 


0) SS 


2n 

86400 


sec 


ist also eine außerordentlich kleine Größe. 

Was lehrt nun diese Beobachtung, die zuerst von L4on Foucault 
im Jahre 1850 gemacht worden ist? Ist die Theorie falsch? Das würde 
bedeuten, daß die Gleichungen der Mechanik unrichtig wären. Zu dieser 
Annahme wird man sich angesichts der vielen glänzenden Erfolge der- 
selben schwer entschließen können. Halten wir die Gleichungen der 
Mechanik aber fest, so ist nur ein anderer Ausweg möglich: was wir 
beobachten, ist ja eine relative Drehung von Erde und Pendelebene, 
Nun führt die Annahme, daß die Erde mht, die Pendelebene sich dreht, 
zu dem Widerspruch gegen die Gleichungen der Mechanik; es bleibt 
also noch rein kinematisch die Möglichkeit offen, anzunehmen, daß 
die Pendelebene ruht und die Erde sich mit der entgegen- 
gesetzten Winkelgeschwindigkeit von Westen über Süden 
nach Osten dreht. Die Begriffe Buhe und Bewegung sind hierbei 
natürlich in bezug auf das noch unbekannte Fundamentalsystcm der 
,I)ynamik zu verstehen. Bei der ersten Aufftissung (ruhende Erde) ist 
also ein in der Erde befestigtes Koordinatensystem als Pundamental- 
system angenommen, aber diese Annahme hat sich als unmöglich er- 
wiesen, bei der zweiten dagegen nicht. Stellen wir uns auf diesen letzteren 
Standpunkt, so ist eine Möglichkeit vorhanden, die Abweichungen des 
Experimentes von der Theorie zu erklären; denn die Bewegungsgleichungen 
4er Mechanik gelten nicht für ein System, welches relativ zum Pundamental- 
^ystem rotiert. Vielmehr haben wir, wenn die ^-Aclise, wie hier, di(‘ 
Jlotationsachse'ist, die Gleichungen (22) des II. Kapitels auf pag. 85 
i^^wenden, wobei wir aber hier durch die Buchstaben j/,: 

ersetzen wollen. 

Welchwi Anhaltspunkt gibt nun der Foucaultsche Pendelversnch 
zur Bestimmung des Pundamentalsystems ? Das ist sicher: von dem 
Fundamentalsystem aus betrachtet, darf die Botation der Pendelebern* 
tucht stattfinden, oder anders ausgedrückt; relativ zur Erde muß dn^ 
3(fcndamentalsystem in derselben Weise rotieren, wie die Pendelebeiit 
beim Foucaultschen Pendelversucb. Ein solches System erhalten wir 
folgendermaßen: Als Koordinatenanfangsptqikt halten wir den Erd' 
mittel^nkt, als z-Achse die Erdachse fest. Senkrecht zu der^etzterm 
durcii dm Erdmittelpunkt legen wir die Äquatorialcbme, die wir 
^;eBbeße wäilfen. In dieser EbeÄe ziehen wir vom Miitelnunkt d( ’ 
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Erde zwei zueinander senkrechte Gerade nach zwei Fixsternen, die als 
X- bzw. t/- Achse derart genommen werden, daß das ganze System rechts- 
händig wird. Gegen dieses System dreht sich die Erde um ihre Achse 
nach Definition der Sekunde in Nr. 2 einmal in 86164 Sekunden, oder 
umgekehrt: dieses System dreht sich scheinbar in 86164 Sekunden von 
Osten .über Süden nach Westen um die Erdachse. Die Zahl 86164 Se- 
kunden stimmt bis auf 4 Minuten mit der Zahl 86400 Sekunden überein, 
ist also innerhalb der auf 7 Minuten geschätzten Fehlergrenze des Fou- 
caultschen Pendelversuches. 

Soweit also die Genauigkeit des Foucaultschen Pendelversuches 
reicht, können wir behaupten, daß ein solches durch die Erdachse und 
den Fixsternhimmel bestimmtes System als Fundamentalsystem brauch- 
bar ist; dagegen ist ein in der Erde festes System nach der obigen Dis- 
kussion mit den Gesetzen der Mechanik nicht verträglich. Wir werden 
auf die Frage des Fundamentalsystems im V. Kapitel noch einmal beim 
Zweikörperproblem und der Planetenbewegung einzugehen haben. Dort 
wird sich zeigen, daß für die Himmelsmechanik auch das hier benützte 
System noch nicht das Fundamentalsystem sein kann. 

Die Gleichungen (22) des II. Kapitels (pag. 85) für einen völlig freien 
Massenpunkt laufen : 


(194) 


X + 2m (0 + m (o^ X — m ? 


Z 


d*z 


die sich durch das Hinzutreten der Coriolis sehen und Zentrifugal- 
(Führungs-)kraft von den gewöhnlichen Gleichungen der Mechanik 
unterscheiden. Nach unseren Festsetzungen ist X F == 0, ^ — mgi. 

Aber der Massenpunkt ist hier nicht frei, sondern gez^mngen, älif einer 
Kugelfläche zu bleiben, also genügen die Koordinaten der Bedingung: 

( oder: 

i Xfix-V zöz — O. 

Infolgedessen können die Gleichungen (194) nicht einzeln für sich gelten, 
sondern nach dem d’Alembertschen Prinzip haben wir die eine Gleichung: 

wob^i die. Verrückungen 6x, dy, dz der zweiten Gleichung (196) zu ge- 
horchen haben, also nicht vollkommen frei sind. Mnltiphziereu wir die 
yarüfüje form der Bedinstunasaleichung (196) mili. einem iinbestimmtm 


( 196 ) 




+ w** 
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Faktor l und addioren sie m (196), so zerf&llt dioientst^dene; Eichung 
in. bekamiter jlfeiso in die drfef ESnzelgleiohungen!)» ’ ‘ 


(197) 




dt 


- ' 
-g+Xz 


de 

d\y 

dV 

d^z 

di^' 


Wir haben nmi zu zeigen, daß diese Gleichungen sich in der Tat mit dem 
Experiment in Übereinstimmung befinden. 

Wir bilden, genau vne in der vorhergehenden Nummer, zwei Glei- 
<jhungen, die den Energiesatz imd den* Flächensatz aussprechen. Durch 

Erweiterung der Gleichungen (197) mit imd Addition er- 

halten wir: 

^±4. 4- i-L - Icr ^ 4- 11 

d^ dt ^ dt* dt ^ dt* dt dt ^ y dt j 

, ^ I dx . dy . dz \ dz ^ 

+^(^Tr+y-dT + "-rff) -y-dT’^ 

^pder, wenn A, eine Konstante bedeutet und die Geschwindigkeit mit 
l^zeichnet wird : 


Dt^;!iBrweiterung der ersten Gleichung mit y, der zweiten mit jc, und 
Subtraktion der ersten von der zweiten liefert: 


dt* 


d^x 

■y-dF 


dx 


,-.2o,{xY~ + y-i 


dy 


9' 


Hd^r» wenn B eine zweite Konstante bezeichnet: 

x ^-y-% + <o{x* + y*)’=^ B. 

P^ebimgen (198) und (199) entsprechen genau den Gleichungen (168) 
f^(16Ö) der vorhergehenden Nummer. 




i .wollen nun die Anfangsbedingungen festsetzen; es sei für 


f =c0: yo--0, x^xt,;z^z^ 


0» 


Co = 0. 


Fegtsetztfng würde im Falle der vorhergehendea Knm* 
ij^er genügt haben, B gleich Null zu machen; hier dagegen 
J(i^^ert der Term {o{x* + y*) ein von Null versehie^liVpa ■ 

: lUiren wir wieder Polmkoordinaten ein und bezchrünken uns a^^ddine 
/S^^tiingangen, so gehen, <198) und (199) in d^ früheren B^iduii^en 
/doi^b leichte Bechuong über in: 
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( 201 ) 




Datei ist fo 4er Wert von r für <== 0, d. nach den 

festgesetzte^ Anfangsbedingungen gleich «qJ d. h. das Argument <p ist 
für f = 0 ebenfalls gleich Null. Diese Gleichungen entsprechen g^au 
den Gleichungen (175) und (176) der vorhergehenden Nummer. 

Wir behandeln nun diese Gleichungen (200) und (201) genau so weiter, 
wie die entsprechenden der vorhergehenden Nummer: wir bilden aus 

(20i) , setzen den Wert in (200) ein, die dann eine Differential- 

gleichung für r allein liefert. So erhalten wir nach einigen Bechnungen, 
wenn wir das Vorzeichen genau so wählen wie in der vorhergehenden 
Nummer: 


( 202 ) 






rd r 


* 9 ) 


f* 


w* fo* R 
9 


die von genau derselben Form ist wie (177) und dieser auch entspricht. 
Bilden wir jetzt — immer genau wie vorher — die Wurzeln der unter 
der Quadratwurzel stehenden Gleichung, so erhält man — analog (178) — 
den Minimal- und den Maximalwert von r^: 


(2Ö3) 


I 


9 


0 f 


und es ergeben sich die nämlichen Folgerungen wie dort: 
der substantielle Punkt bewegt sich auf der Kugel inner-,; 


halb der beiden Breitenkreise A^om Badius roco 


fj 


und fo 


Ebenso liefert die Integration von (202) die Gleichung, die (185) ahalog ' 
ist, und sich nur durch die Werte von r, imd r« davon unterscheidet: 


(204) 




Weiter haben wir jetzt die Gleichung (201) zu integi-ieren, indem wir 
den Wert von r aus (204) einsetzen. Das liefert: 


t205) 


dw , 




008 ’ 


Diedinke Seite läßt sich ak Differentialquotient von (^+mt), w, 
Siuhme wir durch y bezeichnen Avollen, darstellen; die rechte Seit^ 
von ^ der nM^liohen Form wie die analoge Gleichung 
. Substitutiph (187) weiter behandeli|jarde^^^^ 

^ioh u^tteÄar^ ergibt, wema gleibhzeitig auf die 

"wird: 
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arctaDgcy|/|. Jtangi/^< , 


(206a) , + ö)t * 

oder auch: 

(206b) taDgi//stang(<^ + cot) = -tangl/l i. 

Die Gleichungen (206a) und (206b) entsprechen vollkommen den Glei- 
chungen (188a) und (188b) und.es ergibt sich weiter, analog (189): 


^ (207) 


sin {(p -f CO 




|/- 


tang' 


']/i 


cos(^ + (oi) ^ 


i' 


l 4“ tang* 
9 




Der wesentliche Unterschied dieser Formeln (207) gegen (189) besteht 
dmrin, daß hier au Stelle von cp getreten ist. Führen wir 

nun ein Hilfskoordinatensystem (f.j;) durch die Festsetzung ein: 

^ I f = f cos y , 


(208) 


^ rum yp , 


§0 erhält man durch Multiplikation von (204) mit cos* rp bzw. sin* yp 
folgende Werte von f und rj als Funktionen von t: 

9 . 9 , / <7 . 

die durch Elimination von t liefern: 


m) 








1, 


VW 


|läl ^ebenso wie (191) ausspricht, daß bezogen auf das System (^, iy) 
die Projektion der Bahn auf die mit der ajt/-Ebene zu- 
aammenfallende Ebene eine Ellipse mit den Halbachsen fi 

jSzw. T^io ist. 

Nun ist aber, wie oben hervorgehoben, die Winkelgeschwindigkeit o) 
sefef klein, und daher da« Achsenverhältnis ce l/— eine im allgemeinen 
außerordentlich kleine Größe, wenn -• nicht Vktrem groß ist, ww bei 

» ,if * ' 


den ex|>ärimen teilen Anordnung^ nicht der Fall ist, pie 
^0 prakiis^ mit s^hr großer Amifiiierung eipe gerade 
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- ' I ' ' r'T v '! .= =:: r.:Lr;;.. ■-. ,v , 

der Achse. Dies folgt sofort aus (209), da mit diesem Graie der An- 


näherung 1 ] —0, f == fo cos 



Wir können also mit hinreichender Genauigkeit sagen: In bezug 
auf das (f , 7 ;)-System ist die Projektion der Bahn des Massen- 
punktes auf die a:j/-Ebene eine geradlinige Schwingung 
parallel der f- Achse. Es ist nur noch die lYage zu beantworten: 
Wie verhält sich das System (|,?;) zu unserem in der Erde fest ver- 
ankerten (ic, t/)? Die Antwort ergibt sich aus den Definitionsgleichungen 
(208) in Verbindung mit dem Werte xp =^(p +ü)t, Danacli ist: 


f = r cos ( 9 ? + (uf) = r cos 9 ? • cos ct)f — r sin (p • sin rof , 
Yj = f sin ( 9 ) +o)t) — r sin 9 ; • cos cot + r cos 9 ? * sin co f , 


oder unter Benutzung der Werte von x und y: 

I ~ X cos cot — y i^in cot , 
7] ~ X sin cot y cos cot . 


Diese Gleichungen liefern nach x und y aufgelöst: 


( 211 ) 


a* — i cos cot 4- f] sin cot y 
y - — ^ sin cot + f] cos cot , 


Ein Vergleich mit den Gleichungen (141) des ersten Kapitels auf pag. 66 
zeigt sofort, daß das System (f,?^) ein solches ist, das um die 
gemeinschaftliche 2 :-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit —w 
sich gegen das in der Erde ruhende System {x^y) dreht. 
D. h. in der Bezeichnungs weise der Fig. 49: das System (I,??) dreht sich 
von Westen über Norden nach Osten gegen das S^'stem (x, i/). In bezug 
auf das System (S^rj) bleibt die Pendelebene erhalten; diese dreht sich 
also — genau wie es das Experiment ergibt — gegenüber einem 
in der Erde festen System {Xy y) in der Bichtung des Pfeiles der Fig. 49. 
Das Experiment stimmt also jetzt mit der Theorie überein. 

Da bei imserer Annähermig f—rocosy^j- 1, ij = 0, so ist auf das 
2/)-System bezogen: 


( 212 ) 


® |C080>f« fjjCOSj/^f • COSWf, 

t/ « I sin (M < ^ cosj,/™ t • sin co t . 


Um die Sohwingungsbahn des Foucaultschen Pendels zeichnen 
zu können, muß man eine sehr langsame Pendelschwingung annehnien; 


Setzen wir ä>s» d, b. nehmen wir eme so langsame Pendelschwingung 

volbtän^^ Dindi^h^g 
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der P^elebene erfolgt* s& ist es Allerdings nijßht'mehr zuteig, an Stelk 
^ jeBiptiscli^ Benregimg *(209) und (210) eine geradlinige Schwingung 
setzen; d. h, 17 =»0 zu:;nehmen. Denn dann ist das Verbältiiis dei 

B^badisen der Ellipse (210) u>|/y ~ ^ ^d es ergibt sich dann, daß 1 

nie gleich Null, sondern höchstens gleich “ werden kann. Die genaue 

Zeichnung Fig. 50 zeigt, daß die Kurve einerseits wie vorher ganz inner- 
halb des Ki'eises mit dem Eadius Tq liegt, anderseits ganz außerhalb 

/J^ r 

d^Erdses mit dem Radius y “ lo > si® tangiert. Wir erhalten 
aI$o dann folgendes Bild; (Fig. 50) 



Hg. 50. 


haben im vorstehenden den einfachsten und durchsichtigste^ 
Foucaultschen Fendelversuches behandelt, indem wir uns 
^i^:jden Nordpol begaben, d. b. auf einen solchen Funkt, an der 
^^Bi^ttung der Schwere mit der der Rotationsachse iibereinstimmt| 
li^wen 'Ftmkten der Erde ist dies natürlich ni(dit der Fall,, und 
’r^r Versdch an einem Orte von der geographischen Breite x gemacht 
"|itd^ so <Md%t eine'ga^ Umdrehung der FendJIebene nidit in 24 Stunden, 

6deBn.i(jl Stnnäffli, Vas dutidi Exp«nment nnd 


wird. Für die allgcmeiim jChepae «C| 
thi^ Mecjastok (S; 8dyiWjnei«ii/l 
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Zufiarpmenfassend. können wir also sagen: Durch d^; Foucault- 
schen PendehersUoh wird auf Grund der Gleichungen 4^r 
bewiesen, daß die Erde relativ zum PundamentalSystein sich, 
dreht; es ist also in unserer Mechanik nicht möglich, die Erde" 
als ruhend zu betrachten und eine entgegengesetzte Botatien 
des Fixsternhimmels anzunehmen. Kinematisch und geometrisch 
läuft das allerdings auf dasselbe hinaus, aber die Newtonsehe Mechanik, 
liefert eine Entscheidung zwischen beiden Möglichkeiten. 


44. XiinfluB der Erdrotation auf die Sohwerebeschlennignng. 

Wenn die Erde ruhte und eine vollständige Kugel wäre, so müßte, 
schon aus Symmetriegründen die Richtung der Schwerkraft an der Erd- 
oberfläche mit der des Radiusvektors R vom Mittelpunkte nach dem 
betreffenden Punkte der Erde übereinstimmen. Die Kosinusse der Winkel, 
die B mit den Koordinatenachsen bildet, sind offenbar:* 

(213) cos(jR,x) = siniT’cos^p, co8(ß, j/) = sin Ö'sin^p, cos{B,^) = cos 

Die Winkel S' mid p sind dabei so gewählt, wie es der Fig. 18 (pag. 28) 
entspricht: & ist die sogenannte Zenitdistanz, (p das Azimut in der 
X y-Ehane. Das Koordinatensystem ist so gewählt worden, wie in der 
vorhergehenden Nummer. Die Komponenten der Schwerebeschleunigung 
der ruhenden Erde am Punkte {R,&,<p) sind dann nach (213), wenn 
die Gesamtbeschleunigung durch G bezeichnet wird, resp.: 

(214) — G sin cos ^ , — G sin »T" sin y , — Gcost^’. 

Denken wir uns nun einen Körper auf der Erdoberfläche ruhend, 
so ist in den hier anzuwendenden Gleichungen (194) 

d t* dt* di* dt dt dt ^ 


xii nehmen; für X, Y, Z haben wir die mit m multiplizierten Werte (214) 
zu setzen. Es wirken also auf der bewegten Erde scheinbar die Kräfte; 


I Ä, ~ — w fr sin »V* cos (p + m co* B sin & cos 9 , 
(215) I fty Ä — w ß sin sin 9 + mm^B sin ö- sin 9 , 
1 ft, =5 — w ß cos 19* . 


^huch die Wirkung der Zentrifugalkräfte (die Coriolisschen Kräfte 
^^rschwinden jetzt) wird also die Schwere der Größe und Bioh*' 
nach, abgeändert; was wir beobachten, sind die Komponenten 
A nicht die Komponenten der Schwerkraft ~~wß; die Quotienten 

" bezeichnen; diese stellen 

der bewegten Etde 

'ec.wirkUeh l^ba<2)iteten Sohw^b^hlbhigmigV^ 


be,^ 

ÜUßfilJjg: 
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g sat} g^ + Vvö — B)^ sin*^ + (S^COS* , 

oder 

(216) j, = G j/ 1 - sin* i9- + 'sin* & . . 

Nun ist aber o) = - ^ ~ ^ 40000000 cm; G ist, wie man aus 

der letzten Gleichung sieht, am Nordpol, d. h. füi* i9-=0, mit g, das 
beobachtet werden kann, identisch. Aus den schon früher erwähnten 
P^delbestimmungen ergibt sich durch Extrapolation einer rein em- 
pi^chen Formel, die g als Punktion der geographischen Breite darstellt, 
am Nordpol: 

!/Nordpoi = G* 983,09-£^, 

also ist und das Quadrat dieses Ausdruckes kann neben 1 

vernachlässigt werden, !^Gt dieser Genauigkeit ergibt sich dann: 

^ = G|/l- ^^sm*,9-, 

oder, indem die Wurzel entwickelt wird, mit derselben Genauigkeit: 

(217) 3 = G (l - sin* , 9 ) = G (l - ) • 

Bein empirisch hat man eine ebenso gebaute Formel gefunden: 

(SI8) 

^ : Der Unterschied in den Zahlenfaktoren ist jedoch sehr beträchtlich; 
^r rührt davon her, daß die Erde keine Kugel, sondern angenähert ein 
an den Polen abgeplattetes Eotationsellipsoid ist. Diese Abplattung für 
sich ohne Eotatiön — würde in derselben Weise wirken wie die Zen- 
^diiigalkraft; wir kommen darauf später eingehend zurück. Eben 
liegen dieser Diskrepanz in den Zahlenwerten ist die Abhängigkeit der 
j^cWere von nicht so beweisend für die Erdrotation wie der Fou- 
caultsche Versuch. 

Eine Bemerkung betreffend die Gleichung (197) muß hier noch 
Platz finden. Es geht aus den obigen Darlegungen hervor, daß ih (197) 
für die Schwerebeschleunigung der Wert auf der ruhenden Erde 
zu nehmen ist, den wir im vorhergehenden mit G bezeichnet haben. 
E$ ist jedoch dieser Wert am Nordpol identisch mit g, und daher recht- 
fertigt eich in (197) die gewöhnliche Bezeichnung. 

Von derselben Größenordnung wie in ^18) ist die Abweichung der 
j|ic)Stung;d^r Schwerkraft von der Bichtung ip Badii^vektötB nach 
^^sieih l^kte. Nach (213) und (215) haben jpir öBenban^ 
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cos (Ä, !b) fe* sitf & ioap, coa(g, x) 
cos{B,y)^ aiad-ain q>, coa{g,y) 


cos {B,e) = coa&. 


co8(o,®)= 

9 

Coa{g,y) = 

N ö COS 

COS(j(.«) = ^ - . 


Indem die horizontal nebeneinanderstehenden Glieder miteinander multi' 
pliziert und dann die drei Produkte addiert werden, erhält man sofort: 

cos (g, B) = , 

oder unter Benutzung der Gleichung (216): 

, . ... 


coalg, B) — 


|/l _ 2^ ^ ( "ö -)’«“’ » 


Daraus folgt in elementarer Kechnung für den sin(gr, ß) angenähert: 


sin ig, R) « siu 2 1 ?* , 

1/1 R • • /i 

j/l- 

oder, da (jf, fl) klein ist, der Sinus also niit dem Bogen vertauscht werden 
darf, mit demselben Grade von Genauigkeit: 

. 219 ) J,z{g,B)^%^-am2&. 


Um diesen Winkel weicht die Kichtung der Schwere (also die Vertikale) 
von der des Eadiusvektors ab. 

Außer den hier besprochenen Erscheinungen gibt es noch eine Anzahl 
andere — namentlich die Abweichung von den einfachen Fall- und W^urf- 
gesetzen die das Vorhandensein einer „absoluten“ Botation, d. h. 
einer Botation der Erde gegen das Fundamentalsystem, beweisen; doch 
Brreicht keiner dieser Versuche die Genauigkeit des Foiic au It sehen 
Pendel Versuches, weshalb wir hier nicht näher darauf eingehen. 


Viertes Kapitel. 

‘ Allgemein^ Dynamik eines Systems materieller Punkte. 

45. Das Kewtonsche Deaktionspriiuäp. 

Bisher betrachteten wir immer nur einen Massenpunkt, an dem ge- 
gebene Kräfte angreifend gedacht wurden, ohne uns darum zu kümmern, 
^ woher die Kräfte kamen. Aber diese Betrachtung ist einseitig, und w 
;'and darauf im Laufe unserer Untersuchungen schon zweimal hingewiesen 
JVorden. Einmal nämlich verstanden wir mit Newton unter der auf 
j^en Massenpunkt wirkenden Kraft gewisse äußere objektive Bedin- 
gongen, die dem Massenpunkt eine Beschleunigung erteilen: die Kraft, 
^ die auf einen Massenpunkt wirkt, stammt nicht aus dem Massen- 
J;|runkt selbst, sondern ist in seinem Verhältnis zur Außenwelt begrün- 
Zweitens sahen wir, daß der hieraus fließende Satz von der Un- 
• t^al^äiigigkeit der Kraft vom Koordinatensystem nur so mit dem Be- 
;>J[4^yitätsprinzip der Mechanik in Einklang gebracht werden kann, daß 
w daß im analytischen Ausdruck der Kraft nur Koordi- 

.yiaatendiffereri^sen vorkon^nen, nämlich die Differenzen der Koordinaten 
beschleunigten Massenpunktes (x^yVa^z^) und der Koordinaten ge- 
^yiöser anderer . Massenpunkle (x^tyiyZf). Wir haben bereits damals die 
|■Jk^druck8weise eingeführt: „Die Ifraft greife an dem ersteren Punkte 
“" V* und „gehe von den letztwen Punkten aus“. 

Wir wollen das jetzt gcmauer untersuchen: Nach der wiederholt 
Grundanschauung der Newtonschen Mechanik, daß die auf 
|piv|i(aäsenpunkt wirkende Kraft nicht aus ihm selbst statnmt, können 
einzigen, im leeren Baume isolierten Massenpunkt keine 
Damit dies der Pall sei, ist also mindestens die Anwesen- 
hpßh eines, im aJlgemeinen mehrerer, Massenpünkte erforderlich. 
I^^^^Bctraehtcn vrfr jetzt außer den bisher allein ins Auge gefaßtem 
' ^ " ligten Massenpunkten auch alle diejenigen oder einen Tetf : * 

deren Vorhandensein für das Zustm^ekommen der B^Wsun»- 
: d^ Steren maßgebend ist, von deneipt^slso, yrie wir 
% die Kraftwirkungen ausgehänf 0 nennen udr 
Betracht gezoge^ •flpbstant|^p:;;]^kte;.^^^ 
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_;^lfcsixsssasatt ^ !Wia.^f w^;wawwr,a.'.i'.a:^!.vtfN%i . i'r.'-w."i' i .',.'.. ,'.ir . ■ : : • ; i i -nr" 

Ml tab$n irri die Bewegungen eine^ »nldien Systems, 

d. h. (öe B#:0guügen jedes materiellen Punktes des Systei^, ^ unter- 
suchen# Die Grundlage dafür hat Newton geschaffen, indem er über 
die Kraft^itkungeü zwischen den einzelnen Punkten des Systems >ein 
Gesetz aufstellte, welches von der Erfahrung im Gebiete der Mechanik 
stets bestätigt worden ist. Es zeigt sich nämlich, daß die Kraftwirkung 
eine gegenseitige ist, daß also, wenn von einem Punkte (x^, 
einen Punkt (a^, eine Kraft ausgeübt wird, die wir nennen 

wollen, daß dann äuch stets vom Punkte (6) rückwärts eine Kraft auf den 
Pimkt (a), die wir entsprechend ^ nennen, ausgeübt wird. Dieser 
Satz gilt nach Newton allgemein: in einem System kann man die 
Massenpunkte also nicht in zwei verschiedene Teile trennen, von denen 
die einen diejenigen wären, auf die von den anderen ICräfte ausgeübt 
würden, und die anderen die die Kräfte ausübenden wären, sondern 
wenn auf einen Massenpunkt des Systems von einer Anzahl anderer 
Kräfte ausgeübt w^erden (d. h. dieser Punkt infolge der Anwesenheit 
anderer Massenpunkte eine bestimmte Beschleimigimg erfährt), so übt^^ 
er auch rückwärts auf die anderen Punkte Kräfte aus (d. h. er erteilt 
ihnen infolge seiner Anwesenheit gleichfalls Beschleunigungen). 

Wir wollen nun weitergehend ein ganz einfaches System von zwei 
Massenpunkten ins Auge fassen. Die beiden substantiellen Punkte üben 
aufeinander die Kräfte St^ bzw. aus; bei der Formulierung bedienen 
wir uns im folgenden der Vektorsymbolik, um außer der Größe auch 
die Bichtung der Kräfte anzudeuten. Dami behauptet das erwähnte 
Newtonsche Gesetz, daß stets sei; 

( 1 ) 

d. h. die von dem substantiellen Punkte (1) auf den substan** 
tiellen Punkt (2) ausgeübte Kraft soll gleich und entgegen- 
gesetzt der Kraft sein, die (2) auf (1) ausübt. 

Man nennt die Kraft #12 mit einem kurzen Ausdruck die „Aktion“ 
von (1) auf (2), und dementsprechend 1^21 „Eeaktion“ von (2) auf (1). 
Das dritte Newtonsche Bewegungsgesetz sagt nun für eine 
beliebige Anzahl von Massenpunkten aus: ,, Jeder Aktipn 
entspricht eine gleich große, entgegengesetzt gerichtete 

Eeaktion“. 

In dem speziellen Palle eines Systems von zwei Punkten haben wi# 
nach Koordinatenzerlegung von (1) also die Gleichungen: 

i Xji -= 0, 

y„ + Y„ = o. 

und' in System von nMassenpnokteiQ avr«i ;btK!:i^ 
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( ■X,i + -Xjo = 0> 

( 3 ) 



1 = 


a^b. 


Wenn wir diese Gleichvingen nun über sämtbche Massenpmkte 
sununieren. d. h. a und b der Eeihe nach aUe Werte von 1 bis n annebmen 
lassen, und dann alle go gebildeten Gleichungen (3) addieren, so erhal- 
teö wir: 

(4) \ + = o 

Der Faktor \ muß hinzugefügt werden, weil jeder Massenpunkt einmal 
/als a, einmal als b auf tritt. 

" Der Zusatz o h ist notwendig, weil ein Massenpunkt auf sich seltet 
Kraft ausüben kann. Natürlich kann man die Gleichungen (4) 
in eine Vektorgleichung zusammenfassen: 


+ «J “ 


a 4= h • 


a b 


Brand nun, nachdem das System abgegrenzt ist, zwei lalle möglich, 
liatweder sind die auf jeden Punkt des Systems wirkenden löäfte sümt- 
Keb auf solche zurückführbar, die von anderen Punkten des 

oder dies ist nur zum Teil möglich, indem auch noch Kräfte 
Von fremden Massenpunkten, die dem System nicht angehören, wir 
«am sind. Im erstmen Falle nennt man die Kräfte sinngemäß ' 

im »weiten Falle hat man auch noch „äußere“ heranzuziehen. Wirken 
Äur innere Kräfte an einem System, so heißt dasselbe ein 
Uteins“ oder ein „abgeschlossenes“ System; im anderen 
allo ist das System „unfrei“. Es ist klar, daß man ein u^eies 
dadiurch zu einem freien machen kann, daß man die Massen- 
^^tVön den«" die äußeren Kräfte ausgehen, noch mit in das System 

ses^bbt. 

S'f;» Vil’ir' Stollen zunächst den Fall nehmen, daß das °y® 

^i^oi sei. Dann stellen die Kraftsummon der Gleichung (6) 
i den Massenpnnkten des Systems wirkende Kräftr dar, andm« Kraf e 
(iht es nicht, und dann kann man (6) etwas einf^ 

^Ben einen Massenpunkt r beUebig 

r# Am übrigen {f- 1) Punkten auf ihn ausgbub^ 

|,jb, ^e auf dwi Punkt v wirkende resultierende Kral^fp®» 

Ki^ ä^h t. bezei^^. Es Ist ako: 
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— — , ^ ^ 4 

Weiui dtw geBoh^en ist, lassen wir nacheinander v sämtliche Werte von 
1 bis durchlaufen, d. h. wir bilden die resultierende Kraft 9^ fitf’ den 
ersten, für den zweiten, ... Ä, für den letzten Punkt des Systems, 

1 , » 

und davon bilden wir nochmals die Besultante: 

r 

ItJI 

Nun ist es khu:, daß die* Besultante sämtlicher Kräfjbe 

des S ystems darstellt, also genau dasselbe bedeutet, nur in anderem Ge- 
wände, wie Gleichung (5). Also können wir (6) schreiben: 

(6). = 

V 

d. h. in einem freien 'System ist die Besultante sämtlicher 
Kräfte gleich Nu^ In Koordinatendarstellung lautet (6) offenbar: 

a) = = = 

V ¥ ¥ 


Für ein unfreies System gelten die Gleichungen (6) und. (7) 
natürlich nicht, da daim noch die äußeren Kräfte hinziitreten, deren 
Summe selbstverständlich im allgemeinen nicht verschwindet. 

Bezeichnen wir die Masse des vten Massenpunktes durch seine 

Beschleunigung durch und ihre Komponenten resp. durch , 

d* 2 . 

so haben wir nach dem zweiten New ton sehen Bewegmigsgesetz 
statt (6) und (7) für ein freies System: 


( 8 ) 

bzw. 





¥ 


Zum Soh^se dieser Nummer sei nochmals betont, daS dad^^^*' 
aktionsprinzip ^ Brfabrungssatz ist. Wenn derselbe auch 
Mechanik stets bisher bestätigt worden ist, so kann doch {prun^ftkä^i 
nicht die JSdt^chkeit von neuen Erfahrungen ausgesohlo«en 

, Solche scheinen neuerdings auf dein ^Ctebiete 

'ler ' 

Pferden*?" 


C y^uliegeu; 4^t, (Im zweiten Bande dieses ISciiies) 
haben. 
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v'i#,. ; • 

.'’W& wHeia tuJ8 etmfiobßt mit den*Bewegui^en eines fteiön SjjwteiM 
onife.d^m E&flnß der inneren Kräfte lEieschäftigen, welch letatere dw 
f 'GhiSnrwen (9) erfifllOTi. Um allgemeine Besultate au erhalten, ut es »weci- 
' einen neuenBegriff einauführen, au dem dieForm der Gleichungen (9) 

^OTon hinleitet. 

- ^ Wir wollen n&mlinh einen Punkt mit dem Koordinaten fe 8) 

■ deftig bestimmen, daß letztere den Gleichungen gehorchen: 

8Sm, = i;w,2,. f 

\ p * 

lÄeser so bestimmte Punkt wird als „Massenmittelpunkt“ odeir 
i( Schwerpunkt“ bezeichnet. Man erkennt aus den Definiti^- 
Sjuchungen leicht den Grund für die erstere Benennung; seine Ko- 
i^ürd^ten S,9>8 j stellen ja offenbar in bestimmter Weise gebildete 
ÄNlwerte aus den Massen und Koordinaten der einzelnen 
Ätempunkte dar. Die Bestimmung dieses Punktes ist also, wenn 
ia^ Missen und die Lage der Punkte des Systems gegeben sind, eine 
lösbar© Angabe; es ist ein ' geometrischer Punkt, der da- 
^<^ih f«tgelegt wird und der keineswegs mit einem Massenpunkt 
f i^M Ämiinanznf allen braucht. 

v- 'öie- experimenfcelle Bestimmung des Massenmittelpunktes ict aus 
ifeiHemCnten bekannt. Wir gehen darauf nicht näher ein. KeMf 
Wb öibe Bemerteiög eiiigeffi^[t für den besonderen Fall, daÄ|nje 

K te deer Systems sehr zahlreich sind und außerordent- 
beieinander liegen. Solche Systeme sind nach d^ Vor- 
physik fast alle ausgedehnt«! Körper, die man sidi aus 
umbaut denkt. Diese liegrai so dicht für unsere Sinn», daß 
Ihr manche Zwecke ab kontinuierlich betra<ditet i^den 
«» Pit abo jetzt m einem kontinnierüchffli Körp«: i|ber- 
wir n^ (10) jedes unmidlich kleine Masseoetement d w 
a von der y «-Eben» zu niultiplizieten ubw.| so daß 
fMe erste -Gleichung (10) erhalten: 


%'^dm - X 

fsäiM-'äatni if*n" man di» Sumnien wegen d»r*nnesliBcheÄ.';®3te|i^|^ 
ffiSS dnwh^tegratipen. tbei di#..G»i#mt^j^fe«« 




eim» Syitem ma^rieUer 


Nenow'^ii acKsh cU^.T^lttiaen 0 mes polcben HasBenelem«»^ dm 
dt tuotd dett^(^otienten 

9 »': , Ir-*- 

60 ist"« offenbar die Masse pro Volumeinheit, die als „spezifische 
Dichte des Körpers*' bezeichnet wird. Dann hat man, wenn man Am 
durch «dr ersetzt; 


jJ*«d r « exdr, 

b J bAt = J Bydtf 

tzdr. 


Wenn die Dichte als |i\inktion des Ortes gegeben ist, so kann mw in 
gewissen einfachen FälAn die Integrationen ansführen und so den Schwer- 
punkt finden. Für eine homogene Kugel z. B. erhält man das Besultat, 




Fig. 51. 

daß ihr Schwerpunkt mit dem geometrischen Mittelpunkte zusammen- 
fällt usw. . 

Wir mfissen Iran beweisen, däB der Schwerpunkt dn durch die Massen 
und die geometrische Konfiguration des Systems bestimmter Punkt, dwln^' 
unabhängig irofi der Lage und Art des gewählten Koordinateft*;. 
Systems ist.; '' , 

iSu dem Zwecke mdssen wirkeigen, daß, wenn wir statt des 
(®>y.s) ^ein bidieW^ anderes wählen, wir zu dems^^^i 

Funkte lomdtCQ: Die beiden Bjwteme (», «) und 

etwa die it- der Kg. ö^a^gedeiitete Lä^ zueinander häbed, 
seien Anlaugspunktes voh’ ((", jl) 


drei A^ 
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K^orcebrÄoht gedad^t werden, daß man erstens das Sutern (*,y,z) 
oaral^f au sich Mbst^ versohiebt, bis sein Anian^punkt im Punkte 
(A B O Hegt: das gibt das Hilfssystem (f',V>n« ^^®Ht man ^es 
te.'AS^im»Ki (A.B.O) m goeigneto W».e, - 

» oltob« mit r.v".n »t D“,!“”« ^ 

System (r, v"> C") Hann aus (*, y, z) durch eine 
iLsohiebung und eine Drehung hervorgebracht werden. 

Wir können uns also darauf beschränken, zu zeigen, daß sow^l 
bei e T>«y Parallelverschiebung als auch bei einer Drehung um einen 
MfMigspunkt man zu demselben Schwerpunkte gelangt. 

Zwischen den Koordinaten (!',»/, H \ini {x,y,z) erneu und des- 
selben Punktes bestehen offenbar folgende Beziehungen: 

I 0 ! = I' + - 4 , 

■t ( 13 ) ! y = y' + B, 

\ 2 = 5 * +c. 

Bilden wir nun den Schwerpunkt für das Koordinatensystem (| , >? , C ) 
2«ih Vorschrift der Gleichung (10). so haben wir für seine Koordinaten 

öf.lj'.ä') zu setzeh: t' 

.(1^- I 2’»»''»» 

. Anderseits ist nach (10), wenn wir mit Hilfe von (13) 

Ittch f/, n,'> C ansdrüoken: 

,g (i6) ' I + 

' “ 1 “ S*”!- C + ^ 2”^»’ 

ioderf Wdm wir für ... die aus (Id)' folgenden Werte einsetzen 

M ^ '^idiirch den gemeinsamen Faktor kürzen: 

J “ S +4* 

^ m tjf -i- B, 

ist ab« gem&ß ( 18 ) genau diejenige »«Hition zwfeoh^ (g. ^ ^ 
ft' l&a'l. die sw«oh«a dwi Koordinaten eines und dessdhatj^«^ • 
. das System (*, ,,z) das .weite Mal 

n. bestehen muß. Also stellen in der ^t J'J 

IeS#fn Punkt in beeng auf «ootdinat l;. 


AÄt&.ft.|^*»WelVetfiä^eb%ngd«^:^^ 
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Endlich geht das SystÄ ri", f ") aus (f', r{, f ') duich eine Drehung ' 
hervor. Es bestehen aEo zwischen f ", rf', f " und f rf S C' die Belationen 
der Gleichung (33) des ersten Kapitels ^ag. 28):* 

I r =• fCOSKj + ij' C08/9j + Tcos/i , 

(1.7) I fl" = 1* cos «ä + fl' cos ß^ + C cos , 

I i" = l'co 8 a 3 + fl'co8/9, +^co 8 ys, 

wobei natürlich zwischen den a, ß, y noch Beziehungen bestehen, die uns 
aber hier gleichgültig sind. Bilden wir, immer nach Vorschrift von (10), 
die Koordinaten ( 5 ",y",}") des Schwerpunktes in Bezug auf das System 
(f", fl", ^"), so haben wir zunächst: 

(18) ■ { = 

oder nach (17): 

* j" 2 = 2 »‘i- { 1/ cos «, + fl/ cos ß^ + C/ cos y, } , 

¥ ¥ 

(19) S =■ + fl/cos/9j + (;'C08y,}, 

* 2m,||/co8a, + fl/ cos/?, + ?/cosy,l, 

¥ ¥ 

oder, nach (14), wenn der gemeinsame Faktor Zm^ gestrichen wird: 

j 5"' •» cos «j + u' cos /?, + j' cos yj , 

( 20 ) I = j' cos a, + tf cos /?, + j' cos y, , 

I j" = j'cos«, + ^'cos/?, + j'cosy, . 

Da dies nach (17) dieselben Belationen zwischen den Koordinaten 
des auf (|", fl", f") und auf ({', fl', f ') bezogenen Schwerpunktes sind, die 
auch zwischen den Koordinaten eines und desselben Punktes, der ein- 
mal auf (f", fl", {"), das andere Mal auf {(', rf, C) bezogen ist, bestehen» 
müssen, so stellt wirklich ( 5 ", t)", j") denselben l^nkt dar, wie (y', j'). 

and folglich auch wie ( 5 , j). Also folgt das wichtige Besultat: die 

Lage des Schwerpunktes ist von dem gewählten Koordi- 
natensysteme gänzlich unabhängig. 


47. Bewegung dei Sehweminiiktee eiiiM beliebigea Syetems; Edultii]w;iii 
Bewegui^ dea Sehwerpoaktei für eia freies System. 

• ’^dUeg^nftehst ein beliebiges (unfreies) System ins Aage-||i^en; 
m das a^,mb«a. den innereu auch äußere Kräfte wir^, 
u dm ^l^^d itüßon^ Kräl(to, die auf dmi b^^Idge^llfMSsUh- 
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mmea w ^ wrher 9t„ und Ät,dwm üaoji dein zweiten 
Newtonadien Äwgun^eseta: 
pi) ’ ♦ . 

Wir woUen nun sämtliche Kräfte, die an dem System wirksam siftd, 
addieren, also den Ausdruck bilden. Dieser ist jetzt keinesw^ 

cieich Null, denn die Gleichung (6) gilt nur für ein freies System. Wir 
werden also aus (21) erhalten, wenn wir gleichzeitig eine Koordinaten- 
eerlegung vornehmen: 

2 t „ VI d*x^ 

^ dt* ’ 


- t# 
(Sä) 


V r 


-?**L 


Führen wir nun die Koordinaten des Schwerpunktes 
^ung (10) ein, so wird aus (22): 

üi 

dt* 


gemäß Glei- 


(23) 






dt* 


‘M- 




M 


dt» 

«PJ 

di* 


ffmx wir 2»,, die Gesamtsumme des Systems, durch M bezeichnen. 

I^e Gleichu^n (23) haben genau die Form der Newtonachen Bewegungs- 
SÄletdmngen. Links stehen die «-Komponenten der auf das System 
wirkenden resultierenden Kraft; rechts die Produkte aus der Gesamt- 
säMSe des Systems in die entsprechenden Beschleunigungskomponenten 
lt na gcbwerpunktes. Wir erhalten also den Satz: „Der Schwerpun ■ 
sl&es Systems materieller Punkte bewegt sich so, als o i 
# ihm die Gesamtmasse des Systems konzentriert wäre 
ask Ati ihm die Besultante sämtlicher Systemkräfte an- 
ar^fe. Da die inneren Kräfte des Systems sich nach «lei- 
Sinng (6) gegenseitig kompensieren, io kann man unte 
tX^ ... in Gleichung (23) auch allein ^ ^ 

ßeren Kräfte verstehen. Der Schwerpunkt emM^^Systen 
beiregt sich also wie ein einzelner 

DsiW^ beruht es, daß wir in den BetrachtimgeB des , 

statt iubetantiellm Punkte ausgedehnte Körper, a,,, 

|^^; u^fledighch .d^^ ^egung ^, fhim»^^ 
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. ...p.,. j, , ,, , , 

gnogi' Auch dw I^ame S<9h:w’erpunkt erfährt jetzt seine f.rltl&iTing , Be- 
traohten einen Körper, 'so peift die Schwere an smoä aftTntlifihftn 
Massenpnnkten, also an seinen sämtlichen Molekülen an. Statt dessen 
können wir nach dem obigen Satze die Schwere auch im Massenmittel- 
punkte, in dem wir die Gesamtmasse konzentrieren, angreifend d «»nlr«w< , 
und daher hat dieser Punkt ursprünglich den Namen Schwerpunkt er- 
halten, der aber, wie man sieht, zu eng ist, da der obige Satz für alle 
äußeren Kräfte gilt. 

Die Gleichungen (22) und (28) gestatten eine anschauliche Formu- 
lierung nüt Hilfe der in Nr. 32 eingeführten Begriffe der „Stoßkraft" 
und des „Impulses“. Denn wir können (22) zusammenfassen in die fol- 
gende Vektorgleichung: 

■r y 


deren Form eine Integration nach der Zeit, etwa von bis ^ nahelegt. 
Dann folgt: 


(22 b) 




Die linke Seite dieser Gleichung ist offenbar die resultierende Stoß- 
kraft, die rechte stellt die Differenz der gesamten Bewegungsgröße 

T j, n 

zu den Zeiten und Iq dar. Also können wir schreiben: 

V P 

fl 

(22c) = 

eine Gleichung, die mit (22) und (28) äquivalent ist und folgender- 
maßen formuliert werden kann: 

Bie resultierende Stoßkraft ist gleich der Zunahme 
des Gosamtimpulses des Systems, In dieser Form heißt der Schwer- 
pimktsatz auch der erste Impulssatz; man nennt aber auch 
häufig die Gleichungen (23) oder (22 a) so. 

Wenn wir jetzt zu einem freien System übergehen, so sind nach 
Gleichung (6) die Kraftsummen auf der linken Seite von (28) gleich 
Null, und es folgt für die Bewegung des Schwerpunktes eines hreicn 
Systems: 


(24) „ d»a 

di* d#» dt^ 

Worten; Der, Schwerpunkt eines freien Systems 
n eschieü^gte, dvh* geradlinige und gleiehförini^i|^J|^#‘ 

»iDet Sohwerpimkt: einet 
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„Geradlinig“ und „unbesohleunigt“ ist natürlich relativ zum Fun- 
damentalsystem zu verstehen. Da nun jedes relativ zum Fundamental- 
system in gleichmäßiger Translationsbewegung befindliche Koordinaten- 
system diesem äquivalent ist, so kann man den Anfangspunkt des Ko- 
ordinatensystems, das wir zugrunde legen, stets mit dem Schwerpunkt 
eines freien Systems zusammenfallen und sich mit diesem bewegen lassen. 
Dann kann man also behaupten : mit unserer Mechanik ist die Auffassung 
verträglich, d. h. durch kein mechanisches Experiment widerlegbar, 
daß der Schwerpunkt eines freien Systems „absolut“ ruht. 

Man nennt den in (24) enthaltenen Satz: den Satz von der Er- 
haltung der Bewegung des Schwerpunktes; Beispiele für den- 
s^^n bietet das tägliche Leben in Hülle und Fülle: der Schwerpunkt 
" des Systems Kanone-Kugel bleibt nach Abfeuerung des Schusses in Buhe; 
das Herausfliegen der Kugel nach vorne würde den Schwerpunkt nach 
vorn verlegen, aber das ^vird kompensiert durch eine Bückwärtsfeewegung 
der Kanone, den „Bückstoß“. Ein Segelschiff kann dadurch nicht in- 
wärts bewegt werden, daß im Boot befindliche Personen Wind ins S^el 
blasen, während dies möglich ist, wenn die betreffenden Personen außer- 
halb des Bootes sich befinden. Das sind natürlich gleichzeitig alles Bbi- 
spiele für das Prinzip von der Gleichheit von actio und reactio, 

,;,.'"Die Integration von (24) liefert zunächst für die Geschwindigkeit 
des Schwerpunktes, wenn ihre Komponenten zur Zeit < = 0 mit 
be^icfanet werden: 


(25) 


tmd für die Lage desselben zur Zeit t: 


dt “o> 
dt) 
dt 




, I E = «o<+Eo- 

9=*Po< + 9o- 

8o» 

mm h Koordinaten desselben zur Zeit t » 0 sind.’ 

Dtw^ Einführung des Begriffes der BevegungsgröSe oder des Im- 
puises k a nn man die Gleichung (25) noch etwas anders formulieren. Denn 
tlmltiplizieren wir die (Heichung (25) mit m, = M, so folgt, wenn 
wir durch ihre Werte nach Gleichung (10) wieder ersetzen: 


m 
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oder m.einer Vektorgleiehung zusammengefaßt, wenn C^.die Geschwindig- 
keit des ^ Massenpunktes ^bedeutet: 

(28) 

Dann ist die linke Seite öffenbar die gesamte Bewegungsgröße (oder 
der Gesamtimpuls), die wir wieder Ei 20«^ nennen, indem D,, wie vor- 

her die Bewegungsgröße des Massenpunktes bedeutet. Dann kann 
man (28) bzw. das identische (27) so formulieren: „Die Bewegungs- 
größe oder der Gesamtimpuls eines freien Systems bleibt 
konstant“ 

Da wir unter Impuls diejenige spezielle Stoßkiaft verstehen, die 
das betrachtete System aus dem Zustande der Euhe in seinen augeft- 
blicklichen Geschwindigkeitszustand überführt, so hat der eben aus- 
gesprochene Satz eine einfache, mechanisch anschauliche Bedeutung: 
Betrachten wir das in Frage stehende freie System zu verschiedenen 
Zeiten, so werden seine einzelnen Massenpunkte im allgemeinen ver- 
schiedene Geschwindig]jeiten c, besitzen. Für jeden einzelnen Massen- 
punkt wiy wird also der Impuls = mit der Zeit sich ändern, aber 
der Gesamtimpulß 20. nicht; er verteilt sich nur anders auf die 

I» 

verschiedenen Massenpunktes des Systems. Betrachten wir also unser 
freies System auch in den verschiedensten Zustände n: s tets ist dieselbe 
Stoßkraft erforderlich, um es aus der Ruhe in den gerade ins Auge ge- 
faßten Geschwindigkeitszustand zu bringen. 

Der Schwerpunktssatz liefert für ein freies System stets ein Inte- 
gral der Bewegungsgleichungen mit sechs disponiblen Konstanten. Bei- 
spiele werden wir im nächsten Kapitel kennen lernen. 


48. Dai Vektorprodukt. 

Zur Vorbereitung auf die folgende Nummer ist es zweckmäßig, einen 
neuen Begriff der Vektoranalysis einzuführen. Wir haben bereits in 
Nr. 27 ein Produkt von Vektoren, das sogenannte skalare (oder „innere“) 
Produkt, kennen gelernt, und zwar hatten wir es dahin definiert, daß 
unter dem skalaren Produkte der Vektoren und 18 der Ausdruck 

(«»)-|«l-l»hos(««) 

verstanden werden sollte. Dieses Produkt ist ein Skalar. Man kann 
jodoch auch ein anderes Produkt von Vektoren definieren, welches man 
nu Gegensatz zu dem Obigen das „äußere*' oder das „Vektorprodukt*^ 
nennt. ; 

Wir versi^en unter dem Vektorprodukt S der Vektoren W und 18 
'Schrieben 
( 21 )) 


"tt r«. «1. 
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einen Viktor %, .dessen Biehtoikg senkrecht auf der Ebdhe ^«r^; beiden 
Vektoren und JB steht,, dessen absoluter Betrag |B| ‘ 

(29a).. " ‘ : l«i>|«|.l»isin(««), / 


d.h. gleich dem Flächeninhalte des aus H und B konstruierten Far^elo> 
Stamms ist; dabei ist der Winkel (VB) stets spitz oder stumpf, der 
Sinus also positiv zu nehmen. 

ln dieser Definition ist die positive Eichtung des Vektors 8 = [H®] 
noch zwideutig, da die Normale auf der Ebene von % und 8 nach oben 
und nach unten gezogen werden kann. Um diese Zweideutigkeit zu be- 
seitigen, setzen wir noch fest, daß die Richtung der Vektoren V, 8, 8 => 
m,»] zueinander dieselbe sein soll, wie die der x-, y-, z-Achsen unseres 
z^fikditshändigen Koordinatensystems. 

'Wenn also die Vektoren 8 und 8 gegeben sind (Kg. 62a), so ist 
danüt die Richtung des Vektorproduktes 8= [8» 8] ebenfalls festgelegt 
(Kg. 52b). 



z 




^ . 'Man sieht in der Tat, daß die Richtungen von 8, 8, 8 aufeinander 
wie die Bichtui^en der drei Achsen x, y, z. Man kann dies noofa 
mders ansdrücken: denken wir uns einen Funkt den Umfang des 
~ ‘ ramms beschreiben, und zwar so, daß er zunächst den iih, 

{% 8] an erster Stelle stehenden Vektor 8 und dann 8, beide 
i posHiven Richtung, durchläuft, so wird das Parallelogramm in 
bestihimten Sinne umkreist (Pfeilrichtung in Kg. 52b). Entsteht 
fiTmläufräui; wie in Kg. 52 b, dem Sinne, in dem man auf dem 
Wege von der positiven x- zur positiven ^-Achse gelanj^f SO 
stimmt die Ri^tung der Normale auf der Ebene ton 8 und 8 lint dai 
Itiohtung d^ pöeitiven z>Adise überein. Dies ist offenbar nur eine andere 
Formulierung, die manchmal bequemer ist. • 

.«Wir wollen nun fragen nadi der Bedeutung des Vektcnp>d^fl^ 
[88J absolute Betrag desselben ist |{8I0| 5» j8[ . 18] . ^ 

aw g^u der nämUehe, wie d» J^hrag von [ 88 ]. Wie; 1^1 


w dia . 
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(31) 

Man kann sich die Komponenten von [Ä8] leicht merken, indem 
man die symbolische Determinante betrachtet: 

! (y) (ß) \ 



Entwickelt man diese nach den , Gliedern der ersten Horizontalreihe, 
so folgt: 

(32) J = - «.«,i + 

Der Vergleich von (Bl) und (32) ergibt, daß die Koeffizienten von 
(x), (y), (z) bzw. die a;-, y-, ^f-Komponenten des Vektorproduktes dar- 
stellen. Durch Benutzung der Komponentenausdrücke folgt nun auch 
leicht die Gültigkeit' des distributiven Gesetzes der gewöhnhchen 
Multiplikation, d. h. die Eichtigkeit der Formel: 

(38) [« + «,6] «[««] + [»«], 

wo W, 8, 6 irgend drei Vektoren sind. Denn z. B. für die a:- Komponente 
"haben wir nach (31): 

[||+ 8,«1 - («+ 8 ),«, - (« + »), 6 , - - «- 6 ,) + (»,«. ~ »,«,), 

also: 

[« + 8,«L «[««],+ [8«],. 

Analog für die übrigen Komponenten ; also folgt in der Tat durch vekto- 
rielle Zusammenfassung die Gleichung (33). 

Eine wichtige Bemerkung muß noch gemacht werden. Das Vektor- 
produkt ist seiner Dichtung nach nicht mehr definiert, wenn entweder 
8- oder 8 oder der Winkel (88) verschwindet; in allen drei Fällen ist 
da: absolute Betrag gleich Null. Umgekehrt sei die Gleichung 

[88]- 0 

vörgelegt. Diese hat nach dem obigen die drei Lösungen: 

8^0, oder 8 — 0, oder sin («») = 0. 

Kaeh diesen Yorbereitangen kehren wir wieder zu unserem System von 
Ifassenpunkten zurück. 

49. Dfe Botstionsmomttlte. 

Warn dra SchwcKpunki eines iC^tssensystena im Ba^e fes%ehahi'n 
wd dadurch die; BewegoiQgBm^dikeit des Sysi^ 
in singeschi^t. ^Ilan i^ksi^ ah^ daß 'n 
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jedem Falle noch Eotation^bewegiingen um durch den Schwerpunkt 
rächende Achsen möglich sind. Diese Erkenntnis führt uns zu der ‘ Auf- 
stellung eines wichtigen Begriffes, nämlich des Begriffes des „Botations- 
luoments** oder des „Drehmoments** um eine bestimmte Achse.- 
Die Gleichungen (21) für einen beliebigen Massenpunkt m des 
Systems lauten in Komponentendarstellung: 



Erweitern wir die erste mit j/^, die zweite n)it x^y und subtrahieren die 
erste von der zweiten, so folgt: 




d*x, 1 = 


Wir erkennen hier diejenige Operation wieder, die wir schon einige 
Male z. B. in Nr. 41 (Gleichung 135 auf pag. 148), Nr. 42 (Gleichung 170 
auf pag. 158), Nr. 43 (Gleichung 199 auf pag. 168) angewendet haben, 
um zu einer einmaligen Integration der Bew^egungsgleiclmngen zu ge- 
langen. Jetzt untersuchen wir den allgemeinen Fall dieser Methode, 
Summieren wir die letzt(‘ Gleichung, über alle Massenpunkte v von 
1 bis n, und machen die nämliche O])eration mit bzw. der zweiten und dritten, 
und der dritten und ersten Gleichung, was einfach durch zyklische Ver- 
tauschung der Buchstaben x^y bzw% in der letzten Glei- 

chung geschehen kann, so erlialten wir folgende drei Gleichungen: 



Darin läßt sich stets die rechte Seite als ein vollständiger Differential- 
fiuotient nach d^r Zeit darstellen. Man überzeugt sich in der Tat leicht 
der Eichtigkeit dieser Behauptung; z. B. ist: 


dt* dt* dt\ dt 


X 

r 



"w. Also man (84) schreiben, wobei wir die Reihenfol^ der Ötei- 
«‘»«ngen etwMf«iiäerw 
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(35) 


2 (x. .. - Z. ..) - i 2 ”■ (t^ •’) ' 


Dabei sind X„ Y,, Z. die Komponenten des Kraftvektors ft„ ^d 
X V . 2 die Komponenten des Radiusvektors der vom Koordinaten- 
/k«#anpa piinkte nach dem »'!?“ Massenpunkte gezogen 
riXto^nkte P befinden möge; in P ist der Größe und RichUmg nach 

die an diesem Massenpunkte angreifende Kraft », angesetzt {PQ). 





Fig. 54. 


Dcbreiben wir stattX,:#,. usw., statt 4^- ; t,. «sw., wo C, die Ge- 
i^windigkeit des Massenpunktes bedeutet, so können die Gleichun- 
^ (85) geschrieben werden: 


2 {•« • *« " ^ l*'* ’ ~ *” ’ ’ 

2 * {*„ • *r. - • *»»1 “ ii 2 K » ■ *”* “ ‘ *”''1 ’ 

xmA tarn erkennt unter Heranziehung des B^riffes des 

^, ,1 j.fl * R f# t -Ä f .) die ac-Koitiponente des vektorpn» 

dnktes [»»«jnaw. ist! I&an kann also statt (^) schteibOT, mdem man 
düuiretGleicbungen in einer Vektorgleichung zusammeotoßt, ^ 

1,» - - 


1 ^ 


I 1 


d 
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Wir können (85) bzw. die gleichwertigen ( 86 ) und (37) also folgender- 
maßen formulieren: „Die Summe der Botationsmomeftte der 
Kräfte um die Koordinatenachsen ist gleich der Änderung 
pro Zeiteinheit der Summe der Eotationsmomente der Ge- 
schwindigkeiten um resp. dieselben Achsen.“ 

Wegen der Form von (37) liegt es nahe, die Gleichung nach, der Zeit, 
etwa von Iq bis zu integrieren. Das liefert: 
k 


(37a) 








l,n 


Für Drehbewegungen ist diese Gleichung das völlige Analogon zu der 
Gleichung (22b) dieses Kapitels, die für die fortschreitende Bewegung 
gilt. Deshalb wollen wir, um diese Analogie hervortreten zu lassen, zwei 
neue Bezeichnungen .einführen; wir nennen: 

(38) 




den „Drehstoß“ der Kraft und 
(38a) 

V t * 

A ^ 

den „Gesamtdrehstoß“ oder „resultierenden Drehstoß“; der Dreh- 
stoß entspricht dem Begriffe der „Stoßkraft“. Ferner nennen wir: 

(39) 

den „Drehimpuls“ des Massenpunktes, und 
^9a) , « = = 


„Gesamtdrehimpuls“ des Punktsystems. 

Gleichung (37) kann in dieser Bezeiclmungsweise geschrieben worden : 

\m 

h* die Änderung pro Zeiteinheit des Drehimpulses ist gleicli 
dfm wirkenden Gesamtmomente 91 . 

Ebenso läßt sich Gleichung (37a) schreiben: 

[4la) *«»,-»0. 

d.b# der Gesamtdrehstoß ist gleich der Zunahme des Gesamt- 
drehimpulses des Systems. In dieser Form nennt mhn (40) oder 
(40a) den 11. Impulssatz, eine Bezeichnung, die auch häufig auf die Gloi- 
ebung (87) oder (85) angewandt wird. Dem Bej^ff des Drehimpulst^ W 
läßt sich vermittelst (40a) eine anschauliche Deutong geben. Detm 1»^ ‘ 
^aeht^ wir den Fall, daß vor Einvdrkung des Drehstoßef |y^ 
in Jlnhe war (alle c„4»Ö), so kt tt 0 ^O;,naoh dem dk ' 

«t r- - n . •* 






196 Meohaniik matirieü&r funkte. 

scyai^'. ij / i':)ai'r..'"i.-'' 1 .1. ii' B'rgsai,' iVt.ix> i rt,‘rr,\r;i.uji 

t käim man v6r 4fs Smumemeieiieii setzen, es ftr alle Hassen- 
punkte konstant ist. offenbar die ßumm^ der preh- 

moxEtönte um eine durob den neuen Momentenpunkt 0' gehende Achse; 
denn es ist genau so gebildet mit Bezug auf 0\ wie 2 [^r ^y] Bezug 
Ituf 0. Man erkennt sofort aus der letzten Gleichung, daß die Summe 
der Botationsmomente der Kräfte nur dann in ihrer Form uiigeändert 
hleibt, wenn: 

[t.2ftj = o 

ist. 

Wann ist dieses Vektorprodukt Null? — Erstens offenbar dann, 
wenn einer der Vektoren t und ^ 9^ verschwindet; t kann nach Voraus- 
setzung nicht verschwinden, also ist die erste Möglichkeit: 

m) 


d.*h. aber nach Gleichung (6), daß das betreffende System ein freies 
ist. Also: für ein freies System ist die ^Summe der Botation^^ 
mpmente der Kräfte unabhängig von der Wahl |les Mo- 
^^mentenpunktes. 

Zweitens aber kann das Vektorprodukt [z, verschwinden, 

j^äß der Definition des Vektorproduktes, wenn der Sinus des einge- 
ßdhlossenen Winkels verschwindet, d. h. wenn r und dieselbe 
; :BXeht«®g haben; es ist also die W^ahl des Moraentenpunktes 
att|5h dann ohne Einfluß auf die Summe der Rotations- 
;^;i»Qmente der Kräfte, wenn die Verschiebung des Moinenten- 
pk^ktes von 0 nach 0' in der nämlichen Richtung liegt, die 
sämtlicher Systemkräfte besitzt, — was 
^jaatiiifich ein ganz spezieller Fall ist. 

, * ;Wie verhält es sich mit den Botationsmomenten der Geschwmdig- 
Da die Geschwindigkeit durch eine derartige Verschiebung gai’ 
Pliöht beeinflußt wird, so haben wir nach (88): 


- [*. 2»»r«r] + SfC »».«J- 

wir jetzt mit Hilfe von (28) die Gesamtmasse M und die 
iP^ebl^digkeit io des Schwerpunktes ein, so haben wir: 




s«. M + sie «,0* 


skalare Faktor M kann anfierhalb des [ }-Zeichen8 gesetzt i»^den^ 
'joe'te'cht zu sehen. 


tilde Summe 


der Botationsmotne^te der O^elmnd 
’ |ht», Gestalt unabhängig von der WaM des Mopebt 
* Bedüagpj^ da0 
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wirdi !d. }i. also, entweder dann, wenn 

■ ''-V . ..V . • ^ = 0 

ist} d.h. wenh der Schwerpunkt des Systems ruht, oder wenn 

sin (t, ö = 0 

ist, d.h. wenn die Richtung der Verschiebung von 0 nach 0' 
nbereinstimmt mit der Richtung der Geschwindigkeit des-' 

Schwerpunktes des Systems, was im allgemeinen natürlich nicht 
der Fall ist. 

Setzen wir nun in der Momentengleichung (87) an Stelle von X die 
Summe Jp+t,'. Dann folgt: ' 


l.n 


1.» 


oder : 


y ^ 

fühlt man rechts die Differentiationen aus, so erhält man: 


dt. 


V 

Xun ist aber offenbar 


+2 1 ji- ’ +2 K’ 


_ - 
d t ~ 


dx 

dt 


■■ 0 . 


Gie letzte Gleichung gilt, weil t nach Größe und Richtung konstant 
if't, da 0 festliegt. Deshalb fallen das erste und das dritte Glied der 
obigen vier Terme fort; das dritte läßt sich ja schreiben: 


V 

und dM ist Null, weil der Winkel zwischen den beiden Vektoren c und 
Null ist. Also erhält man sohließlicli: 

K2».] tZK'«.] - [«. 

^un ist ferner'-^ = jl^, aJso nach den Newtonschen Gl eichnng ^^ 

fblglioh hebt sich in der letzten 
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¥ V 


oder auch, wenn man das versch’wdndende Glied 



r 


rechts hinzi^addiert: 



dt 


l»n 


Das ist aber nichts anderes als die Momentengleichung (37) für einen 
beliebigen festen Bezugspunkt. Sie gilt also allgemein, solange 
der Bezugspunkt im Baume fest ist; natürlich gilt das auch 
die Form, die wir der Momentengleichung in (40) gegeben haben. 
Ist der Bezugspunkt dagegen nicht im Baume fest, so gilt 
** der Momentensatz im allgemeinen nicht mehr unverändert. 
Wir werden auf diese Frage später eingehen, wenn wir 
den dann geltenden Satz brauchen. 


(Sß^ Erhaltung der Botationamomente der Geichwindigkeiten: Flächensaiz. 

^ : Wir haben uns nun zu fragen, in welchen Fällen die Gleichungen (37) 
b)8W. die drei mit ihr gleichwertigen (35) eine einmalige, einfach durch- 
fülurbare Integration erlauben. Da die rechte Seite ein Differentialquotient 
naeh der Zeit ist, so ist dies sicher dann der Fall, wenn die linke Seite 
gleich Null ist, d. h. wenn das resultierende Drehmoment der Kräfte ver- 
schwindet; also wenn: 

m 

•^Dicfee Gleichung kann auf verschiedene Weise erfüllt werden. 
Bratens können alle Kräfte ft, gleich Null sein, d.h. die einzelnen 
Buhlte des Systems bewegen sich dann alle nach dem 
Trägheitsgesetz — ein offenbar trivialer Fall. Zweitens ist (44) dann 
'^rjullt, wenn der Winkel zwischen jedem r, und ft, gleich Null ist, <^n 
dmin ist nach Definition des Vektorproduktes dieses selbst gleijch piil, 
d. h. also, wenn alle Kräfte radial vom Koordinatenanfangs- 
punkte fortweisen oder auf ihn hingerichtet sind; auäh 
ist ein spezieller Fall. Der dritte Fall' ist der wichtigste. Wir woUeh to- 
nehmen, daß das betrachtete System frei sei, d. h/naoh (6): 
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Wir wollen nun ferner noch annehmen — das ist eine neue Voraus-^ 
Setzung, die an sich über die Forderung eines freien Systems 
hinausgeht — daß die zwischen zwei Punkten a und b wirkenden 
Kräfte bzw. einander nicht nur entgegengesetzt gleich 
sind, sondern auch in Richtung der Verbindungslinie tal 
der beiden'Punkte wirken sollen. Solche Kräfte zwischen Massen- 
punkten, deren Richtung parallel der Zentrale der Massenpunkte ist, 
nennt man „Zentralkräfte**. 



Unter diesen Annahmen greifen wir ein beliebiges Paar a und b von 
Massenpunkten des Systems heraus und berechnen die Summe der Haupt- 
drehungsmomente der Kräfte für diese beiden Massenpunkte; es ist 
offenbar 

oder, da nach dem Beaktiousprinzip — ftj, ist: 

- [*.«.»3 + [*.*. 61 . 

oder schließlich, indem die beiden Ausdrücke zu einem Vektorprodukt 
vereinigt werden: 

Nun ist aber nact Fig. 67 offenbar: 

Denn es ist nach den Begeln der Vektoraddition «dsp i| 

der tat (46^ erfüllt. Also wird unser Drehmoment: 

T" tti “* ®a»3 1 , 
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»woria nwh Yoriwiaiet^g and #,» von Null versehen’ smd. Aber 
das 'V^torwdukt kann ja anoh verschwind«», wena,,der#^Wmk9l zm- 
sehen den beiden Vektoren t.j'nnd gleich Null ist, d. h. weim 
in die Sichtung der Verbindungslinie der beiden Massenpunkte t.» f&Ut. 
Das- haben wir aber soeben als erfüllt vorausgesetzt; also 

i'st in der Tat 

(47) *« J ® • 

^ Diese Berechnui^ läßt sich für jedes Punktpaar des Massensystems 
durchführen, also ist auch für das ganze Massensystem die Summe der 
Drehmomente der Kräfte gleich Null. d.h. Gleichung (44) erfüllt: 


(44) 




wenn das System frei ist und die Kräfte Zentralkräfte sind. 

Man hat früher angenommen, daß alle in der Physik aufteetenden 
Kräfte Zentralkräfte seien; dann wäre für jedes Ireie^ystem 
(44) erfüllt. In der Tat hat sich nun nie ein Widpspruch 
mit der Erfahrung gezeigt, wenn man für ein freies System 
die Annahme (44) gemacht hat, obwohl wir über die Natur 
der Kräfte vielfach gar nichts aussagen können. Wii 
wollen daher jetzt die Gleichung (44) für jedes freie System 
(oh Zentralkräfte oder nicht) als gültig annehmen, also 
Wmein den Satz akzeptieren, daß für ein freies System 
die Summe der Drehmomente der Kräfte verschwindet. 

-' Diese Annahme ist von grundlegender Bedeutung für die Auff^sung 
4„ Mon»i.lmglBel.imgen (85) oder (87). In ih|«n 
V T Z die Komponenten der gesamten, auf das v Massenteilchen 
, wkkenden Kraft «„ die die Besultante der in-neren und äußeren 
auf m wirkenden Kräfte ist. Nach (44) aber heben sich (he Momente 
der inneren Kräfte heraus, so daß wir in den Momentengleichungen 
^ tot«, den 9 . (mit den Komponenten X,, Y,, Z,) nur die äußeren 
‘iHliftä zu verstehen haben. Dadurch wird der Momentensatz erst 
ifra^htbaar, da die inn«en Kräfte meistens unbekannt sind. 

'Dl €en besprochenen drei Fällen ist also nach (35): 






• auch kürzer in einer Vektorgleicbung zusamintowto^^'^ 


■ 
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odei;, aueb, skdiare Faktor % in die eckige K}anuner mit 

hineing^omi^en Wird: 



Führen "wir die Integration von (48) aus, so ist, wenn A, B, C Kox^ 
stauten bedeuten: 



oder zusainmengefaßt, durch Integration von (49), unter Beachtung der 
Definition des Drehimpulses nach (39a) 

(51) ^ [t,, w, C,| = tt = Const, 

¥ 

wobei der absolute Betrag des Vektors tt, also |tt| — ]/^^+ß^+C'* 
ist, d. h. also; Für ein freies System ist die Summe der Dreh- 
momente der Geschwindigkeiten nach Größe und Richtung 
konstant (Satz von der Firhaltung des Drehmomentes der 
Geschwindigkeiten). 

Unter Verwendung des Begriffes des Drehimpulses kann man (61) 
offenbar auch so formulieren: 

Der Gesamtdrehimpuls eines freien Systems ist kon- 
stant. 

Dieser Satz kann mechanisch anschaulich interpretiert werden, 
indem man bedenkt, daß der Drehimpuls ein spezieller Drehstoß ist, 
derjenige nämlich, der das System aus dem Zustande der Buhe in seinen 
augenblicklichen* Zustand überführt. Betrachten wir nämlich ein freies 
System zu verschiedenen Zeiten, so werden die Geschwindigkeiten 
und die Radienvektoren im allgemeinen variieren, also auch der Dreh- 
ini])uls tty für jeden einzelnen Massenpunkt. Aber der Gesamtdreh- 
impuls ist konstant. Also kann das System stets durch den 
nämlichen Drehstoß von der Ruhe aus in seinen augenblick-* 
liehen Zustand gebracht werden. 

Wir wollen noch die Richtung des resultierenden Drehmomenten 
der Geschwindigkeit bestimmen. Nach (50) sind die Richtungskosinusse 
offenbar bzw. 

(52) 

Wese dr^ Biefatungskosinusse bestimmen die Richtung 
tierendcn Geschwindigkeiten, also 

der Zeijt 
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1, ^ 

also “im Baume, d. relaiiv zum Fomdamentalsystem, fest 
ist. jDiese' Ebene wird als „invariable Ebene** und die dazu senk- 
recbte Bichtung des resultierenden Drehmomentes d%x Geschwindig- 
keiten als „invariable||Ä.chse*‘ bezeichnet; die Bedeiftung beider wird 
später hervortreten. 

Der Inhalt der Gleichung (50), die die Erhaltung der Eotations- 
momente aussprechen, wird manchmal auch als das „Prinzip der 
Flächen** oder als der „Flächensatz“ bezeichnet. Das hat folgenden 
Grund. Betrachten wir ein Glied der in (50) auftretenden Summen, etwa 


df 


U - ^ 

»» dl 


und führen für einen Moment Polarkoordinaten in der j/e-Ebene ein: 

(53) f = 

SO ist offenbar, wie durch Ausrechnung sofort folgt: 

dt y- dt dt ’ 

und das ist, wie wir schon in Gleichung (90) des ersten Kapitels sahen, 

gleich dem doppelten der Fläche, die vom Badiusvektor pro Sekunde 

dF * 

äberstrichen wird, die wir also nennen können. Damit gewinnt 
Qteichnng (50) folgende Gestalt: 

2^' dt 

^ m. - A = B, 


(35) 


^ dt 
dFJ 




ln dem einfach.sten Falle, daß alle gleich groß =m sind, ist also, 
.^eon wir 

> y 

t P V 

^^etaen, und die Gleichungen (55) einmal nach t integrieren: 

»I F, =» 1 + a j 

Bt + ß Uutß,/ Constanten) ; 


wtF. 


Ct + y I 


d. h. die in gleichen Zeiten überstrichenen Flächen sind 
gleich (das ist das zweite Keplersche Gesetz), und deswegen nitont 
.man auch im allgemmnen Falle den Satz den „llächensatz", 

Beispiele fht die hier als besonders bedeutsam hervortretenden freien 
Sjrsteme werden wir im nächsten Kapitel bei der BetaMwb*""® leeres 
JEIanetensysteme finden, 
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51. Das d’Älembertsche Prinzip. 

Einen allgemeinen Gesichtspunkt, unter dem wir die in den bis- 
herigen Nummern dieses Kapitels erhaltenen Resultate ableiten und 
wiedergewinnen können, liefert das d’Alembertsche Prinzip, das wir 
in seiner einfachsten Form für einen Massenpunkt bereits in Nr. 31 kennen 
gelernt haben. Wir beweisen es hier für ein System von n Massenpunkten, 
deren Bewegungsfreiheit durch m Bedingungsgleichungen eingeschränkt 
sei. Da jeder freie Massenpunkt drei Freiheitsgrade hat, so hat ein System 
von n freien Massenpunkten 3n Freiheitsgrade, von denen durch Hinzu- 
fügiing jeder Bedingungsgleichung einer fortgenommen wirilj also be- 
sitzt unser System {3n ~ m) Freiheitsgrade. Es ist klar, daß diese Zahl 
positiv seih muß, d. h. es muß stets 3n > m sein. Die gegebenen Be- 
dingungsgleichungen seien : 


2 1/2 *^2 ? * * * Vn ~ ^ > 

■^3 (*^1 Vl > ^2 V'Z ^2 » • • • ^11 Vn ~ ® ? 

^mi^l ^2 2/2 ^2 > • • • Hn O ~ ^ • 


Wir können nun. wie vdr es schon früher getan haben, die Wirkung 
der Bedingungsgleichungen durch Kräfte ersetzen, die w'ir zu den explizit 
gegebenen Kräften Z,. hinzufügen; diese wollen wir durch 

H,., bezeichnen. Dann können wir das System als völlig frei 
betrachten, und haben also z. B. füi' den r*®” Massenpunkt folgende Glei- 
chungen: 


(57) 


-IX. +=-)->’. 
V*' - (x. + 

- (x. + z.) = »■ 


Denken wir uns jedem Punkte des Sj’stems mit den Koordinaten 
ifv> y,> 2 .) ^ine unendliche kleine, mit den Bedingungen (56) verträg- 
liche Verschiebung (dx,, dy^, Öz,) erteilt, und erweitern wir die obigen 
Gleichungen bsnv. mit dx,, d%j,, dz,, addieren und summieren über das 
ganze Massensystfem, so erhalten wir die Gleichung: 

^ {(m, --1^ - X,) dx, + (w, - Y,) Sy, 

(6«) . ' !• 

Die rechte^, Seite dieser Gleichung ist die virtuelle Aeböt der 
gesamten 2,(rta^larfttte, die bei der gedachten, aoit den Bedinffdngen 
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vertoägliohen Verrueiaing geleistet iverden wurde. Wie wr in Nr. 30 
berelte:;nus^^ndersetzten, kommt man ohne eine besondere Annahme 
über d^e Zwfimgskräfte £„ nicht weiter, und alle ' Hyjmthesen, 

die man über deren Natur machen kann, müssen darin gipfeln, daß für 
jede mit den vorgeschriebenen Bedingungen verträgliche 
virtuelle Verrückung die virtuelle Arbeit der Zwangs- 
kräfte verschwindet. Es ist daher am einfachsten, von vorneherein 
di^e Hypothese direkt zu machen; wir wollen daher stets^ die Gültig- 
keit der Gleichung voraussetzen: 

(ü»). ÖA ^ [£.. + H, dy^ + Z, Sz^ = 0. 


Bfitbin ist unter den von uns gemachten Voraussetzungen; 

l.n 

d*y. 


t«0) 


2 IK i? - + (”■ 7? - »’.) 

. » 

+(%5' 


Wären keine Verbindungen da, so w’ären die sämtlichen dj/^, 
unabhängig voneinander. Dann erhalten wir durch Zerfall von (60) 
die gewöhnlichen 3w Bewegungsgleichungen Newtons; das ist das 
^'d’Alembertsche Prinzip in seiner einfachsten Form, in der es keinen 
Nutzen bietet. Aber wenn Bedingungen da sind, hier die m Bedingungen 
(56), so zerfällt die Gleichung (60) nicht in dieser Weise, da dann die 
dy^y dz^ nicht mehr alle unabhängig voneinander sind. In diesetn 
Falle kann man so verfahren, daß man mittels der m Gleichungen (66) 
^ beliebige der Koordinaten y^y und entsprechend dx^y öy^y 6z^ 
^durdi die übrigen, die dann unabhängig voneinander sind, aus- 

Irückt, und die ersteren m Koordinaten und Verrückungen in (60) oli- 
lldidert. Doch sind die Rechnungen meistens sehr umständlich. Lagrange 
ein anderes Verfahren angegeben, das wir bereits im zweiten Kdpitel 
r^iw/ainen Massenpunkt angewendet haben und das auch hier brauch- 
Wir gehen folgendermaßen vor: 

VPa die Bedingungsgleichungen (56) für alle Werte der KoordinateÄ 
betareffenden Massenpunkte gelten müssen, so ist auch* für 
^ benachbarte Lage x^+dx^y 

■0'-' 

Wenn wir diese letsterfn Gteiehnn^en ip , die Taylorait^el^ibe 
^Mebeln und beMbten, so 07 hidt nnHi,<|ie Oieiebungm: : 

i , . '''d/j.' .rtV' ' 

iP / + iiir •*: 


( ■^1 (®i + ^*1 > !/j + ^ ^1 > *1 + ^«1 > •• 0 » 

FJ.Zi + dit, , + ... + Se^ 




Aj^ememe pynamtK emes .ist/gtems matmelier Jhmkte, ‘Jüö 



Wir multiplizieren diese Gleichungen mit noch unbekannten Fak- 
toren Al, Ag . . . A^ und addieren sie zu (60); dann folgt: 


i.ft 

2 


II’ 

f 

+ {i 
+ {»»» 


fx, 

dp 

, d^y. 

> dr- 


dp 


Y 4- 5 ^ ^ 1 r 5 4. 3 V /»• 

dZy ‘ ‘2 .0 2v ^ * *"• a 2, 


'"]Sz^ 

V > 


0 . 


Von den in dieser Gleichung vorkoiiimenden 8tt Verrückungen 
6 x^, dy^, öz^ sind nun m durch die (3n — w) übrigen ausdrückbar; es 
seien dies etwa die m ersten Verrückimgen a^i. Öy^, öx^ . . . Diese 
m ersten Verrückungen sind also Funktionen der übrigen; wir bringen 
sie zum Verschwinden, indem wir die m Größen Ai, Ag,,. A^ 
nunmehr so wählen, daß die Faktoren der ?« fraglichen 
Verrückungen dXy Stji, dzi, 6 X 2 verschwinden. Das gibt also 
die ?n Gleichungen : 


d*x^ 




Y' 4- A 

^ dx, 


+ l 


aF, 

dxj 




(m Gleichungen) . 

Die Übrigbleibeuden (8?i-~ w) Verrückungen sind unabhängig von- 
einander, also müssen ihre Koeffizienten ebenfalls verschwinden, so daß 
Wir noch (8n — m) Gleichungen derselben Art erhalten. In toto gelten 
also für jeden beliebigen Massenpunkt die Gleichungen: 




206 Meehanik mateneUer PmJUe* 


lü (64) sind die Größen 




ÖF«\ 

di: 


U8W., 


die Komponenten der Kraft, die die Bedingungsgleiohungen auf den 
V*®“ Massenpunkt des Systems ausüben, die zusammen mit dem explizit 
gegebenen die „Totalkräfte“ bilden. Dann sagt (64) aus, daß, 

wenn man zur Totalkraft die d’Alembertsche TrägheitskrajEt 
mit den Komponenten 

d* Zy 


— tn„ 


hinzufügt, Gleichgewicht besteht: das ist def eigentliche Kern 
des d’Alembertschen Prinzips. 

Sind die Beschleunigungen jedes Massenpunktes gleich Null, so 
lirfert (64) die Bedingungen des Gleichgewichtes eines Systems unter 
dem Einfluß explizit gegebener Kräfte, wenn Bedingungsgleichungen be* 
stehen; auf diese Folgerung gehen wir in Nr. 53 genauer ein. 

Wir haben das d'Alembertsche Prinzip nur unter einer speziellen 
Voraussetzung beweisen können. Dennoch lehrt die Erfahning, daß 
die Gleichung (60) stets gültig ist. Wir w'erden daher das d’Alem- 
bertsche Prinzip (60) als stets richtig annehmen. Aus dieser 
Darlegung geht hervor, daß die allgemeine Gültigkeit des d’Alembert- 
sehen Prinzips nicht aus den Newtonschen Gleichungen ohne Hinzu- 
ifithme weiterer Voraussetzungen abgeleitet werden kann; das irAlem- 
.»bertsche Prinzip ist vielmehr ein neues Prinzip der Dynamik, dessen 
Ehiführung sich wie bei jeder experimentellen Wissenschaft nur durch 
die Übereinstimmung mit der Erfahrung rechtfertigen läßt. 

Wir können mm aus (60) sehr leicht die Sätze über die Schwer- 
ponktsbewegung und die Rotationsbewegung ableiten. 

i Wir wollen ein System betrachten, dessen Bedingungsgleichungen (ö6) 
die Eigenschaft haben, daß wir jedem Punkte des Systems die nämliche 
^^irtueHe Verrückung erteilen können. Dies ist sicher dann möglich, 
>1V0nh alle Punkte völlig frei sind, wie wir in den Nni. 45 bis 50 voraus- 
Sjbtefen, Wir geben also dem System eine gemeinschaftliche Translation, . 
.|irc^ die rektiven Lagen der Massenpunkte zueinander ungeänd^ 
"bleiben. Dann ist: 


= d-iTj = dajj » ... ^ 

••• 

— ••• - 

Also' nach der Formel (60) des d’Alembertschen Prinzips, weiSfa wir, 
\li^unmehr gleichen Größen 6x,dy, dz vor das Summenzeichen nehiäen: 


\ » V , f 
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und diese Gleichung zerfällt wegen der Unabhängigkeit von Öx, dy, dz 
in die drei Gleichungen: * • 


2 

2 




~di^ 


2 /. 

dt\ 



dU^ 


2^- 

2y- 

2^-. 


Das sind aber die bereits erhaltenen Gleichungen (22), aus denen die 
Schwerpunktssätze folgen. 

Ebenso erhalten wir die Sätze über die liotationsmomente, wenn 
wir annehmen, daß die Bedingungen des Systems es gestatten, ihm als 
Ganzem eine Botation um die x- oder y- oder 2 - Achse zu erteilen. Darauf 
gehen wir hier nicht näher ein, die genauere Untersuchung dem Leser 
überlassend. 


52. Das Energieprinzip. 


Außer den in diesem Kapitel behandelten Erhaltungssätzen, dem 
batz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes und dem 
Flächensatz, die jeder eine Integration der Bewegungsgleichungen liefern, 
gibt es in vielen Fällen noch das sogenannte „Energieprinzip“, dessen 
einfachste Form für einen Massenpunkt wir in Nr. 28 kennen gelernt 
haben. Wir legen der Behandlung die Gleichungen (64) für ein be- 
liebiges Massensystem zugrunde in Verbindung mit den Bedingungs- 
gleichungeri (56). Darunter ist als Spezialfall der eines Massensystems 
ohne Bedingungsgleichungen enthalten, indem dann die Größen 
■ ■■ identisch Null situl. Wir multiplizieren nun die Gleichungen (64) 

der Eeihe noch mit . -?} > . addieren und summieren über das 

dt dt dt 

' ganze Massensystem (v = 1 , 2, ... n); dann folgt : 




I d* Xy dXy W Jfy , 

rdiF-rfr+ -i» + 


dt> dt 


dU, 


di’ 

dtl 




P 

'^'"^•2 \dx, 


djr 
■ di 

BF, dy. 


dt By^ dt ^ Bzy d 


H 


BF^ dx, ^ BF^ dpy , BF, 


dt 


dt dzy 


Trl-o- 


1 y®*"™ sinid zunächst die Faktoren von Aj, ... i,. nichts 
ils die Differentialquotienten von 1*, 

äsii ' Bedingungsgleichungen (56) alle gleich Null sind. AlMf“ 

pieibt nur,.fiffiii: • - 
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0] 




’W 






dP dt 


dP 


-37- + 


<«' dt 


>.« 




dt I 


Wir köimen iiier jeden Summanden der linken Seite in die Form 
bringen: 

d 
dt 




I dt* di dt* dt ***) 




und das ist nach Gleichung (27) des, zweiten Kapitels auf pag. 87 nichts 
anderes als die zeitliche Ableitung der lebendigen Kraft oder kinetischen 

Energie des Massenpunktes, also . Wir können also die linke 

Seite schreiben oder auch und darin ist^L^ offenbar 

:die gesamte kinetische Energie aller Massenpunkte des Systems; wir 
awollen sie durch L bezeichnen. Mithin wird ((>5): 


( 66 ) 


Ktt Term der rechten Seite, X, y' + + > **** dssska- 

laare Produkt aus der Kraft ft, und der Geschwindigkeit C, des r'™ 
Massenpunktes, also die von der Kraft ft, pro Sekunde bei Verschie- 
^.boim. des »•*“ Massenpunktes geleistete Arbeit, oder der „Effekt“ der 

l,,n 

IJCraft 9^, Die rechte Seite läßt sich also schreiben; ^(9^ty)t und 

ist nach dem Vorhergehenden gleich der Gesamtarbeit 
ri4«r im System wirkenden Kräfte pro Zeiteinheit. 

Also haben wir nach (66); 

Ä'- ■' 


!p^jh.%ie Zunihme dör kinetischen Energie des Systems 
gleich der von den Kräften des Systems geleiteten Arbeit , 
V^i^er Säte aueh für endliche Zustandsänderangen gilt: 



und h' 
kill»'- 
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tischen Energien in der Lage 1 und in der Lage 2; ebenso ^4^ die von 
(len KrÄften des Systems geleistete Arbeit beim Übergange des Systems 
aus der Lage 1 in die Lage 2. Im allgemeinen wird diese Arbeitsleistung 
außer von der Lage der Punkte 1 und 2 auch noch von dem Wege 
abhängen, auf dem das System von 1 nach 2 übergeführt wirdi 

Von besonderem Interesse ist es nun, den Spezialfall zu betrachten, 
daß die sämtlichen Kraftkomponenten Y^, (v = l, 2, ... n) sich 
als partielle Differentialquotienten einer einzigen eindeutigen Funktion 
der Koordinaten (r = l, 2, ... n) darstellen lassen. Wir nennen 

diese Funktion —<P die „Kräftefunktion“. Dann ist die rechte Seite 
von (66) : 



dx^ ^ dz^ \ 

\dx^ dt dy^ dt ‘da,, dt]' 

und das ist gleich dem negativen totalen Differentialquotienfen von 0 
nach U d.h. gleich Damit wird aus (66): 

(68) . -JT^- Tt 

Den negativen Wert der Kräftefunktion, also + 0 nennen wir die 
„potentielle Energie“ des Systems. Wir können (68) in der Form 
schreiben: 

(69) ^_(L+0) = O, 

oder zwischen zwei beliebigen Zeiten integriert: 

(70) Lg 02 Lj “f* 0j = Const. , 

d.h. wenn eine Kräftefunktion existiert, so ist die Summe 
der kinetischen und potentiellen Energie, d.h. die Gesamt- 
energie eines Systems, konstant. In diesem Falle haben wir als<)j 
wenn 0 bekannt ist, ein weiteres Integral der Bew^egungsgleichungeh. 
Schreiben wir (70) in der Form, die (67a) entspricht: 

(70a) i,- L j — (0,-0,). 

so sieht man, daß jetzt die Arbeit = 0,, (iie geleistet werden 

omß, um das System aus der Lage 1 nach 2 zu bringen, nur von der 
Lage des Anfangs- und Endpunktes der Bahn abhftngt, da* 
fiegen nicht mehr von dem Wege, auf dem es von 1 naoW # 
Überführt wird. Das geht sofort daraus hervor, daß die Aihmtv 
. Differenz der Fonktionswerte 0i und 0, dargestellt, iuid'0; 
®>ne. li’unhtion ist, dianur von den Koordinaten abhängt; 0j'hlfQgi 
“M von den 'Koöeäiiaten der Syst^punkte in der L^-1 
® sprechei^ Koor^a^, die die Idige 3 
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auch die piffci^önz 0i — von der tage dieser 

In diesto F^e ist die unendlich kleine Arbeit dÄ = ^ auch 
iih IKÄerential einer Punktion der Koordinaten, Das ist eine 

" auä^«eichnete Eigenschaft der Systeme, die eine Kräftefunktion* be- 
«dtaen, ; 

Kräfte, die aus einer Kräftefunktion ableitbar sind, haben wir früher 
„konservative*^ genannt;, entsprechend nennen wir ein System „konser- 
vativ“, wenn seihe sämtlichen Kräfte konservativ sind. 


58. Oleidigewicht eines Systems; Stabilität des Gleichgewichts. 

Sollen sich' die Kräfte eines Systems im Gleichgewicht halten, so 
dürfen die einzelnen Massenpunkte dauernd keine Beschleunigung haben, 
älso liefert die d'Alembertsche Gleichung (60) als Bedingung des Gleich- 
gewichts : 

(71) ^\XJx^ + YJy^ + ZJz)^0. 

Im allgemeinen werden dann auch die Geschwindigkeiten dauernd 
gleich Null sein müssen; deim wenn dies nicht der Fall ist, so 'gelängen 
die Massenpunkte im Laufe der Zeit an andere Stellen des Raumes, und 
d^ die Kräfte Y,, i. a. Funktionen des Ortes sind, so wird (71) nicht 
JtS^ alle Lagen erfüllt sein können, sondern nur für spezielle, in denen 
4a^ die Massenpunkte dauernd verbleiben müssen. Wenn die Masäen- 
'funkte des Systems völlig frei sind, so sind die 8n virtuellen Verrüctomgen 
all^ unabhängig voneinander, und es zerfällt daiM|^>(?l) in 
^ S« Gleicbnngen: * 

■^) i X,= y,=Z,=0 (v=l, 2...n). 

i|Pa8 ist genau die nämliche Bedingung, die auch für einen Mas^- 

l'fVi ’ist dagegen die Bewegungsfreiheit des Systems eingeschvänljt, 
|p^.dateh die m Bedingungsgleichungen (56), so zerfällt (71) nicht mein 
l^pJOchenen'Weise, ans demselben. Grunde wie früher. Wir 
'Summen dann die Qleichgewichtsbedingungen aus (64), welche Gleicbun;,' 
j^'.dem d’Alembertschen Prinzip im Palle besohrfokter Bewegung^^- 
ypibät äquivalent ist. Wir finden so die Sn Gleichgewichtsbedingnngon : 
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der (8k+m) ünbekannfei^ /i, ... aJ„, Aj, A| d*h. 

der (}Jfcihgewieht^ag6,^ge^de ausreichen. Sind die Kr&fte t^ibekani^l, 
so werfllia diese, genau wie im IL Kapitel auseinandergeisetzt, nur ihrer 
Biobtung nach durch (78) bestimmt; der Betrag bleibt unl^timmt. 

Eine besonders einfache Form nehmen die Gleichgewichtsbedingungen 
an, wenn das System konservativ ist, d. h. eine Kräftefunktion — <P 
existiert. Dann wird nämlicli (71): 




Dieser Ausdruck ist aber nichts anderes als die vollständige Variation 
von <P; also kann (74) kürzer geschrieben werden: 


( 75 ) 


d® - 0. 


In Worten: die Gleichgewichtslage eines konservativen Systems 
ist durch einen Extremwert der potentiellen Energie cha- 
rakterisiert. 


Das Gleichgewicht kann von verschiedener Art sein, je nachdem der 
Extremwert der potentiellen Energie ein Minimum, Maximum oder ein 
sogenannter Sattelwert ist, oder endlich die potentielle Energie über- 
haupt konstant ist; man unterscheidet stabiles, labiles und in- 
differentes Gleichgewicht. Man kann diese drei Arten des Gleich- 
gewichts folgendermaßen charakterisieren: Um zu untersuchen, in welche 
der drei Kategorien eine Gleichgewichtslage des S^^tems gehört, teile 
man dem System einen kleinen Stuß mit, den wir in der Grenze un- 
endlich klein denken, und der das System^ aus der Gleichgewichtslage 


entfernt. Dann wird das System entweder, wie klein auch der 
Anstoß gemacht wird, sich dauenid (und zwar alle oder auch 
nur einzelne Massenpunkte desselben um endliche Strecken und mit 
endlichen Geschwindigkeiten) aus der ursprünglichen Gleichgewichtslage 
entfernen, um nicht wieder in dieselbe zurückzukehren: in diesem 


Falle war das Gleichgewicht labil. Oder aber das System kehrt wieder 
m die alte Gleichgewichtslage zurück, von der es sich nur um sehr 
kleine Strecken und nur mit sehr kleinen Geschwrindigkeiteu (und zwar 
jeder Punkt des Systems) durch den Stoß entfernte; dann ist das Gleieh- 
gewicht stabil Es ist übrigens noch denkbar, daß ein imd dieselße 
Gleichgewichtsfege nicht für beliebige Verrückungen sich gleichari^ 
verhält, sondern für gewisse Verrückungen sich als stabil und für ar4i^ 
als labil erweist. Darauf werden wir später näher eingehen. Die dölp 
Möglichkeit ist die,* daß das System für alle oder auch nur für 
y^rtückung^ aus der Gleichgewichtslage stets im Gleichgevrioht 

das Gleichgewicht indifferent echläölpP| 


l^^j^different Ainsiebtlich det 


5^12 
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Diri;ßhl6t hat zuerst bewiesen, daB, wenn die potentielle 
Energie eines Massensystems ein Mihi ist, daB dann das 
^lleiohgewicht stabil ist. Wir wollen seinen Beweis, der siotf auf das 
Energieprinzip stützt, hier reproduzieren. Da (P, die potentielle Energie, 
lediglich dadurch definiert ist, ^daß ihre negativen Ableitungen die Kraft-' 
komponenten darstellen, so kann man, ohne diese Eigenschaft zu stören, 
eine willkürliche Konstante addieren; sie ist eben nur bis auf eine additive 
Konstante bestimmt. Wir wollen nun diese Konstante so wählen, daß 
0 in der Gleichgewichtslage gleich Null ist; da nach Voraus- 
setzung in dieser Lage 0 ein Minimum sein soll, so ist 0 in der Um- 
gebung der Gleichgewichtslage positiv. 

^ Wir geben nun dem System einen kleinen Anstoß, den wir nach- 
her zu Null abnehmen lassen; dann erhält das System eine gewisse kine- 
tische Energie L und entfernt sich aus der Gleichgewichtslage. Die po-^ 
tentielle Energie 0 steigt also von Null in der Umgebung zu kleinen 
positiven Werten an. Die gesamte Energie L + 0 hat einen kleinen kon- 
stanten Wert, den wir E nennen wollen; die Größe von E hängt natür- 
lich von der Stärke des Anstoßes ab und reduziert sich auf Null, wenn 
•w den Anstoß immer kleiner und kleiner machen. Also 


(76) L + <P-£,^ 

und daraus folgt, da L und 0 beide positive Größen sind, daß iif'der 
Umgebung der Gleichgewichtslage stets sein muß: 


(77) 


L'^Ef 

0^E. 


Was bedeutet nun die Jüngleichung 

Um ims dies klar zu machen, wollen wir 0, das ja Funktion im all- 
gemeinen sämtlicher Koordinaten (x^, z^) ist, in der Umgebung der 

GWehgewichtslage, die etwa durch die Koordinaten (x/, -?/) cha- 

rakterisiert sei, in eine Taylorsche Beihe entwickeln. 

> per Bequemlichkeit der Schreibweise wegen wollen wir die Ko- 
oidjbaten jetzt etwas anders benennen; die Bezeichnung von bleibt 
unUfprfiPdert; dagegen schreiben wir statt statt 

daß wir 8n Koordinaten bis x^, x^^.j bis x,„, bis Xj„ b< - 
kopoimen. Mit dieser Bezeichnung liefert die Taylorsche Beihenent- 
wi^Uung: 





; . JSariu siod aadi VonuistietzaDg 


d bJÄmo fsiC d«Ä 
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Glied gleich NulJ, weil die QleichgeTrichtslage durch d<P = 0 charakteri- 
siert ist. Es bleiben also nur die quadratischen Glieder übrig; mithin 
ist 2 (P von der Form: 

l,3nl,3n 

• ^ ^ ^ ^ ^vti ■” O 

y fi 

Nach (77) muß nun sein: 

22«,/. - O (*,. -x/)^E, 

y fi 

und es fragt sich, was diese Ungleichung bedeutet. Wir können die Lage 
des Systems, da sie durch 3 n Koordinaten bestimmt ist, durch einen 
Punkt im 8 n-dimensionalen Eaume charakterisieren. In dieser Auf- 
fassung bedeutet: 

2 2 {*. - a/) (a:„ - a:,.“) ^ E 

^ y fi 

ein Gebiet ira 3 w -dimensionalen Baume, ebenso wie etwa 

(a;, - + (X, ~ X,r + {X, - ^ E 

ein von einer Kugelfläche vom Eadius j/E umschlossenes Gebiet im ge- 
wöhnlichen Eaume bedeutet, um das Zentmm (rci®, xj^, x^^). Nehmen 
wir die Ungleichung 

(«1 - x^y + {X2 r + {x ^ - X3®)2 < £, 


so bedeutet sie, daß der Punkt (Xj, X 2 , 0 : 3 ) innerhalb dieser Kugelfläche 
bleiben soll. Lassen wir nun E immer kleiner und kleiner werden, so 
zieht sich die Kugelfläche immer mehr und mehr auf ihr Zentrum zu- 
sammen, so daß der absolute Betrag von Ixg— Xg®], [iCa— iCs®! 

immer kleiner werden muß. Bei der allgemeinen Gleichung 


kann man nicht genau so schließen, da liier auch negative Glieder vor- 
koninun können, die im Beispiel der Kugelfläche fehlen. Es ist aber, 
da 0 eine stets positive quadratische Form ist, stets mög'- 
lieh, wie später in Nr. 68 bewiesen werden wird, durch Ein- 
führung anderer Variabein 0 als Summe von Quadraten 
darzustellen. Nennen wir diese neuen Koordinaten etwa und sind 
positive Konstanten, so ist: 


20 


also:. 


'^Kily-lyr. 


V 

.. ’jetet tKwitiv Üt, so gilt a fortiori fä? iedea 'ifflKed * . 

Ungleiolittijß! ;/<■ • • 
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E=0 


ulio ist in der Tat : 




d D. aber, daß, wenn der Stoß kleiner und kleiner wird, dann, 
'auch die Verschiebungen jedes Punktes aus der Gleic^h- 
■ gewichtslage kleiner und kleiner werden, und damit ist das 
erste Erfordehois für die Stabilität der Gleichgewichtslage erfüllt. Nun 
ist das Analoge für die Geschwindigkeiten zu beweisen: auch diese müssen 
, sich mit abnehmendem E sämtlich der Null nähern; nun ist aber nach 
(77) und der Definition der kinetischen Energie: 




:E, 


also, da die Summanden von L alle positiv sind, a fortiori: 


’^C^E; 


‘ also endlich für jede 

.<1 r 


aber: 


Geschwindigkeit: 



0 , 


S5U beweisen war. Damit ist der ganze Dirichletsche Satz 
b^ewiesen. 

’ Umgekehrt kann man sich leicht klar machen, daß, wera <P ein 
in der Gleichgewichtslage ist, dann das Gleichgewicht labil 
eefo wird. Denn machen wir in der Gleichgewichtslage wieder 0 - 0, 

t nmS es also in der Umgebung der Gleichgewichtslage kleiner als 
ir sein, d.h. abnehmen. Erteilen wir nun einöi beliebig klemoii 
#, 80 daß wieder 

■ L+0=E 


cQOBt man, da 0 mit zunehmender Entfernung von der Gleitb 
gt^ehtsla^ immer mehr abnimmt, daß L immer mehr zunehmen mul . 
fiilh. init wachsender Entfernung von der Gleichgewichts- 
ta#e wftchst dje Geschwindigkeit des Systems. DidS gilt, vu' 
» auch der Stoß gewählt ist; das System entfernt ;««^ »‘J*’ 
vm stets wachsender Geschwindigidit voh der^i GldH’i' 
eewichtslaae. Diese ww alsö IsbiL 
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zontaler üniei^Äge; er auch a&t derselben ^ verschob wd^ inüner 
ist die potentielle Energie dieselbe, überall ist er irii Gfäcligewcht, ' 

Ein sehr gutes Beispiel für die Verschiedenartigkeit der Gleich- 
gewichte liefert die Betrachtung eines starren Massensystems, das die : 
Gestalt eines dreiachsigen EUipsoids mit drei ungleichen Achsen hat,*) 
Dasselbe ist auf einer horizontalen Unterlage im Gleichgewicht, sobald > 
das Ellipsoid mit einem Endpunkt seiner drei Achsen auf der Horizon- 
talen aufliegt. Nehmen wir an, das Ellipsoid liege zunächst mit seiner 
kürzesten Achse auf, so hat der Schwerpunkt des EUipsoids die tiefste 
Lage, die er überhaupt haben kann, also ist die potentielle Energie des 
Systems in diesem Falle ein Minimum. Denn diese wird, da man im 
Schwerpunkt die ganze Masse konzentriert und die ganze Kraft in ihm ^ 
angreifend denken kann, nur durch die Lage des Schwerpunktes bestimmt. 
Nach dem Diriohletschen Satze muß also das Gleichgewicht stabil 
sein. Gibt man einen kleinen Stoß, so treten in der Tat nur kleine 
Schwngungen um die Gleichgewichtslage ein, die durch Beibung ver-^ 
nichtet werden, und das System kehrt wieder in seinen ursprünglichen 
Zustand zurück. 

Liegt umgekehrt das EUipsoid mit seiner größten Aclise auf, so ist 
die potentielle En<*rgie ein Maximum, das Gleichgewicht also labil. In 
der Tat bringt ein kleiner Stoß das Ellipsoid zum Umkippen. Eine Sonder- 
stellung bildet der FaU, wenn das Ellipsoid auf seiner mittleren Achse 
aufliegt, wenn also der Schwerpunkt zwischen der höchsten und der 
tiefsten Lage liegt. Stößt man jetzt das EUipsoid in der Weise an, daß 
es sich um die kürzeste Aclise dreht, so hebt sich der Schwerpunkt. Die 
potentielle Energie hat für diese Verrückungen also ein Minimum, die 
Gleichgewichtslage ist hinsichtlich dieser »Verrückungen also stat^l. 
Stößt man dingen Ellipsoid derartig, daß die größte Achse als 
Drehungsachse dient, so senkt sich der Schwerpunkt, die potentielle 
Energie ist für diese Verrückungen in der Gleichgewichtslage ein Maxi- 
mum, das Gleichgewicht hinsichtlich dieser Verrückungen ist also labiL^ 
In diesem FaUe hat <P in der Gleichgewichtslage einen sogenannten 
Sattelwert. 


64, Das Hamiltonsohe Prinsip, 

Die Bewegungsgleichungen (60), die in der Form des d'Alembe^ 
sehen Frinzips zu einer Gleichung kondensiert sind, lassen siobj, 
Hamilton gefunden hat, in eine sehr einfache i^orm bringen, dio 
Vorteil hat, gar k^e Beziehung mehr auf ein Koordinatensystem 
tmthalten, und die . deshalb besonders dann von Vorteil isÄ, 
von feinem l^ooördinatensystem zu einem Koordinatensystem 
z. B; kartejä^ichen mt Polatkoordinaten usw. 




216 Meehanik materidler Punkte. 

Wir wolS^^itorAÄtung des HamiltonsoheB Prinzips zu- 
nächst ein konservatives System voraussetzen; dann wird (60), wenn 
wir die Kräftefunktion ei|;4ühren: 



Diese Gleichung können wir folgendermaßen schreiben: 



""Darin ist die rechte Seite aber nichts anderes, als die negative voll- 
ständige Variation von 0; also ist: 



9 


womit bereits ein Schritt in der angedeuteten Sichtung gescheh(^n ist: 
^die rechte Seite enthält keinerlei Beziehung mehr auf das Koordinaten- 
syatem. Dasselbe hat mit der linken Seite zu geschehen. Zu diesem Zwecjie 
l^achten wir folgende Identität: 




#*, 


i f 


dXj, 

~dT 




VI 


dXy 

dt 


dÜXy 

'^dT 


,Im letzten Gliede ist es gestattet, die Differentiation nach f mit der 
Variation zu vertauschen, da die letztere sich nicht auf i be- 
.i^eht; also: 

di dt 


'K ^ « 

haben wir offenbar, wenn wir noch dieselbe Operation auf die 
«-Koordinaten ansdehnen: 



. Hjim wild «treog in folgender Weise bewiesen. Wir, betrachten als 
'Ftn&ltto Ton*( (siehe 1%, 66) imd gldohzritig ^ns helik>^t benaoläiifsrte Kurv^ 
«/# IXe Diffenos der ]tebkii9|ir^ ein «pd dendtiMt wir 

d«i dew ehMii^ eiw iwigd 
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;^otieDt saoh der Zeit itft, nabe, eine Megration nach t'auB- 

Til^ibren, etwa zwiBchen ssiroi Zeiten /, und <i m ‘integri«ren. , Dann 
«Wten Wir; 

M ? K + Tfh.+ 57 ^4) “ ' 

" ' ' ' "'*0 U 

Nun wollen wir die Verrückungen dx^y dt/,, dz^ in einer bestimmten 
Weise wählen, die aus folgendem klar werden wird. In der Zeit zwischen 
^ und ti hat das System, d. h. jeder Punkt desselben, eine bestimmte 
Bahn beschrieben, d. h. die Koordinaten (x^, z^) haben als Funk- 

tion^ von t gewisse Werte angenommen. Die Bahn des Massen- 
imnktes sei in Pig. 59 gezeichnet, zwischen dem der Zeit ^0 entsprechen- 
den Anfangspunkte 0 und dem Endpunkte 1 zur Zeit 



Fig. 59. 


Nun haben w uns aber zu jeder Lage (a:,, y,, zj) eine virtuelle Ver- 
i^^lining ix^, iy,, dz, gedacht, so daß wir au^r der wirklichen 
$£ durch x,(t), y,(t), «,(<) dargestellt wird, auch noch von einer „vari- 
:&|tien Bahn“ sprechen können, die durch die Gleichungen 


/ y,(0+^yA0> 

&'BW%meterdarstellui% dargegeben ist. Das ist eine Bahn, die offen- 
lAK wegen der unendlichen Kleinheit der virtuellen VerBchiebungäi 
dp;, ds, ganz in. der Nähe der wirklichen Bahn verläuft, aber im 
p^en ganz willkürlich ist. Nur müssen die dx„ dp,, dz„ die Bedingungs- 
(|ll|mkiu]gea des Systems erfüllen. Z. 6. können die drei in Figur ö9 ge- 
limdielten Babnmi als variierte Bahnen angesehen wwden. Nun wollen 
Wit^bdr die variierte Bahn so wählen, daß sie zu den Zei- 
nijid d. b. in den Punkten 0 und 1 mit der wirklichen 
SiiinintoenfftlU (Fig.ßO); im übrigen bleibt sie mit der obigln Ein- 
idiräiiknüg voin^mm^ wiUkürh^ 



^ ^ 
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schwimdet UUke Seite von <81), da der beirte|:|ende Auf- 
druck für die untere und die obere Grenze ve:^ct\wfddet. 
Also fol^ schließlich, wenn wir noch die Beihenfolge von Ihtegmtion 
und Variation vertauschen, was gestattet ist, da die Variation sich nicht 
auf die Integrationsvariable t erstreckt: 


(82) 




die- die Hamiltonsche Gleichung darstellt, den Bewegungs- 
gleichungen (60) äquivalent ist und keinerlei Beziehungen 
auf ein Koordinatensystem mehr enthält. 

Man kann das Hamiltonsche Prinzip folgendermaßen in Worten \ 
aussprechen; Unter allen Bewegungsarten, die ein konser- ; 
vatives System aus einer gegebenen Anfangslage in ge- j 
gebener Zeit in eine gegebene Endlage führen, ist die- ^ 
jenige die in der Natur eintretende, für welche der zeit- | 
liehe Mittelwert von (L— <P) einen Extremwert hat (d. h. j 
für die die Variation des zeitlichen Mittelwertes von(L— <P)i 
verschwindet). j 

Hat man einmal kinetische und potentielle Energie in den in Be- ' 
tracht kommenden Variablen aufgestellt, so kann man rückwärts aus 
dem Hamiltonscheu Prinzip die Bewegungsgleichungen gewinnen, 
zwar durch einen ein für allemal feststehenden Algorithmus, also durch 
eine rein schematisch vomehinbare Operation. Da es für viele Fälle 
leichter ist, L und 0 zu bilden, als die Bewegungsgleichungen aufzu- 
stellen, so ist die praktische Bedeutung dieser Formel einleuchtend. 

Wir wollen zunächst L und 0 als in kartesischen Koordinaten ge- 
geben denken und nun zeigen, wie die Bewegungsgleichungen (60) rück- 
wärts aus (82) erhalten werden. Zunächst ist: 

t, t, 

Sjldt^sj 0dt^ Jdt'S0 


(83) 


to 





Ferner ist: ' 




oder, Venn die yariation euBgeidhrt wird: 
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oder, indem das Operationszeichen 6 in der Reihenfolge ver- 

tauscht mrd, was aus demselben Grunde wie oben zulässig ist: 

j dt ■ 2^ f-rfi' rr + d f "rf7‘ +~dt- -d v] ’ 


oder auch: 

h 


+ fj; !&[*. 


<0 » 


Hier wollen wir eine partielle Integration ausführen, die wir der 
Kürze halber nur am ersten Gliede durchrechnen wollen: 

h Jx fx . ^ ' 

/ dx^ dÖx^ j. dx^ ^ d*a‘ ^ 

-It -Tf j 

" “* 4 

Darin verschwindet das erste Glied, weil für und die Größ<m 
dx^i öy^, 6z^ gleich Ntill vorausgesetzt sind; also folgt schließlich: 

(84) j/idl - J «*. + f?' 

Durch Verbindung von (83) und (84) hat man also: 

h ^ 

<0 ^ 

oiei, "wenn die beiden Integrale zusammengefaßt werden und der Integrand 
tiiidik j&x^, öy^f bz^ geordnet wird: 

h If« 




^ X i-? 
dfi a*. 


+K-7^ + ||)h]“0: 


' Eä Mt sieb nun zeigen, daß da« Verschivinden die|||f^tegrfll8 ;i^ur 
ii|yNtä>en kann, daß der Integrand veiscktrindot. Dann netoen 
^i^tkwa an, doe^^be sei positiv oder negativ; nun ist der« Inte^ahd 
raDi^stf^^g;« EDaktjcHi dsx iZeit; ich kann d^er die Zeitgreng^ 

daß imi^halb' des Intervalles ty—t^ der 'Ibte^lllU sein 
Zeielte^ . ni Jht rreebselt^ Dum aber, .käihite das, 0 
luNi daher nqe so vsiaebTOiidui der Jäte* 
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graud sich ^nulliert; also folgt in der Tat das die Bewegungsgleichungen 
enthaltende d’Alembertsche Prinzip (60): 


l.n 



Das Hamiltonsche Prinzip ist im vorhergehenden ntir abgeleitet 
für konservative Systeme, doch hat die Erfahrung gezeigt, daß 
es allgemeiner gültig ist. Namentlich Helmhol tz hat darüber 
wichtige Untersuchungen angestellt und gezeigt, daß für nicht kon- 
servative Systeme das Hamiltonsche Prinzip auch gilt, wenn man statt 
— wieder die Summe dx^ + Y^ dy^+Z^dzJ) substituiert: 


(82 a) 


]dL+:^{XJx^.^YJy^i-Z^dzy,dt=^0, 

r 


56. Kanonische Form der Bewegongsgleichungen nach Lagrange. 

Wir wollen jetzt das Hamiltonsche Prinzip dazu benutzen, um 
die Bewegungsgleiohungen in beliebigen Koordinaten zu gewinnen. Als 
„allgemeine Koordinate'* bezeichnen wir jede Abmessung, die ge- 
eignet ist, die Liige eines Punktes eindeutig zu bestimmen. Es brauchen 
dies durchaus nicht, wie die kartesischen Koordinaten, Längen- 
abraessungen zu sein, sondern schon das Beispiel der Polarkoordi- 
naten zeigt, daß es auch Winkelgrdßen usw. sein können. Wir wählen 
diese allgemeinen Koordinaten nach Möglichkeit so, daß die vorhandenen 
Bedingungsgleichungen dabei schon erfüllt werden. Z. B. wenn ein 
Massenpunkt sich auf einer Kugelfläche vom Radius B bewegen soll, 
so haben wir als Koordinaten die Zenitdistanz & und das Azimut tp zu 
wählen, und bei der Bildung von L und <P hat man zu beachten, daß 
R konstant ist. Kann man die Koordinaten in dieser Weise wählen, so 
erhält man so viele unabhängige allgemeine Koordinaten, als das System 
Freiheitsgrade hat. Wir wollen im folgenden zunächst voraus- i 
»etzen, daß die allgemeinen Koordinaten ^lle unabhängig 
voneinander sind. Wir bezeichnen die allgemeinen Koordinaten 
durch die Buchstaben Pi, p 2 . . . p^i . . . ; es sind im allgemeinen die kar- 
tesischen Koordinaten als Punktionen aller allgemeinen Koordi- 

naten Pj^, p, . . . pJ^ . , . anzusehen. Da nun 0 lediglich eine Punktion 
JHy ist, so ist, wenn der Zusammenhang zwischen kartesischen 
nnd allgemeinen Koordinaten gegeben ist — eine rein geometrische 
Aufgabe “— 4 *^ potentielle Energie sofort als Funktion von pg*. 

P;. • • • bekaMt. Wir haben also für das folgende: 

<D(P,P4 
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tui4 

iö4er. 




dß s , S0 
dp, dp, 


Pi+ !"|^*Pl+' 




Etwas komplizierter ist die Gestalt von L. Denn L ist ja in karte- 
sischen Koordinaten abhängig von nsw. Nun ist aber allgemein: 


( 86 ) 




Also nach dem Satz: vom totalen Differentialquotienten: 

d d Pt . B ^ 1 ^ ^Vk 

~dT äpi ~ 


dx^ 

~dt 


oder: 


Bpi 


dp, , 

dt 


dt 


+ ..• 


(87) 


dx, _ dpi 

d t B Pi dt 

X 


Die zeitlichen Ableitungen der allgemeinen Koordinaten p., also 
nennen wir sinngemäß die „allgemeinen Geschwindigkeits- 
komponenten** und bezeichnen sie durch Beachten wir, darnach 
^ ^86) die Ausdrücke Funktionen von p^, P 2 ••• Px W 

faxten wir, wenn wir dies zum Ausdruck bringen: 


-dl- 

X 


für das in L vorkommende Quadrat . 

("(ilf) “ [^/i ’ 9i|* -* •^ 11 3j 9* "i“ +• •• 

« - Dabei sind die Koeffizient^ bestimmte Funktionen der p;^, und 
g$nze Ausdruck ist eine homogene quadratische Funk- 
i|dn in derep Koeffizienten Funktionen der p^ sind. Also 
L als Funktion dar und qj, anzusehen, derart, daß wir habep^,. 

^ (Pi> Pi • • • Pj • • • 5 ■ 9i> 9» • ■ • 9i • • ')■ 

I, Also nimmt die Variation von L folgende Gestalt an: 




dh 
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tn . V to A <0 K 

Darin können wir das erste und dritte Glied, die beide dpj enthalten,. . 
zusammenfassen : 

to l <0 *' 

Das letzte Glied dieser Gleichung ist noch umzuformen, um darin 
ebenfalls an Stelle von Sq^ die Variation von zu erhalten. Dies ist 
möglich, da; 

" 5 ^ dt dt 


ist. Das letzte Glied in (91), in dem wir das Summenzeichen der Einfach- 
heit halber jetzt fortlassen, kann also geschrieben w^erden: 



io 


BL d^pi 
jqx “Tr 



und kann weiter durch partielle Integration umgeformt w'erdcn; 



^ io <0 


Da für und ti die Variationen ö verschwinden, weil die Variationen 
^Vv* verschwinden, so ist einfach: 


•I 

/ 





Das ist die gesuchte Transformation, und diese liefert, in (91) ein- 
gesetzt, wenn die zwei Integrale zusammengezogen werden: 

<0 A 

Da der Integrand eine stetige Funktion der Zeit ist, könnte imm,; 
wenn er von Null verschieden wäre, das Zeitintervall von f, bis ii ßo 
Wählen, daß er sein Zeichen nicht ändert. Dann aber könnte die GM-^i 
«bui^j (92)^nioht bestehen. Also annulliert sich dieser Integr^^^' 
^gen ,der Doahhängigkeit der dp* aber zerfällt er wieder 
Weise/ (laß. für jedes dpi für sich verschwindet,-! 11» 
git lür j^j^ jEpiter^ate. die sogenannte „kanohiBchi! 

(ani^ BeWwcflWEägleiohnng «weiter Art 
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sp ., d jdL\ „ ' 

IJater Beräcksichtigung des Umstandes, daß 0 nicht von den q^ abhSngt, 
.^kaiin man den verschwindenden Term — hinzufügen. Dann 


kann man (86) so zusammenfassen: 

S(0-L) 




_ d /l(0-l)]_. 
dt [ 8g, -)-^‘ 


Die Differenz 0 — L— T nennt man das „kinetische Potential“ 
tiäd kann dann die Lagrangeschen Gleichungen schreiben: 

8T _ d 8T 
SPi it dg, 


(94) 


= 0 . 


Wie liegt nun die Sache, wenn die allgemeinen Koordinaten nicht 
80 gewählt worden sind, daß sie aUe unabhängig sind, sondern daß noch 
Bedingungsgleichungen zwischen ihnen bestehen? Datm bleibt offenbar 
alles im Gedankengange erhalten bis zur Gleichung (92) einschließlich. 
Aber es kann jetzt nicht mehr geschlossen werden, daß jedes einzelne 
Glied der Summe 


21 


8L 

Bf, 


80 
3 Pa 


d 8L 
di 8g, 


^'Pa 


verschwindet, denn dazu ist eben völlige Unabhängigkeit der 6 erfor- 
derlich. In unserem Falle kann also aus (92) wegen des Veischwindens 
des Integrals nur geschlossen werden, daß sein muß: 


m 


^ 1 dp, 8'p, 


dt (e,J) ^Vi 


Diese Gleichung ist nun zu betrachten in Verbindung mit d(*n Be- 
<|jingiingsgleichungen, von denen etwa die beiden’ folgenden vorgeschrieben 
imp mögen: 


I ^’ilPiP* ••Pa"-) = 0» 
1 P’,(p,p,...p,...) = 0. 


Bldai wir die Variationen dF, und dF^: 




moj^plizierea wir mit zwei unbestimmten i^aktoren p, und j», und ad- 
dieläh zu (95), so folgt: 


^ 2llr-jr-Ä(lr 

~ yPi [ogi 



A»4^^«4fW^ , «M ti3 ^ i»y»fc fc A«m Aui< 4 .^>I1I^ ^ 
^juJvCSt^ tjU ^ ^•»^‘kJf, «6^4.4: 

^•4U«W2t 





4u^JL a-:c oi^J.»-.Y T**^^’^1^*^^3(r 


... >«■ 
H ' 


^ • f iy\ 


ia ^ r^\ 

i^* 


UHa 











''^*fc4*l* t-vivAlt* 4 S •A.a. 


^ T.L>« 



-'- » JU^>.^n4o tvie VW - '-^ 


I /'Jf \ . ♦ fi»' •4r4/^/‘'<'' i«,’->-*5-»!3^ 

M'vJix ^%- — . V. 

‘lX«4i4|r %>^ w^T’' 


Lri^ 


i.-?! 




. /_. *rf. 


-5 »J • T , >.^.v:%^f 4 ;f ^ 
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Durch die aswei Bedingungsgleichungen (96) sind nun zw^ der Größen 
dpxf ^Vi ^V 2 durch die übrigen ausdrückbar; beßfiÄfeeh l)ßr 
nun, wie früher, die Koeffizienten juj und daß die Glieder* ^ 

Klammer mit den Faktoren d pi und d pg fortfallen, so bleiben nur die 
Glieder mit dpj ... ... übrig, welche jetzt alle unabhängige 

^ind. Deshalb müssen diese Summenglieder einzeln verschwinden, und 
so erhalten wir insgesamt: 


dL 

d0 

d /dL\ 

+ 


dF, 

+ 


dF, 

dpi ■ 

~ öpi ” 

■ dt (dqi) 

/*! 

dp. 

f^2 

dp. 

dL 

d0 

d , 

(dL\ 

1 + 


dF, 

+ 


dF, 

dp. 

dp, ~ 

" ~di ' 


Ml 

dp. 

Ms 

dp. 

dL 

d0 

d 1 

fdL\ 



dF, 



dF, 



* 7/T 1 


1 + 

Ml 

Spx 



dpx 


Darin verschwinden, um t‘s nochmals liervorzuheben, die beiden ersten 
Gleichungen deshalb, weil die Koeffizienten Pj und pg so gewählt wurden; 
die übrigen aber, w^eil die Größen d pg . . . d . . . nun alle voneinander 
unabhängig sind. Wir erhalten also ganz allgemein als Lagrangesche 
Gleichungen zweiter Art, wenn Bedingungsgleichungen vorhanden sind, 
für jede Koordinate: 


(98) 


dn dn dt idgj dp, + 


0 . 


d 0 

Hier ist noch eine Bemerkung notwendig über die Größen -» t 

d. h. die negativen Ableitungen der potentiellen Energie 0 nach den 
allgemeinen Koordinaten. Für kartesische Koordinaten ist die Größe 

~ die Kraftkomponont(‘. jjarallel der x-ßichtung, oder auch; die- 


jenige Kraft, die die x-Koordinate zu verändern bestrebt 
ist. Da wir nun den Begriff der allgemeinen Koordinaten 'p, und all- 
gemeinen Geschwindigkeiten q, eingeführt haben, so liegt es nahe, die 

Größen — in Analogie zu „allgemeine Kraftkompo- 

d 

turnten“ zu bezeichnen, also unter die allgemeine Kraft 

verstehen, die die Koordinate p, zu verändern bestrebt 
Es ist nun zu beachten, daß P, im allgemeinen nicht die Dimension 
(Miier Kraft im gewöhnlichen Sinne, hat; denn 0 hat 

selbstverständlich gleichgültig, in welchen Koordinaten es auagedrückt 

ist ^ Dimension einer Arbeit der Ausdruck 

also nur dann die Dimension [MLT“*] haben, wenn p, die Dime»- 
d, h, die einer Länge hat. Das ist nun z. B. schon bei Äum* 

i^hon Polarkoordinaten (p nicht immer der Fall; allerdi{igs ist 
dor Dimeiutton JAfLr"*!, also einer Kraft im alten Sinne, dagegen 

; «chueiet ' 15 
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^ r ^,r-wr - Tr;--^-rr r .-. 

!l3F dwhaiat jaicÄ;. sie feind vielmehr, da Winkel dimen- 

sinnülos sind, von der Dimension [Kraft x Länge], d. h. von der Dimen- 
Siöh^ die ein Drehmoment hat. Daher nennt man die allgemeinen Kräfte 
d0 

P;i— — ^ auch wohl „Momente*'. Die von der allgemeinen Kraft 

bei einer unendlich kleinen Veränderung von geleistete Arbeit, 
fet offenbar P^ d , also die von sämtlichen Kräften des Systems ge- 
leistete ^Pjidp;^. Dieser Ausdruck hat natürlich stets die Dimension 

einer Arbeit, [ML^T^^], 

Nach diesen Erläuterungen wollen wir den Nutzen der Lagrange- 
.?ffichen Gleichungen an einigen Beispielen zeigen. Zunächst indem wir 
einen freieh Massenpunkt betrachten, dessen Koordinaten x, y, z seien. 
„ Dtnni müssen wir natürlich unsere alten Bewegungsgleichungen wieder 
erhalten, und die Lagrangeschen Gleichungen lehren uns nichts Neues. 
1 Diese Betrachtung ist also nur eine Verifizierung. Es ist in unserem 
FaUe 

dx (ly dz 

Pj — o; ; Pj — p ; Ps — ^ » 5i — Yi' ’ di’ ^ ' 

also ist die kinetische Energie: 

i=Tl(lf)'+(5f)’+(4:-n' 


. während <P eine gegebene Funktion von x, y, z ist, so daß: 

d0 


d0 

dx 






y, 


iÄi. Also folgt z. B. für die a:-Richtung 

dx 

A. /- 

dt 




BL dx 


Alm ist m der Tat nach (93); 


(t') 


mm 


d*x 

~d0' 


dH « 
m 

Bod ebenso für die ül>rigen Bichtungen. 

Ke Lage desselben Punktes können wir ih rftuihHohen Polatkourdi- 
liij^ ansdrücken. Dann ist: 

. Ä. dt '* dt, dw 

ft ”7(1 5 
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Also ist: 


ix d * 

"37 “* “37®^ d’C09fp + rcost9*co8<^~- — r sim?- sin ^ 

dt 
di 


—-sintS^sin cp + rcos^sin 9?-— + rsin/Zcos^*^, 


4 V cos 19* — r sin t 9 4r 

a c dt 


Also folgt für die kinetische und potentielle Energie: 

<J) = <J> (r, d-y (p) , 

Daraus folgt für die erste Koordinate pj— r: 

80 80 , 8L (d(^Y . . .^{dwY 

BL dr . d (dL\ 

a?. - aV’ dl (ö?J . 


fl!*r 

* rfi» 


Also lautet die erste BeWgiingsgleichung: 


Ebenso für wie haben: 

8L 
d& 


* mr*8ini9cosi9 


also: 


(d<py. 

BL 

[ dt) ’ 

Till.] 


^[dtj 




,d» 


dt 


BL \ „ d» dr , .d*» 

aT + «‘’’ de*- 


Also lautet die zweite Bewegungsgleichung: 

4 t +’•*-!?' - esin i;^co8^(-^^-)'j + ^ = 0. 

Endlich folgt für p^ = (p: 

8L ^ BL 


8<p 


0 ; 


8 


dt 


8L 


(#) 


7»f*8in*i?' 




2mf + 2j»r*8in 


dt 


»00.»" 


+ mr®8in*i^-^- 


^Iso ist die .Äitte Bewegungsgleiotong; 

** f2V4i««iBlÄ.MSEilj;. o J«:« A «./*. JJ.4^ Av • i 
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Schreiben wir nun dieselben noch einmal übersichtlich zusammen, 
so lauten die Bewegungsgleichungen eines freien Punktes im Polar- 
koordinaten: 


.m 


m 


m 






dr ä» , ,d'& 

TTr+^iv 




+ + = 0 . 


Spezialisieren wir diese Gleichungen jetzt dahin, daß auf den Massen- 
punkt die Sch^Ycr^ allein wirken und er sich auf einer Kugelfläche vom 
Badius B bewegen soll; dann ist r= li= const. zu setzen und scheidet 
somit aus der Anzahl der Koordinaten aus, d. h. die erste Gleichung (99) 
fällt fort. Ferner ist 

0 = mg Bco8&, 


alle Ableitungen von B verschwinden und man erhält die beiden Glei- 
d 0 

- chungen, da noch B sin vrird: 

B^^ — Bein i^’cos & — p simS* « 0, 



die mit denen des räumlichen Pendels, nämlich (171) und (172) df' 
driUen Kapitels auf pag. 159 identisch sein müssen. I)aB dies der Fall 
ist, davon kann man sich in der Tat leicht überzeugen; denn die letzte 
ß^ehung (100) kann geschrieben werden: 




oder: 


„ d »in b d /if] 

dt _ dT (dt / 

»io b dj^ 

dt 


0 , 


™ (logsin» ^ + log-^^ j - 0, 
sin* &■ • ■« Const, 


«SS wir, da R auch konstant ist, auch sohrt^ben können, wenn B ein«' 
andere KmiBtante bedeutet: 
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was wirklich mit (172) des dritten K^iipjitels übereinstimmt: es ist der 
Flächensatz. Setzen wir diese Gleichung in die erste (100) ein, so wird 
dieselbe: 

•r\ d^'O' C08 S" • n. 

( 101 ) « ip-- 

und wenn wir die Gleichung (171) des dritten Kapitels nach t differen- 
zieren und (172) berücksichtigen, erhalten wir sofort diese letzte 
Gleichung (101). 

Spezialisieren wir noch weiter auf eine ebene Bewegung des Punktes 
auf einem vertikalen Kreise (ebenes Pendel), so brauchen wir nur das 
Azimut 9?=Consff=0 zu machen; dann fällt auch die zweite Glei- 
chung (100) fort, und die erste vereinfacht sich zu: 

(102) ß~-5f8inö- = 0, 

die in der Tat mit (137 a) oder (137 b) auf pag. 149 des dritten Kapitels 
identisch ist, wenn man die dortige andere Bezeichnung berücksichtigt. 

Weitere Beispiele für die Anwendung der Lagrangeschen Glei- 
chungen werden wir im nächsten Kapitel kennen lernen. 



Fünftes Kapitel. 

Spezielle Dynamik eines Systems materieller Punkte. 

SS. Di« AtwoodMhe Fallnuuchine; experimenteUer Rachwei« der Tri«- 

hettsto&tte. 

» .Wir wollen zunächst, um die Eesultate des vorigen Kapitels zu er- 
ISntem, und zwar speziell das d’Alembertsche Prinzip, ein ganz ein* 
faohes Massensystem betrachten, bestehend aus zwei Massenpunkten % 
und mj, die durch einen über eine feste Bolle laufenden gewichtlosen 
Faden von konstanter Länge verbunden sind (Fig. 61) ; auf die Massen, 
punkte soll von äußeren Kräften nur die Schwere wirken. 



Das Koordinatensystem legen wir so, wie in der Figur angedeutet, 
'd^ Koordinatenanfangspuakt in den Mittelpunkt' der Bofld und di*’ 
. pontiTe s-Aehse naeh o8en; die xr und p*^ch8e spielen hi^ ^keine Bulle. 
“ Jie ganze Bewegung, wenn die Masscm % und kpine Anfang*' 
Ugkät haben^ Denker punallel dw »•Ao)ia«< geht 





|.;Pnnkk'».' 
ist, die 
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wir ssunSchst festst^llep wollen. Nennen wir die 2f-Ko9rdinaten der beiden 
Massenj^nUkte % und^^^fj, so muß nach Pig. 61 offenbar sfin; 

( 1 ) ’ 2^ + Z^-l^O, 

wenn l die Gesamtlänge der frei herabhängenden Fadenstücke isi 
Die Gleichung des d’Alembertschen Prinzips, (60) des vierten Ka- 
pitels auf pag. 204, lautet in geeigneter Spezialisierung: 




1,2 

d'x, 

”^^-d-ir 

1 

11 

oder, ausführlicher, da 





«1 = 


Z, 

ist: 





(2) 

L 

+ m,g 

J 

)m+ 1 


Hier mm kann man 

z. B, Ä 

1 nach 

(1) durch ^2 ausdrücken. 




f ‘ 

— f ^2 ♦ 

(3) 



1 <i*2, (£*2* 

d¥ dfi’ 




[ = 

= - Sz^ . 

Also wird Gleichung 

(2): 




L 

-»H<7 

> 

) + 1 


oder nach der Kürzung durch öj ^2 


(4) 


‘*‘**r«, 

dt' 

+ m,) 



d^z 

das liefert für die Beschleunigung , mit der sich der zweite Massen- 
punkt abwärts und folglich der erste aufwärts bewegt: 

rf*«, d*Zi ^ m,— m, 

TW TW *“* 


(5) 




diese Gleichung enthält die Theorie der Atwoodschen Pall- 
maschine.. 

Denn diese? Apparat dient bekanntlich zur Demonstration der Pall- 
gesetze, die er dadurch ermöglicht, daß bei ihm die Beschleunigung dei 
fallenden Masse % beliebig klein gemacht werden kann, wexm man 
gemäß Gleichung (6), % geeignet wählt, nämlich möglichst nahe gleich 
Wir hätten bei der Behandlung dieses Problems auch von 
herein statt dßr Gleichung (60) des vierten Kapitels die fertigeffipi^ 
grangesohen Gleichungen (W) desselben Kapitels auf pag* 206 
jJMt beschränkter Bewegungsfreiheit anweuidcia 


Denn di^^. 
stimmte“^'' 



^ und? % Xi der .] 
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( 6 ) 


•j 




also ist 


1 

In unserem Falle ist gemäß (1) 

Fj s2:j + — 1 = 0, 


af, 

dz^ 


BF^ 

dz^ 


1 ; 


folglich liefern die Gleichungen ( 6 ) 

I /«I 

( 7 ) 


d*z. 


\ 




’S df 


+ »»äj + Ii =0, 


die zusammen mit ( 1 ) zur Bestimmung der drei Unbekannten 2 I 3 , 

(i*z, d^z 

außreichen. Da aus (1) oder (3) folgt: ~ «— -~f so liefert z. B, 

Subtraktion der beiden Gleichungen (7) wieder das Besultat der Glei- 
chung (5): 

m, — m* 

di* ^ m, + Wj ^ ^ 

was zu beweisen war. 

dF d F 

Von Interesse ist es noch, die Größen — und , die 

fl 2| 0 

tnw mit — Ij zusammenfallen, zu berechnen. Das ergibt sich durch 
Biosetzen von (5) in (7) zu: 


m 


. af, _ . ajp, _ . 

* a*, ” ' dz, ~ ** ™ »B, + TO, ' 


Dieser Ausdruck stellt nach den allgemeinen Auseinandersetzungen 
(fe Nr. 51 des vierten Kapitels die Kraft dar, mit der die Ile- 
J^ppingsgleichnng ( 1 ) auf die beiden Massenpnnkte 'wirkt, durch <lie die 
Bedihgongsgleichung also ersetzt werden kann. 

;^i)i«808 einfache Beispiel ist nun sehr geeignet, den 
des d’Alembertschen Prinzips klar zu machen. Wir 
kdimen dieses so aussprechen: Es gestattet, die Gesetze der D 3 maTiiil' 
Mif die 4 er Statik znräckzufähren, wenn man statt der explizit gegebenen 
Kräfte die Summe aus ihnen und den d'Alembertschen Trägheits- 

krftften — einführt; diese Kräfte zusammen 

sich das Gleichgewicht. Es ist schon frühhr mehrfach darauf hi"' 
gewiesen worden, daß die Trägheitskräfk‘*f gar nicht wirklici' 
auf' däD Massenpnnkt agieren (sonst gehörten sie ja 
plizü g^henen Kräftmi); es sind Scbeinkräfte, dian^, 
zu d^ esqiliäieD es geäli|tet» me 
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Stelle def-komplizierteren der Dynamik anzuwenden. Diesen Gedanken- 
gang woBen wir am Beispiele der Atwoodschen Fairmaschine erläutern. 

Wir wollen zu dem Zwecke die Vorfrage erörtern, unter welchen 

d^x 

Bedingungen sich die Scheinkräfte — dt^ » ' * * überhaupt bemerk- 
bar machen bzw. experimentell nachweisen lassen. Darauf gibt eben 
das d’Alembertsche Prinzip Antwort: Sie sind nur dann da, 
wenn man an dynamische Probleme mit den Methoden der 
Statik herangeht; denn die statischen Methoden und Sätze gelten 
ja nur dann für dynamische Vorgänge, wenn man diese Scheinkräfte 
den explizit gegebenen hinzufügt. Man kann diesen Sachverhalt auch 
so ausdrücken: Indem man auf ein dynamisches Problem die Gesetze 
der Statik anwendet, begeht man einen Fehler; diesen kompensiert man 
dann wieder dadurch, daß man zu den expliziten noch die Scheinkräfte 

— ...» eben die d’Alembertschen Trägheitskräfte, hinzufügt. 

Die Atwoodßche Fallmaschine bildet nun, in diesem Sinne be- 
trachtet, ein Mittel, die Trägheitskräfte nachzuweisen. 

Ebenso wie die Massen und auf den sie verbindenden Faden 
Kräfte ausüben, so tut dies nach dem Reaktionsprinzip auch der Faden 
umgekehrt auf die beiden Massen. Diese Rückwirkung kommt in der 
Natur in folgender Weise zustande: die angehängte Masse v^^rlängert 
durch ihr Gewicht den Faden um ein außerordentlich kleines Stück; 
durch diese Verlängerung werden alle Punkte des Fadens aus ihrer Ruhe- 
lage herausgerückt und dadurch werden „elastische“ Kräfte im Faden 
geweckt, wie wir sie in Nr. 33 ff. kennen gelernt haben, und diese üben 
die Reaktion auf die angehängte Masse aus. 

Da die Masse M die Kraft —Mg auf den Faden ausübt, so wird in 
dem Faden eine elastische Kraft, die wir seine Spannung S nennen 
wollen, geweckt, vom selben Betrage und umgekehrter Richtung. Wir 
haben also den Satz: die Spannung eines Fadens ist ihrem 
Betrage nach gleich dem angehängten Gewicht; in Formel:. 

(9) ' S - Mg, 

Es ist nun für das Folgende wohl zu beachten, daß bei diesem Satze 
vorausgesetzt ist, daß Gleichgewicht herrscht. Die Massen 
dürfen keine Beschleunigung haben; Gleichung (9) gilt also 
für die Statik. 

Würden wir diesen Satz ohne weiteres auf die Spannung des Fädens 
an der Atwood sehen Falhnaschine übertragen, so würden wir 4$8. 
Resultat erhalten, daß auf der einen Seite des Fadens die Spannung?; 
jf , auf der anderen Seite die Spannung = m, g herrschte,, so da| 

öhier (übrigens nicht näher bestimmbaren) Stelle, des Fadens dk 
' panuung desseljben unstetig sein müßte, was offenbar umnCg^e^ 
keine dif angegeben wirkChi^ W 


maierMer fVwigte. 

j D&rin dafl wir einen statischen Sat? ohne wei- 

?r,» Ä.«U.he. Probl.» 5be,i,.8.B-. «■. 

r.“ 3- d’Al3mb.r..cl..n Prin.ip «« . »S» : 

ist jetzt nachzuholen. 

Die expliziten Kräfte sind: 

Zi--mig; Z2=-”h!f‘ 

Die Trägheitskräfte sind -”h'dF’ 

chnng (6), wo die Beschleunigungen IW ausgerechnet sind. 


■m. 






- m, 




^ 3LrJh.a 

w, + Ml ^ * 


,ite. b«lt»gt di. Summ, der eupMen u»d TrigbeitakrSIte: 




-m. ^ =-i»,g - 


(10) 


I Z, -»».-jTi 

<f**, 


\ 


• 1 ». 


dC 


' — »»äSf + ”*i + 1» m, + »», ^ 


S.-£,sr5.r..r=r,::tii •»»■- 

k ' 

(U) 


Ml + w, 


»■ 


&±33'dl! Spmmmrg m.P. * "^JTSr.’Ji’dr;?; 

^|^!Bteip8.-Mche ^®’^J^^^^,^^7c!"schaefer beschrieben 
'^m Prinäps sind von 0. Lummer una ovu 

ieu. » ei« •rAz'irS'SSÄi^^’- 

die man als „ausaxnmengesetzte lallmasobine Kooidinaten- 

^ über eine feste Bolle, in der der ^ 

Utems liegt, geht ein Faden von 

:^l«^ab&raden Stäche l, ist; an dem emenEnde h&n^dif l^j.*^ 
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■:sr-- iri't.-., M ■ ■■ ■.“US"-' ■' ‘ -iir- 1 ■ ,' V ■■,■ '•■ 'l " - ' ' — , ■ i-’i ■! il-/ ^ 

an dem arideren 'Ende ist eine EolTe von der Masse Wg befestig; über 
diese letztere l&uft ^eder ein Faden von dey „freien^* Länge Ip 
an riem einen Ende die Masse ,an dem anderen die Masse tlägt. 
Es sind die Beschleunigungen für jeden Massenpunkt festzustelle^q^* 

Wir haben zuerst die beiden Bedingungsgleichungeii aufzustellen, 
die die freie Beweglichkeit der Massen einschränken. In der nämlichen 


z 



Bezeichnuiigsweise 

ablesbar: 


wie vorhin sind diese, wie sofort aus der Figur 62 

I J?! ™ + Äia = 0 , 

I jP| d“ ^3 2 .2^2 ^ 0 \ 


also haben wir nach den Gleichungen (64) des IV. Kapitels auf pag. 206 
für die vier Massen: 

7 4- a 4. a = 0 


( 13 ) 


0 , 


dz, 

** “ ”** dt* +/»«*, + ** e«, 

„ tP*. , , öf, , , dF, « 
+ A, - 0, 

Z —m ^*** 4- 1 y* X X. -> 0 


Züsammea init des Gleichungen (12) hinreichenv i|tti 
If Zu hestinunen. Seteen irir 
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(14) ' 


- - »h S- + = 0, 

-w»3gi-m3-^ + Ä, = 0, 
d*z 

+ ^ = 0 . 


Vermittels (12) folgt nun zuerst: 


(16) 


~d¥ ^ dV ’ 

d^z^ d^z^ . 2 ^ ^ o 

T/* “ dt^' rf7* di* di* ’ 


also, wenn man diese Werte für 


^2, 

di*" 


und 


in (14) einsetzt: 


(1«) 


+ = 0, 

- OTjgf + >»3 ^ + A, - 2Aj = 0 , 

d*zi 

-«»8<?-W»,-j^ + A2 = 0, 

— »»4SI + »»4 ^ + 2^4 ^ + A, » 0 . 


d*2 d*2« 

Aus diesen Gleichungen wollen wir zunächst und be- 
‘ le^en. 

Die Addition der beiden letzten Gleichungen liefert: 

-(»»,+»»4)?+‘^{»t4-»nj) + 2m4^^ +2Aj =0. 


gi^trabiert man diese von der ersten, so ist: 


tmd sabteahiert man davon die zweite, so folgt eine Gleichung, die Ax 
tind A, iiicbt mehr enthält: 

(1?), ?(«» + % +'«*- «j) “ + «»1 + »»j) ? ® • 

' d* d* 

Biü^ zweite Gleichung zwiischen und -j|r, die. frei von .den A 
ist^i'äeW^ die Snbtraktion der beiden letztmi Gleiohtd^en: 

^6) gim^ — ^(»4 + “ f • 
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Die Kpmbioation von (17) und (18) liefert endlich, für Ä und ^ 

'*<’ dt* 


die Werte: 

( iüh. = 

dt* 


(19) 


— m,) — (Zm« + m, + +”^3)” 


dt i»3 + m, I * ä 


und folglich Sind gemäß (15) auch die übrigen Beschleunigungen ^ 

**'^**^ it* Daraus ergeben sich dann sofort die Werte für Äj 

und üj, womit alles bestimmt ist. Da die Formeln etwas lang werden 
wollen wir jetzt nur den einfachen Fall weiterbehandeln, dal 


(20) 




ist. Da dann der über die feste Bolle gehende Faden zu beiden Seiten 
insgesamt die M^sen 4wt trägt, so sollte man bei flüchtiger Prüfung 

erwarten, daß = 0 sein würde. Dies ist jedoch keineswegs der 

Fall, und der Fehler dieses Schlußverfahrens liegt wieder in der Igno- 
nerung der Trägheitskräfte. Die Formeln (19) und (15) ergeben unter 
der Bedingung (20) vielmehr folgende Werte für die Beschleunigungen 
der vier Massenpunkte : 


d*z. 

_ 1 

dt* 

~ 23 

d*z. 

, 1 

dt* 

— 23 

d*z. 

. 9 

dt* 


d*z. 

7 

dt* 

= - 23 -p. 


Die Masse «tj — 4»t bleibt also nicht in Buhe, sondern bewegt sich 
ini üer Beschleunigung -^gg nach unten, was a priori durchaus 
ment zu sagen war. Für Xj und A, findet man dami die Werte; 


( 22 ) 


^1 


'88 

28 


, 82 
1 A, - 

womit die Aufgabe vollkommen gelöst ist. 

zwisnh**'*' /°^*^^**** umgekehrt die Frage, welche Verhältnisse 

unhA«»m Massen bestehen müssen, damit der erste Massenpuokk 

(23) ” bleibt. Dazu muß nach der ersten Gleichung (19) seib: 
(»»a ri- «»4> («a + OTj + m| - »tj) = («4 - mjl*. 

Betrachten wir als gegeben, so muß w, folgende« Wett haben; 
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^ ^ ^ ^ . ,,. ..■■ I I ^ 

Es kt ^0 nicht, .in (20) ah^enpmmen worden war, % ~ +m 4 , 

soa^d^ % stets ^Jdeiner als die Summe der drei übrigen Massen, wenn 
der triviale Pall ausgeschlossen wird* 


87* Freie kleine Sohwingüngen eines Systems von Massenpunkten« 


Wir wollen ein System von Massenpunkten in der Nähe seiner sta- 
bilen Gleichgewichtslage betrachten; dann ist die potentielle Energie Ö> 
in derselben ein Minimum, also, wenn wir 0 in der Gleichgewichtslage 
gleich Null wählen, in der Umgebung derselben positiv. 

Wir wollen annehmen, das System sei charakterisiert durch N all- 
gemeine unabhängige Koordinaten, die wir der Einfachheit halber durch 
^3 • • • Xif bezeichnen. Das System hat also nach unserer Vor- 
a^setzung N Freiheitsgrade. Die Gleichgewichtslage sei durch, die 
Werte Xj®, « 2 ®, iTa® . . . bestimmt. Wir nennen dann die Verrückungen 
aus der Gleichgewichtslage 

Xi f X 2 f . *• Xjf Xif bzw. , ... 


wplch’ letztere Größen wir auch als Koordinaten nehmen können und 
wollen. ^ 

Wir können 0 in der Umgebung der Gleichgewichtslage in eine 
Taylorsche Beihe entwickeln; brechen wir die Entwickelung mit den 
qufulratisohen Gliedern ab, so haben wir: 




(25) 0 


60 


"(vv-rf ) + 2 


1,A’ 1,2? 

- VV- 


d*0 


-)M dieser Oleiobung sind aber, da (xj® x,® . . , xß) eine Gleichgewichts* ^ 
.läge charakterisieren, das konstante und die linearen Glieder gleich^ 
rKrdl; es blriben nur die quadratischen Glieder übrig. Bezeichnen 
#|te^t erkennbare Abkürzungen, wobei wegen ihrer Bedeutung in (25) 
ist, so können wir also 0 schreiben: 


2ö> “ b„ I,* + b„ I, |,.+ bj, I, + . ■ • hx |a' 




^ + hl ii ll + fl* + b„ I, I, + . . . b2x f, f Ar 

+ I« fl + hl f» it + *88 fs* + •••fcsirf.fy 


+ kin|jrli + biralirfi + bursfirf, + 

J^jktilidi ist die kinetische Energie L, wie wir bereits in Nr. SB gesehen haben, 
M|iae hptnpgene quadratische Funktion der allgemeinen O^chwin^g- 

. die wir im folgenden der Kürze ^Iber düroh 

HKwrir WM( 
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ui,*L;aia. : t r-=r — — 

hier diese Koeffizienten als konstant betrachtet Werdeir. Wir 

wollen äurch ^bezeichnen, wobei ebenfalls a^^==to^^ J#C:^I)em- 
gemäß ist in unserem Falle L in der Form darstellbar; 

2LÄaiili* + ai3 |i I 2 + öjalilg + ... + aiiirlilAT 
+ ^21 I 2 li + ^ 22 12 * + ^28 12 la + • • • + I 2 |y 

(27) + la + ^32 I 3 I 2 + ®88 Is* + • • • + ösjsr I 3 |w 


+ öyl IatIi + + *•• + 


Wir wenden jetzt die Lagr angesehen Gleichungen zweiter Art 
(Gleichung (93) des vorigen Kapitels auf pag. 224) an, die wir hier noch- 
mals für unsere Koordinaten anschreiben w^ollen: 


(28) 


d0 dL d 


dL 


_01/_ 


Nach (27) ist nun hier stets = 0; also ist noch einfacher: 
(29) ^ 


dt 


m 




Die Ausführung dieser Differentiationen liefert das folgende System 
V(# N linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
wobei wir wieder der Kürze halber Differentiationen nach f durch Punkte 
bezeichnen: 


(30) 


“n la+®u is+ •••aiwlir+bi, li+^u |j+ ••• +iiw|j[r“ 

®«i li+*»t Ij+fl*» lj+ •••oawlif +&31 ii+h% ls+ ••• +^w|ir«» 

. . » 


0, 

0, 


+ÖÄ'2|2 +ajv8|g + • . . CtyN^N + • • • + = 0^ 


Wegen der Linearität und Homogenität dieser Gleichungen liegt 
nahe, den alten Ansatz (15) des IIL Kapitels auf pag. 114 für die 
kleinen Schwingungen eines M^enpunktes auch hier anzuwenden, also 
zu setzen, wenn und q zu bestimmende Konstanten sind: 

hetzt man diesen Ansatz in das System (30) ein, so erhält man folgendes 
System in den A, linearer Oleiohungen : 

®n + Oj, ff*Af + ...Oi2f ()*Ak + + ^ii + •••hifAir^Q, 

Ay + .,.airirP*Atr + + bssA^ + •.■ bgirÄif’» 0+ 

naoh Ü# gwrdnet^. ' 
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— » 

■^ 1(^11 + ?*) + -^ 2 (^12 +^ 2 .('*)■■ 0, 

, Ax {b,i + «Ji (>*) + ^2 (^22 + »22 1^*) + • ‘ + <i2N « 0 , 

(82) 

Al [bsi + Äiiri (>®) + ^2 (^^2 + ay2 (>*) + . [byif + ayyQ^ = 0 . 

Diese N linearen und homogenen Gleichungen für Ai ... Ay sind 
nur dann durch von Null verschiedene Werte dieser Un- 
bekannten lösbar, wenn die Determinante des Gleichungs- 
systems verschwindet, also wenn: 

+ ^11 ^2 +«12 

^21 + ^21 ^2 -i“ «22 • hy + a^yQ^ 

( 33 ) 

1 byi + ayi , by 2 -f a^2 (>“ > • • • byy -f üyy 

Diese Gleichung ist erfüllbar, da q noch unbekaimt ist. Sie stellt offen- 
bar eine Gleichung Grades für dar. 

Zunächst läßt sich zeigen, daß alle Wurzeln dieser Gleichung nur 
negativ reell sein können. Um dies zu beweisen, betrachten wir eine, 
etwa die vte der Gleichungen (3*2), die folgendermaßen geschrieben wer- 
den kann: 

(84) g*[Ai a^i -f a,.,v] + b^i +A 2 b^2 + *=*0. 

^ 1 ;’ 

Jetzt führen wir folgende Bezeichnungen ein: statt der Unbekaiinteii 
Ai*.> Ay wollen wir für diese Untersuchung Mj . . . u/f , und A statt 0 - 
sehreiben; also wird (34): 

(34a)' = 0. 

’ 'iP- 

Jetzt benutzen wir folgende Abkürzungen: Es ist nach (26) und (27) 

Setzen wir in L statt 4 : u, in ^ statt so erhalten wir: 

tind es ist 

+a,jW» +- 0r5M# 

- h,i «1 + b,tUf + ...6,jr u* •ff 

Also^haben wir statt (84a}: 
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Diese Gleichungen sind iSeniisch mit den N Gleichungen (82). 
Ferner is^ nun, /wie durch Ausrechnung leicht zu sehen ist:. 


I 2L(m) = 

j 20{u) = '^hy^u,u = '^UyOyiu), 
und ebenso, wenn eine andere Variablenreihe ist: 

[ 4(“) - 2“» 

2 V, W = S «v = = 


(36) 


(36 a) 


Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir an, A sei komplex = fe + li; 
dann werden auch die Werte u nach Gleichung (85) komplex sein: 

u,. — Xy + 


Nehmen wir dies an, so können wir in (35) und 0^ in den reellen und 
imaginären Teil spalten, und zwar haben, wie man sich vermittels der 
Gleichung (84a) leicht überzeugt, der reelle und imaginäre Teil die- 
selbe Gestalt; also: 


(fc + li)[Ly{x) + iLy{*l))] +0y{x) + ^ ^ , i^) 

also weiter: 


(ä7) 


I ltLyO()+0y{x)-l-L,(t{f) = O fy 
\ kLy{^lj) + 0y(lt>)-\-l-Ly{x)=O Xy 


0 ; 


Erweitert man die Gleichungen (37) resp. mit yjy und Xy, und summiert 
über V, so folgt: 


W + 2vv<p. W - = 0, 

^2 XyLy{^>) + 2 Xy<l>.{i) + 12 ^, ’ Ly {x) =‘ 0 . 


Unter Heranziehung von (36) und (36a) kann das geschrieben werden: 


f '>PyX^-^^hy^ip,X^-^lL{xp)^Q, 

(38) I '»'* 

1 *2 V *i>rX^ + 'EK V>yX^ + 21L (ir) ” 0 , 

also folgt: 

-hL{ip)^^+lHx), 


und da l nach Voraussetzung 0 ist: 

L{x)=‘-Lht>)^ 

L als kinetische Bnergie ist aber nun' stets positiv für alle reellen Wette 
der Variabein; also L (jf) > 0; L (y) > 0; mithin kann die’4etzte Glei- 
chung nicht bestehen; alpo kann A nicht komplex sein, soiulem ist 
notwendig reell. Ist aber A reell, so sind die Verh&lti^e di«, ün- 
ckannten. 4^ 4|j^, , » . i», die ans (82) besHimnt werd«i 8oUbn;^«II». 

tdutmrt. . - , > 




!?42 Mechanik fnateri^er Pmkte. » # 

der sie sdBflt mMeä^lso» venn sie kmaptox'^nd, 

die jöOT h^m: ’ ‘ * ■* 

d..t. mit demselben komplexen Faktor e'* behaftet sein; denn nur dann 
I^Qen die Verhältnisse reell sein. Multiplizieren wr (35) mit u, und 
summieren über v von 1 bis N-, so folgt: 

A M, L, (u) + 2 u, (m) = 0 

oder nach (36): 

AL(m) + 0(m) = 0, 

l^lso: 

Mft\ «1 s= 3 _ _ % S “r __ ^ ■ 

* ” ' ^(n) iw 


Nun sind aber L und <P nach unseren Annahmen stets positive 
. Größen für alle reellen -Werte der Variabein; also ist nach 
.^dO) ß* negativ reell, was zu beweisen war; mithin ß selbst 
Xjbin imaginär, und das bedeutet nach dem Ansatz (31), daß die 
großen rein periodische Funktionen der Zeit sind, daß 
also das System in ganz bestimmter Weise Schwingungen 
jam die Gleichgewichtslage ausführt. 

Im allgemeinen 'wird die Determinante (33) N verschiedene Werte 
( für ß* liefern, die wir durch ßi*, ßg* ... bis ßjJ bezeichnen wollen ; die 
Grdfito ßj, ßg ... ßy selbst können nach dem eben bewiesenen Satze 
alro dargestellt werden durch: 

%(41) ß, - n, t; ß, = «g»; ... ßy = ny t. 


Isi, , Zu jedem Werte von ß*, der gemäß Gleichung (38) bestimmt wird. 
^eAtallten wir einen Satz'voi;i Werten A^Ag . . . A\, die die Gleichung (3-2) 
V t^jfriedigen, von denen aber nur die Verhältnisse bestimmt sind; 
f .eine von den Größen A^ ist also noch frei, sagen wir etwa Ai. Nach 
obigen ist dies von der Form A, = Oj e'*, und alle Werte A, mässen 
l^^^lben Faktor e** haben. Wir erhalten also z. B. für den Wert o, 
folgende Lösungssystem von (32): 

-■«11 e***; .d, -»«f,!«'*»; Af - ... Ag * agie“‘; 

daa Wertsystem: 

V 4, «„ • =• a „ «'*• ; .4, =* «„ • e**» ; . . . .dy =■ «jr* • e'-: 

^||r ßy endlich: . 

«ly Af =* ofgy • e'*y; ^1, = «jy • iiy *» «yy • e" '• 


ganaen sind in diesem System 2N noch nnbesfärnuite Konstant«'. 
N von. den Größen und die N Größen «| . . . ly ^ g«’’ 
|de|^lt'*8o viel, als Früheitsgräde VtM'hand^ ailid, füi 3^' ''*' 
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die v*” KoolMinate die aUgemeinsile Lösung durch Ädcl^QD ^ der den 
einzelnen Werten von gi, g** • • • Qv entsprechenden Partiknlatlöstingen; 
also Ist allgemein: 

1» “ ^yi ■ e*^"**'*'*'^ + «,j • e'("*‘ +••) + • «‘(»y'+'i?) , 

oder, wenn wir uns auf den reellen Teil beschränken: 


(42) Iv ®“ ^yi ' ^5 f + ®i) + • COS (n^f + + • • • jV • cos (rti^ t + . 


Insgesamt erhalten wir also folgendes Lösungssystem für unser 
schwingendes Gebilde: 


(43) 


cos{ni f + «i) + ^13 t + f^) + ...ai^coB [ un f + «jjt), 

= cr,i C08(ni f + €j) + «22 Cös(n 2 f + € 2 ) + . . . « 2 .vCOs(niy t + 62 ^), 


l-y ** ßfjyi cos (tIj f + fij + cos (ng f + «g) + • • • cos (nji^ i -f . 


Wir haben also das Eesultat: jede Koordinate des Systems ist 
dargestellt als die Summe von N harmonischen Schwin- 
gungen, mit den Frequenzen nj, ng ... n^f. 

Die einzelnen Summanden, also die Ausdrücke cos i + a^) nennt ( y, 
man die „Eigenschwingungen** oder „Normalschwingungen**! 
dos Systems. Wir können also auch sagen: Ein System von N Frei-| 
heitsgraden besitzt im allgemeinen N Eigenschwingungen, i 
und die Bewegung jeder Koordinate läßt sich durch Super- 1 
Position dieser N Eigenschwingungen darstellen. ^ 

Wir wollen die Eigenschwingungen der Kürise halber durch pi, 

P 2 • • • Pw bezeichnen. Dann kann man die Gleichungen (43) schreiben: 

li => «H p, + «Jä p, + a,s Pj + . . . aiÄ Pj:, 

Mü ■\ Ps + “»8 Ps + • • • “2i*^ Piff 


V lüT (^NlPi + «W2P2 + ®^.V8Ps + • • • «^A^.vpV' 

Darin ist die Determinante 


I 

• ; 
<tffl •. • • ffHN 1 


von Null verschiedon, da nach Voraussetzung die N Größen fj, 
voneinander unabhängige Koordinaten sein sollen, was nicht 
wäre, wenn di^ Determinante verschwände. Daher läßt si«^ 

Normalaehwingung p, als lineare Punklld^i^jf^ 
‘ 1 lei<dit ausrechenbare KQMtanteoi' 

f> , ’ ' , ' ' '■j.!'* . aA 


fy darsteÖwi. 
man 
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(44) 


Pi = ßn ii + ßi* I* + ßis 
Pi ^ßii I1 + Ä1I2 + + 


pi? = ßmii + ß^^i + •'•ßififtif- 

Ebensogut nun, wie wir unser Massensystem durch die Koordinaten 
ii ii • ■ • |ir charakterisierten, können wir es natürlich auch durch 
lineare Funktionen der f, tun; wir können also die Größen 
Pi Pt Vif > resp. ihnen proportionale Größen auch als 
allgemeine Koordinaten unseres Massensystems benutzen. 
In diesen Koordinaten nehmen die kinetische und potentielle Energie 
eine besonders einfache Gestalt an, denn gemäß der Bedeutung von 

p^^co8(n,< + *,) 

gehorcht p, der Differentialgleichung der trigonometrischen Funktionen : 


dt* 


+ n/p, = 0, 


oder auch: 

(45) T»- (%)+»»'*?' = 

die also die Bewegungsgleichung ist. 

Denken wir uns nun L und 0 als Funktion der 
resp, p, ansgedrückt: 

m 



L-L(PiP,P3...Pir). 

0 =‘ 0 {PiP»Pe---Pif), 

SO lauten die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 

d l dL\ . 30 n 

rfT (d^j dp, ~ 

Darin gibt das erste Glied die d’Alembertschen Trägjptskrftite. 
während die expliziten Kräfte liefert. Ein Verglei« von (M>) 
rad (47) legt daher die in der näclisten Nummer streng m beweisend*' 
Tramutnng nahe, daß ist: • 

' dp^ Pi»- 

Nehmen wir dies vorläufig als richtig an, so können wir folgende r- 
mafien weiterschließon; Da 
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,so ist unter Beachtung von (48): 

dL = d\\'^pA, 

> L _ 

d0 =. s d [i;svPv*l « 

V ' L * 

also würde unter Fortlassung belangloser Konstanten für L und 0 die 
Darstellung folgen: 

j 2 l=:2p/. 

I 2<i) = 


odi^' ausführlich geschrieben: 

I 2 L == + ^2^ + Ä* + • • -Pj^» 

1 2<P = n/p,=> + n,»p,* + «,*p,* + ...nipi, 


(i. h. in den neu'en Koordinaten stellen sich sowohl L als auch' 
0 als Summen von Quadraten dar; die doppelten Pro- 
dukte, die im allgemeinen auch auftreten, sind hier fort- 
gefallen. 

Wir vermuten also den in der Tat richtigen Satz: es existieren: 
stets lineare Funktionen der Koordinaten eines Systems,! 
das um seine stabile Gleichgewichtslage kleine Schwin- 
gungen ausführt, die, selbst als Koordinaten genommen,! 
L und 0 gleichzeitig in Summen von Quadraten trans-j 
fornii ereil. 


Diese neuen Koordinaten sind offenbar für allgemeine theoretische 
Untersuchungen am vorteilhaftesten, da sie der so einfachen Differential- 
gleichung der trigonometrischen Punktionen gehorchen; man nennt sie 
deshalb auch „Hauptkoordinaten** oder „Normalkoordinaten“. 
Bind L und 0 in Normalkoordinaten gegeben: 

20 «2^. P/» 


(51) 


wo die positive Konstanten sind, so ergeben diese Konstanten sofort 
<he Eigenfrequenzen des Systems; durch Vergleich von (51) und (49) 
ja sofort für die v** Eigenfrequenz: 

‘1- b. die Koeffizienten der in Normalkoordinaten ausgedrückten doppel- 
«■u potentiellen Energie sind direkt die Quadrate der Eigenfrequenzen. 

ln der ^zen obi^n Betrachtung ist vorausgesetzt, daß alle Worzelü 
!,v^ Betermin^tenglÄchung (88) iinglei<^ sind, daß also N vetsehiec^gne . 
j '^‘■^chwü^piiigen Existieren. Ist dies nicht der Pall, liegwi also mehr* 
^nweln v^, 8» die Verhältnisse in mand^ -iHinsioht 
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- ■ , J ^ .y . — 

andere j do^fi existiert aueh* dann immer -ein Satz von Normalkoordi- 
naten, def £ und 0 in" die einfache Gestalt von (61) zu bringen gestattet. 

Wegen der Details der Untersuchung bei mehrfachen .Wurzeln sei 
etwa auf Helmhol tz, Vorlesungen über die mathematischen Prin- 
zipien der Akustik verwiesen. 


58. Sätze über Transformation von quadratischen Formen.^) 

Die in der vorigen Nummer vermutungsweise ausgesprochenen 
Sätze verlangen einen strengen Beweis; zu diesem Zwecke bedürfen wir 
einiger einfachen Sätze über Transformation quadratischer Formen, die 
. wir hier zusammenstellen und beweisen wollen. Wir definieren: 

Unter einer quadratischen Form von N Variabein F {x^X 2 . » ^ x^) 
verstehen wir den Ausdruck: 


(ö3) 


F(x, z,... irw)->^a,»!r.Xi., 


wobei flj. — Unter der „Diskriminante“ D derselben W- 
stehen wir die aus den Koeffizienten der quadratischen Form gebildete 
Determinante: 


( 64 ) 


i • ■ 

•aiif 

! 0,1 Oj, . . 

• 0>2If 

D=.| . . . . 

. . 

{ 

1 (^Nl ÖÄ2 • 

• • clnn 


ist D gleich 0, so heißt die quadratische Form „singulär“, ist D ds- 
L von 0 verschieden, so heißt sie „nichtsingulär“. 

Die qu^ratische Form (53) wird einer homogenen linearen S«b- 
i^^^ltitation: 

*,' >■ «fj, Xj H- «u + • • • *ijr 
a^' = a,j X, + + . . . «fgy xjt 




x'k «otX, + «ira Xf + ... ttjfifXK, 


nhterwr W die ebenfalls als singulär oder niohtsingulär bezeichnet 
-wd, je<^aehdem die Determinante A des Systems 




h KaU ist od^ nicht 


«II «ij • 
«« «ti - 

«««»*• 


■ «ur 
:;«w 

' , * 


I 
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Wi? beweisen nun zunächst den Satz , ' ^ , • 

I, Ist in der quadratischen Porih (53) 4= 0, io |äß]t,#ie 

sich durch eine nichtsinguläre Substitution %stets in die 
Form bringen: 

(57) 

wobei Xi , x^ ... Xtr die neuen Variabein bedeuten und die 
„ijusatzform“ 0' die Variable x^ nicht mehr enthält. 

Der Beweis läßt sich folgendermaßen erbringen (Lagrange): Wir- 
schreiben F («i, x^ ... x„) nach (58) folgendermaßen: 



e<i 

III 

H- «12 ^ 4* «13 Xj ajg + . . . aiy X^ Xy 


1 + «31 ^2 Xj 

+ »M *,* + 0,3 X, Xj -t- . . . Oiii Xj X.V 

(o3a) 

+ Ogj a?! 

+ ... +... +... 


^ + dNlXyXy^ 

\+ ay^XyX^-i^ , . . + . . . ayy Xy 


Die außerhalb des j -Striches befindlichen Glieder sind sämt- 
liche, die Xj enthalten: die innerhalb des Striches befindlichen sind frei 
von Xj. Die ersteren Glieder können geschrieben werden: 

(58) {oj, xj*+ 2a„ -f 2a„ a„ o:, Xj +. .. 2o„ aj;,®, x^} . 

da ja ist; und die Form dieses Ausdruckes legt es nahe, die 

quadratische Ergänzung zu addieren, um den Klammerausdruck auf 
nn vollständiges Quadrat zu bringen, und dann dieselbe wieder zu sub- 
trahieren. Die quadratische Ergänzung lautet offenbar: 

+ . . . aij^xx 

4“ 2aj2 Ujj Xj Xg + 2a|3 + . . . 2aj2 Xjf 

+ 2aj3 + . . . 2aj3 oi^a^ xy 

+ , . 

+ 2ai,j\r<-l • Xy^i • Xyy 

«0 daß wir den Ausdruck (58) schreiben können: 

(59) I ^;7{^n®i + ~ aj, 

— 2öj 3 «13 • — 2ai^ ^xv-i Xyt 

wobei zu bemerken ist, daß die quadratische Ergänzung nicht 'entr? 
* Man kann also F schreiben, indem man in der geschilderten 
enthaltenden Glieder züsammenfaßt: 

+*”Oijr®A'|' + <P'(*|.a:8 ... asjf), . 
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quadiratis(die Bremsung lusamih^ngefaBt sind. Benutzen wir jetzt die 

«i'— ttjj ajj + «13 iCj + * • • o,wXft 
«3 

Xs = ^ Xy t 

SO geht in der Tat F nach (61) über in die behauptete Form (57): 

-F = ^-a:,'*+<P'(a:,'a^'." a:’v). 

Die Determinante A der Substitution (61) ist offenbar: 

Ujl Ujj • • • UlA’ 

0 10 0...; 

(82) ‘^= 0 0 1 0 ... =«11 ’ 



0 0 0 ... 1 


also nach Voraussetzung von Null verechieden, iiatliin ist die Sul»li- 
tntion (61) uichtsingulär, wie behauptet wurde; ferner ist die Sulisti- 
tatuHi auch reell, wenn die 0 ,^ reell sind. 

Dnrch diese Traasfonnation ist nun erreicht, daß von F ein Qimdnd 
abgespalten ist, so daß die quadratische Zusatzfovin <P' höclistens noch 
(N— 1) Quaditrte (neben den doppelten Produkten) enlhillt. 

Wir beweisen ferner den Satz: 

II. Jede quadratische Form (singulär oder nichtsingu- 
lär) kann durch eine nichtsingnläre Substitution auf di< 
Form gebracht werden: 


(63) F =s c, z, '* + Cj a:,' * + . . . ci’* ; 

sind die a,j der quadratischen Form (.53) reell, so sind auch 
die Koeffizienten der die Transformation bewirkenden 
Sobstitotion reell, ebenso wie die Ci,fj...cjir, von denen i'hri 
gens einige Null sein können. 

Um diesen Satz zu beweisen, wenden wir zunächst auf die voig« • 
l^te quadratische Form F nach Gleichung (58) die Substitutiou (fd 
wt^urch wir erhalten: 


(64) F- 

Wir können jetzt denselben Prozeß auf die ^nadratisohe Zusatzf' "" 


m^irendeo^abet woUen 
eifen «u 


d>'(3i'ä%' ... Zjr) 

wir abe^' um n^t iiä allzu 
mä^en,; die 
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wieder durch % bezeichnen. Nach Satz I erreichen ynt dann, 

daß in die Form gebracht werden kann: 

<&' (x^ «3 . . . fljjr) « Cj + 0" aj/ . . . Xs ) ; 

dann können wir ebenso mit <P" verfahren, also 0'\ wenn wieder x^' 
... x'j^ durch x^ ... x^ ersetzt werden, in die Gestalt bringen: 

0" (0:3 «3 . . • xn)^c^ x^^ + 0"' [x^ . • . ariir) , 

URW., bis alle quadratischen Glieder erschöpft sind. 

Bei jedem einzelnen Schritte ist nach dem Satze I die angewendete 
Substitution nichtsingulär und reell, wenn die Koeffizienten der je- 
weiligen Zusatzform reell sind. Das gleiche gilt, wie man sich durch 
direkte Ausrechnung überzeugen kann, für die Transformation, die 
direkt — ohne Zwischentransformation — die ursprüngliche Form F 
von ihren Quadraten befreit. 

Wenn nun alle quadratischen Glieder erschöpft sind, so sind zwei 
Fälle möglich: 

Entweder sind gleichzeitig die doppelten Produkte ver- 
schwunden: dann sind wir fertig und der Satz II ist bewiesen, da dann 
F [Xi ... %) in die Form (63) gebracht ist, und zwar mit Hilfe einer 
nichtsingulären Substitution; oder aber es sind noch doppelte 
Produkte vorhanden, die dann noch weiter behandelt wer- 
den müssen. Der Allgepieinheit halber nehmen wir dies letztere an 
und haben also zu zeigen, daß eine quadratische Form, in der nur doppelte 
Produ kte verkommen ; 

I jp = 2ai,®ia:,'+ ZauO-, a-, +... 2ai2fX, 

(65) + 2fl„ +....2a2.va:,sj^ 

1 +••• 2oif_i, 


fbenfalls in die Form (63) gebracht werden kann. 

Ist etwa Oj, ^ 0, so kann (65) geschrieben werden, indem wir die 
und enthaltenden Glieder jsusammenfassen, d. h. die in den beiden 
ersten Horizontalreihen in (65) enthaltenen Glieder: 

(66) 1 ^*^“^^**1**4 «18^ +■•* + 2x,(a„Xj, +••• «2»*^) 

1 . ' +<I>«(arr®4 ••• ®-v). 

Wobei also die Znsatzform 0^^ nur noch die Variabein x^ '. ■ . x^ enthält. 
Weiter kann man schreiben: 


F =a — (((jj Xg + Ojj ®j + • • • Oi^r ®ir)(®*i ®i + öj, *»■!■••• OSJT 


m] 


den beiden Faktoren des in ( 67 ) stehenden Produktes 4 ?# , 
liehe Glied« mdt «i Wd, ®* enthaltenj außerdem iÄtiätli(ar:i^)|i^ 
’^eicUe GIied«.(^|uj^ ttöd 




gekeh^n \|przll(^lien Zuisftts^om kweio^teo^kt sisdi dainit 

i^&t iUid«^'<2)i'>nthldt also jetzt «uäi wieder Quadrate. Jetzt 
im^en wir folgende niohtsingaläre Substitution: ' 


*l'” öl»®» + ««*»+■ 

‘•ai2fXif 

Xf ^ ö|2 Xi 4“ ^23 X^ 4“ • 

• • CttlfXN 

ai'- *1 


, Xy^ 

Xn 


deren Determinante — O 12 * ist, wodurch die Nichtsingularität bewiesen 
\|drd. Mit dieser Substitution wird (67): 

(69) F^-^x,'x,'+0’{x;...xi,). 

“1* 

Wenden wir darauf nochmals eine nichtsinguläre if^formation an: 
W), a:j"“’*s'=*» 


l Xx =■ *iir= Xx > 

Determinante — — 1 ^=.0 ist, so folgt schlieBlich: 

inan non gleich zwei Quadrate abgesondert hat. Aus 0' sondert 
■,in^ nach der vorher besprochenen Methode wieder alle Quadrate ab,, 
fidin]^4iie etwa noch übrig gebliebenen Produkte auf die zuletzt beschrie^, 
Weise, bis man fertig ist. Dann hat man in der Tat F in die Form ' 
gebracht. Man macht sich leicht klar, daß nie mehr als N Glieder 
';|Ül^ten können, wohl aber unter Umständen weniger; wovon dies 
werden wir später untersuchen müssen. — Es schließt sich 
^Jl&laitttdbar mi der: Satz: 

Jede .quadratische Form läßt sieh durch eine nicht* 
.<^"^l&re Transformation auf die Form bringen: 


(J2) I 


a^'*+ a^'*+... a!/*(f :i2 J/)- 


% D^ da soeben bewiesen ist, daß man jede quadratische Fonii|^ 
gestalt (68) bringen kann, so hat man nur zu setzen: 

rS^ ist* Bsnn dahn bat man sofort die (72), ^||i^ 

za böa<ditmi, da0 die Tnmsformafipgn (TPfcteht 
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läßt si<5h also das Resultat (72) im alJ^einjeineti nicht ersahen. Dag^en 
gilt für raella Transformationen der folgende Satz. \ ' * ^ 

lila. Sind ift der quadratischen Form J? 'die Koeffi- 
zienten reell, so kann man sie durch eine reelle mcht- 
singuläre Transformation auf die Form bringen: 

(74) V±aj;*±<»±... ±x;^[r^N). 

Denn wenn die reell sind, so sind auch die in (63) reell, aber im 
allgemeinen nicht alle positiv. Wendet man nun die reelle Transfor- 
mation an : 

ajj « 1 ]/ci I icj ; j ; • • • ~ I V^r 1 ‘ » 

so erhält man sofort die Gleichung (74). 

Über die Größe der Zahl der Quadrate r, die in (73) und (74) Vor- 
kommen, d. h. darüber, ob r gleich oder kleiner als N ist, gibt Auskunft 
der Satz 

IV. r ist stets dann und nur dann kleiner als wenn 
die quadratische Form F singulär ist; eine singuläre Form 
kann daher durch eine geeignete nichtsinguläre Trans- 
formation, die im Falle reeller auch reell ist, von einer 
Variabein befreit werden. 

Der Bew^eis beitiht auf einem bekannten Determinantensatz. Trans^ 
formiert mmi eine vorgelegtc quadratische Form F mit der Diskrimi- 
nante D durch eine nichtsinguläre Substitution mit (also nicht ver- 
schwindender) Determinante A in F\ das die Diskriminante D' haben 
möge, so ist die neue Diskriminante T)' gleich: 

(75) 


Es ist also D' dann gleich Null oder nicht gleich Null, .weim 'D gidch 
Null oder nicht gleich Null ist; d. h. F* dann singulär oder nicht- 
singulär, wenn F singulär oder nichtsingulär ist. Ist ntin 


U- 


terminante 

D' 

von 

(72) 

bzw. (74) 

±10 0 

0 

0 

0 . 

.. 0 1 

0 ±1 0 

0 

0 

• • • • 

.. 0 i 

0 0 ±1 

0 

0 



0 0 0 

« « • 

* . • 


i 

• 0 i 


0 , 


da dann ja nur r Diagonalglieder von Null verschieden sind 
(N — r) Nullen vorkomHien, also jF' singulär; dagegen ist im Falle 




±10 0 

0 

0 

0 

0 ... 0 

0 ±1 0 

0 

0 

0 

0 ... 0 


0 

> 

. 4 

« « 

0 ^ 
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also F* nichtemgulär, d. h. also wegen (75): nur wenn F singulär 
ist, ißt r kleiner, als N, was zu beweisen war^ 

Eine Anzahl weiterer Sätze bezieht sich auf positive quadratische 
Formen, worunter wir folgendes verstehen wollen: 

Eine reelle quadratische Form heißt positiv, wenn sie 
für kein reelles Wertsystem der Variabein einen negativen 
Wert hat und den Wert Null nur für das einzige Weltsystem 
^ 2 * 2 = ... Xy ==^0 anniniint. 

Für eine positive quadratische Form gilt der Satz: 

V. Jede positive quadratische Form kann stets durch 
eine reelle nichtsinguläre Substitution auf die Form ge- 
bracht werden: 

(76) F + xif^ 

und ist daher nach Satz IV stets nichtsingulär. 

Um diesen Satz zu beweisen, braucht nur gezeigt zu werden, daÜ 
erstens kein negatives Vorzeichen auf der rechten Seite von (70) auf- 
treten kann, und zweitens daß die Zahl der Quadrate genau gleich N, 
nie kleiner als N ist. Denn alles übrige ist schon durch die vorhergelumdeii 
Sätze, speziell III und lila bewiesen. Nehmen wir nun zunäclist an, 
es käme in (76) ein negatives Vdfzeichen vor, etwa - so könnt! 
— im Widerspruch zur Voraussetzung — die Form F nicht positiv seih. 
Denn dann wäre sie für das reelle Wertsystem 


Ij Xj — 2^*— ••• Xy — 0 , 

afeo auch für ein reelles Wertsystem der Xj bis Xy, negativ, nämlicli 
gleich — 1. Dieser Fall ist also ausgeschlossen. Wäre anderseits dit 
2!ahl der Quadrate r kleiner als N, so wäre die Form F gleich Null füi 
folgendes von Null verschiedenes Wertsystem der x^' bis Xy: 


«2 


Xy-i=» 0, aJy = I» 


da die Transformation nach Voraussetzung nicht singulär ist, ent- 
s^dit dieser Wahl der x^' bis xy ein von Null verschiedenes System 
d^ X| Ins Xy, für die also F gleich Null wäre. Eine positive quadratischt 
i verschwindet aber nur für. das System der Werte Xj|= Xg^ • •• 

Also ist auch die zweite Möglichkeit ausgeschlossen und Satz V be- 
«'iyieBen. Sätz V läßt sich umkehren in der folgenden Form: 

^ Va* Kann eine quadratische Form von N Variabelnflltcli 
eine reelle, nicht singuläre Substitution in die GestftÄ^ 

(76) .F=x/Ha^'* + -.ajy 

r, , " ' f 

■ gebracht werden, so ist sie positiv, 

'* we verschwindet offenbar nur für 

und' wem dm Niehtidntcnlarität der Tren^oro^tiöu ,hai 
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daß diesem Wertsystem der x' nur das Wertsystem = — 

xs—^ entspricht, womit der Satz bewiesen ist. 

Endlich sagt der folgende Satz noch eine Eigenschaft der positiven 
quadratischen Formen aus: 

VI. In einer positiven quadratischen Form F 

kann kein Koeffizient eines quadratischen Gliedes ver- 
schwinden oder negativ sein. 

Denn wäre z. B. ^0, so wäre die Form sicher für das Wert- 
system 

äJj = 1 j ~ ~ == 0 

Null oder negativ, was dem Begriff der positiven quadratischen Form 
widerspricht. 

Diese Sätze haben eine direkte Beziehung zu unserem Problem, 
da L und 0 in der Umgebung einer stabilen Gleichgewichtslage positive 
quadratische Formen sind. 

Wir betrachten nun zwei quadratische Formen vön N Variabein 

Xi Xa . . . 

I F^^^h;j^XiXf.. mit der Diskriminante B, 

^ F** ^ a» ^ Xp i A. ^ ^ 

die wir mit dem variablen Faktor zu einer Form zusaramenfassen : 

( 78 ) 

deren Diskriminante D (i) lieißen möge; dieselbe hat folglich den Wert: 

5ji~Aajp • • • biif — k am : 

[ ][[’,.[ \ \ ] [ [ .* ; ; ; ; 

! 5^ ^ Ä.vi I 5 jv2 — k a2J2 » • • • bjifjf — k Uifif 

oder, entwickelt nach Potenzen von k: 

(80) D(k) ^ do - d,k + d^k*^ ly^d^fk^. 

Wir bemerken, daß dies dieselbe Determinante ist, auf die wir in 
til(‘ichung (38) bei unserem Problem der kleinen Schwingungen gestoßen 
^iod; nur ist hier p* durch — >l ersetzt. 

Die Gleichung D{k) nennen wir die A- Gleichung für das Formen- 

\w Fj und Fg, Zunächst gilt folgender Satz über den Grad der /-Glei- 

tdimig: 

VII. Die A-Gleichung für das Paar F^ und F* ist stets 
‘ und nur dann genau vom JV ten Grade, wenn F^ nicht 

ist. ‘ ' .• 

ik^nn man erkennt leicht aus (78), daß man das Glied mit der jV ten 
i! . 7 *^’ also erhält, wenn man alle —0 setzt, ^ 

übrig: 


2S4 
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' f '■ 


« . . • . , *.* • 

— Ao^n — Aaj^..^. — Aaiw 

-(-ifF 

. . . . 


i* h. der Faktor der JVten Potenz von A ist im wesentlichen die Diskrimi- 
n^te Ä von F^; die Nie Potenz ist also nur vorhanden, wenn A von 
Null verschieden, also F 2 nicht singulär ist. wie behauptet war. 

VIII. Ist Fl reell (singulär oder nichtsingulär) und Fj 
positiv, so hat die A- Gleichung für F^ und F^ nur reelle 
Wurzeln. 

Dieser Satz ist bereits in der vorigen Nummer bevriesen, so daß 
wir hier nicht näher darauf einzugehen brauchen. 

Nach diesen Vorbereitungen endlich läßt sich der bisher nur ver- 
mutete Satz streng beweisen: 

IX. Ist Fl reell (singulär oder nichtsingulär) und F^ 
positiv, so läßt sich durch eine reelle nichtsinguläre Sub- 
stitution bewirken, daß gleichzeitig Fi und F^ in die Gestalt 
gebracht werden: 

^ “b ^2 ^ ^ 


ßi) 


( F, 

\ F. 


» + . 






wo die Aj . . . A,v die nach Satz VIII reellen Wurzeln der A- 
Gleioh^ng von Fi und F^ sind. 

" V Zunächst sieht man sofort nach Satz VII, da F^ positiv sein soll, 
daß die A-Gleichung in der Tat vom N^ten Grade ist, also N Wurzeln 
hat, die allerdii^ nicht alle voneinander verschieden zu sein brauchen. 
& mi nun Aj eine Wurzel von D (A) — 0. Dann bilden wir: ^ 

Fi^lF2^(Fi^liF^+{Ai^l)F2, 

ist die (Juadratische Form: Fj — liF^ singulär; denn sie hat die 
kriminan te D(Ai)sO, da ja A^ eine Wurzel von D{X)—0 ist. 
ätier kann F^ — A^ F^ nach Satz IV von einer Variabein befreit werden, 
gibt also, da Aj reell ist, reelle nichtsinguläre Substitutionen, die 


j^hen. Durch dies,elbe Substitution gebt Fj in Gleichung (82| in ,F 2 ' 
imei, und da F^ positiv ist, gilt das gleiche von F^ * Wir haben daher 
(82) und (88): 

Fj — A Fj s Fj' («/ . . . xjf) + (Aj — A ) [Xi aj/d ♦ 


ist aber, da F* positiv ist, nach SatziYI jedci; Koeffizie^ 
i^tiichen Gliedes größer als Null; setzen wir also 
f ^ B* pdsitm Also ergiht jicb durch die^l*eüe hw 
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( 85 ) 


''Ä 


' Jl - ^ 

aj"«i 4. (jr,j iSj'4. gif x^+,.. gnfXi^,' 

.... 


«» Xjf, 

indem man auf J’,' das Verfahren von Lagrange (Satz I) anwendet: 

+ <p (V' «s" . ■ • *j;;) . 

Gleichung^ (84) geht dann, da weiter nicht durch diese 8 uh«tJ 
tutjon altenert wird, da es ja ar/ nicht enthält, über in: ^ 

(87) JPj - A Ji’, Ä fj' (a^" . , . jb") 4 . ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

Was wir hier durch zwei Substitutionen (r^ in 
hata kann darah ein, ditekte sLlitnti« (*, dirät? « 
geschehen, auch diese ist teell und nicht öineulär Nun j 

YariabiU« ™„ d (87) beatchen. 

von A gleich sind, also folgt: roienzen 

F - f'"*! ;»V ■ ^ ^ 

Pt^Xi » + 0[x,"... x'i), 

(88) I -^1 ^ ^1 ®i''* + <P, {Xf" ... xx), 

' ^3 = « 1 "* + <7>J (a^"'. . . a:iJ) . 

Schritt ist also getan, und damit man in derselben Weise 
1 ( f) pcmtiv lal; 2 ) d„ d-Okichung von ® „nd ®, die Wurzeln 

™iort ™ (M)‘ dL“: fr- ff-“?*™« “>*' 

Se <? Lr“ 2 - GleichUg ( 88 ). DeS 

St ‘ **'” “ ™ Werlajatera a^" , " L; 

iür das das nositJ^A P ** t, *^***^*' verschwinden, 

Um sebiLfir*u'^r'^f was unmöglich ist. 

chung der Forme?® ^ Behauptung zu beweisen, daß die A-GIei- 
Wsbirdnante 0^1?' ““i ?‘l Wurzeln A^ bis hat, haben wir die 

tische Form von -^ui ^t*'acl»ten; dies ist eine quadn^ 

(^1 - r j "i li **"••• Additiin vS 

l'iskrimiänte ^tde'darth ^ Variabein; di^ 

l^fiminanteS'T?« bezeichnet, im Gegensatz; zur 

*«I übrig® die bnks oben (Aj, — A) hinzugbfÖgi 'Kod 

also: ^ ßlSÄ Hbazotttaf. und VertiküOreihe aus Null®.^jÄiJ 
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1 < 

O 

O 

O 

O 

0 


0 


0 


0 



Es ist also: 

(89) D;^(;.)={A,-A)Z)iJ_i(A). 


T 


Nun ist aber die Form — A) Xj" ^ + 0i~- 10^ anderes als 

Pj — AFg, wie man aus (88) leicht erkennt, wenn man die zweite Glei- 
chung mit A multipliziert und von der ersten subtrahiert. Also kann sich 
die Diskriminante ß/' (x) der Formen (Aj ~ A) ajj"* + — A 0^ von 

der Diskriminante (A) von Fj — A Fg einen konstanten Faktor 

unterscheiden, also haben ß„ (A) = 0 und ß/' (rc) = 0 dieselben Wurzeln, 
also hat nach (89) ß/ (A) die Wurzeln Ag, ... A^, was bewiesen werden 
sollte. 

Wir können also auf 0i und 02 genau dieselbe Operation anW;enden 
wie auf Fj und F 2 , und dies Verfahren führt schließ]]^ zur 'Gh^i- 
chung(81); die direkte Substitution ist auch reell und nM^lkgulär. 

Jetzt identifizieren wir F^ mit der doppelten potent ielleSjpItgie 2 0 , 
Fj mit der doppelten kinetischen Energie 2L, und A endlich Jlit — = 

+ n*. Dann ist nach Satz IX in der Tat bewiesen, daß L und v, die sfgai‘ 
beide positiv sind, durch eine reelle nichtsinguläre Transformation in 
die Form gebracht werden können: 

1 =* 1 '* + 05*'* 4-...arw‘, 

1 20 = -e,*v»-e**x*'*.:.-eia5y. 

od«, da Si=nj^i ist: 

{90a) 2<I> = n, *»,'* + w, * a^'* + ...njfxi#, 

'd> h. L und 0 können durch eine lineare Transformation dor Koordinaten 
>ia Bommen von Quadraten verwandelt werden, und die Koeffizienten 
jd« Ysriabeln im Ausdruck der doppelten potentiellen Energie sind dann 
die Quadrate der Frequenzen der Normalschwingungen. 


58. Bcnrnngrae Sehwingnngen einei Syimu von wuwnpn 


Syste 


' Wir wollen nun den Fall annehmen, daß auf unser 
jetat dnreh eeine N Notmalkoordinaten p* . . . Pv cbarqlkterisj 
asSer dmt l^ten, die sieh aus seiner potm^iellen Enerf 
ooi^ andere Kräfte, und zwar Kräfte im ^ppeinen. Sr 
ffieyW 'fde in Nr. 66 eingeführt haben, n 
' duz)^,P, 'P* . . . Pvbezmclmen wollen. 

)v indem notdi dde 



Wir 

Woll''ii> 
irleih’Wi 
Wortes 
;en, die wir 
^ligesclirn 
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Speriell wollen wir den Fall betrachten, daß alle Null sind, mit 
Ausnahme der auf die Koordinate wirkenden Kraft P^, die ^he 
gegebene I\inktion der Zeit sei ; also P^—f (0 . Diese Funktion wollen 
wir noch so spezialisieren, daß wir /(f) als periodische Funktion der 
Zeit voraussetzen. Also etwa: 


(92) Py = ^0 ^ ^ • 

ln Normalkoordinaten lauten L und 0 nach Gleichung (51): 


L = 
0 - 



Also lauten die Bewegungsgleichungen für die Koordinaten, mit 
Ausnahme der 


(93) 


dt* 






und für die Koordinate selbst: 

(94) = ^co8w<. 

Da wir Normalkoordinaten benutzen, so haben wir den großen Vorteil, 
für jede Koordinate die einfache Schwingungsgleichung der linearen 
Schwingungen eines Massenpunktes vor uns zu haben; also sind die 
Lösungen sofort angebbar. Wir haben für die Gleichung (98), für die 
^ 4= V ist: 

(95) « p^cos + 0 (i =}= v), 

wo und €;^ willkürliche Konstanten sind, und für die Gleichung (94), 

(A ~ v) nach den Ergebnissen der Nr. 87: 

(9®) p, - ■— sr cos nt + ß, cos (j/c, i + tj- 

Darin ist offenbar das Glied — die „erzwungene“ Schwingung, 

>M>d das zweite Glied mit den disponiblen Konstanten ß, und die 
darüber gelagerte ,4reie“ Schwingung. Da das Lösungssystem (9^) 
und (96) im guusen 2 N disponible Konstanten hat, so kann es einem 
^t'liebigen Anfangszustande angepaßt werden, stellt also die allgemeine 
bbsung unseres i^blems dar. Die Verhältnisse liegen jetzt info^ d^, 
enntzung von NormäBcoordinaten so, als ob wir V ganz unäblbängig?) 
sssonpunkte hSttoi^ von daien einer eine erzwungmie Schwingung ^ 
ausführt. Nati^Hob-Btönde nichts im Wege, auch auf mehrere. Eo^- ' 

“'‘tea erzwh%|||^!|^te >i wirkto ^.lassen. 

ff 
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Die Lösung (96) versagt für t=oo, wenn n = ist, d. h. 

wenn 4ie betreffende Eigenschwingung dieselbe Frequenz hat, wie ^»die 
erzwingende Kraft. Das liegt an der Vernachlässigung der Dämpfung, 
die auch hier ähnlich wie iin IIL Kapitel eingeführt werden kann. Wir 
gehen hierauf nicht näher ein. 


60. Theorie des Doppdpendds. 

Wir wollen im folgenden ein ganz einfaches, aus zwei Massen m, 
und W 2 bestehendes System betrachten, dessen kleine Schwingungen 
untersucht werden sollen. Die Masse sei an einem gewichtslosen 
^unveränderlichen Faden von der Länge befestigt; an dieser Masse ist 
vermittels eines zweiten Fadens von der Länge ^2 die Masse be- 
festigt. Das ganze System stellt ein sogenanntes „Doppelpendel“ dar, 
dessen ebene Schwingungen in der a;^f-Ebeno wir untersuchen wollen. 
(Figur 68.) 



Fig. 6S. 




Zwischen den kartesischen Koordinaten {x^Zx) bzw. {x^z^ der 
Hassenponkte bestehen offenbar die beiden Relationen: 

F, m (x, - if,)* + [z, - a,)* -- Q . 

Dm betd^ also io^der »a-EbeiW äftei 

*'siQd'di0 Mrkend^ IDr&fte: * 

X, - 0.} 


filier 
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Das d’Alembertsehe Prinzip liefert also, wenn und 1 zwei un- 
bestimmte laktoren bedeuten, die vier Gleichungen: 

”‘>T*T + 2A,x,-2A,(a:,-^,)=:0, 

dHe 

(98) dF + »»1? + 2 - 2A, (z^ - z,) = 0, 

»»2^ + 2A,(a:,-a:,) = 0, 

d'z^ 

nii -jY« + wia gf + 2;«, = 0 . 


Diese genügen in Verbindung mit den zwei Gleichungen (97) zur Be- 
stimmung der sechs Unbekannten *„ x^, z^.z^, Aj. Man sieht indessen 
wie kompliziert diese Gleichungen in kartesischen Koordinaten schon bei 
einem relativ einfachen Problem sind; wir woUen sie infolgedessen nicht 
weiter behandeln, sondern lieber andere, allgemeine Koordinaten ein- 
führen. Man sieht aus der Figur 63, daß die Lage des Systems voll- 
kommen bestimmt ist durch die beiden Winköl y>^ und y>^, die die beiden 
Faden mit der Vertikalen bilden; diese Winkel wollen wir als Koordi- 
naten nehmen. Man erkennt aus der Figur 68 unmittelbar die Bichtig- 
Keit folgender Beziehungen: ^ 


(99) I - Xi ^ sin sin yj + sin y*; 

I = li cos yi; Zj - cos y,; z, = \ cos y^ + IjCos y,. 

Beschränken wijiuns, da wir kleine Schwingungen untersuchen 
wollen, auf kleine Winkel y, und y^, so ist mit hinreichender Annäherung: 
I a:, = Ij y, ; .j. . 

[ «1 * ^1 (l - + y,* - ^ y,*. 


( 100 ) 


( 101 ) 


Bei dem hier benutzten Grade der Annäherung ist: 
also wird die kinetische Energie L des Systems: 

sohoi^Slit® Koordinaten sind die Bedingungsgloiohtto^ii 

y, ,sind dah^ gfiazlioh unabb&niig Yoneioäadet; 

17* 



260 Meehanik materieUer JhmkU,t 

es siod keine Normftlkoordinaten, wie ein Blick auf die Gestalt 
von L ergibt. Nach den Lagr angesehen Gleichungen (29) sind also 
die Bewegungsgleichungen: 


(104) 


i ^ Ms 


^ + 9himi + 

-d'^ + 9h 


0 , 


0 . 


Diese lösen wir durch unseren alten Ansatz: 


(105) 


I '/'i - 

I t/»j = 


wo Al, Ag und n zu bestimmende Konstanten sind. 

Einsetzen in Gleichung (104) liefert die beiden in Ai und A 2 linearen 
Gleichungen: 


(106) 


I .dj[jil,(m, +«,) — + w,)n*] - • TOjilüj n* = 0, 

I -Al - i,*TOjn*] = 0. 


Wegen der Homogenität derselben haben sie nur dann von Null ver- 
schiedene Lösungen, wenn die Determinaten des Gleichungssysteins 
verschwindet, wenn also 


(107) 


gli (»»1 + wij) - i, * (m, + TO,) nS - to, /, i, toS | 
-TOjljl,«*, jfi, TO, - i 


Das liefert für n* die quadratische Gleichung: 
(108) »* - n* ^ g’(w, + »»d 


deren Lösung ist: 




0 , 


fl» ; 4- »,) g (l| Id 
gm, li l. 


±9 


. /{Ml +-m,)‘ + i (m, + TO,) TO, i, 2, 

V ' ■ 


oder auch in übersichtlicherer Schreibweise: 


-r? 


(TO, -STO,)g (/, + !,) , ^/ZTTi IW . « I Ti i'. 

" “ " ^ ^ liHThh ' 

Diese Gleichung liefert zwei Werte für die Eigenfrequenzen «, n»'* 
~t4> und nach den aUgemeinen Ergebnissen der Nr. 67 (Gleichung 48) 
‘ lümn die Lösung geschrieben werden, wenn Ai'^'\ vl»'*', Aj'*', A^^', 
s, Eonstfmte bedeuten: 

“illQ, 1 ■* .dj'®co8(n, t + *1) + /4i’*co8(n,f + ^), 

I .i4,‘®0O8(n, f + «,) + .<4i**co8(n, f + ' 

?^%8, Konstanten und A^ sind nicht dniiionibeL sondern wegen der 
-^ndöN^'Glsicbungen (106) durch ^4,**’ resp. best« 
also dispqmble Konstanten, .tde es 


[• Dauiit ist 
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die Gleichung (110) einem gegebenen Anfangezus lande anssu^aseent Da 
(lies keineriei Schwierigkeiten hat, gehen wir darauf nicht näher em, 
sondern wollen zwei Spezialfälle weiter diskutieren. ' \ 

Erster Spezialfall; mi==m 2 =m; 1^=1^ d. h. die beiden 
Massen seien gleich schwer und die Fäden, an denen sie befestigt sind, 
gleich lang. Dann wird Gleichung (109): 


Bedenkt man, daß für die Frequenz eines einfachen Pendels = gß 
ist, so haben wir: _ 

( 111 ) «* = 2 ± fl = „^»(2 ± f 2 ). 

Daraus ergibt sich für die beiden möghchen Werte von n: 

( nj = + y 2 ^ 1,85 , 

( 112 ) \ 

1 7^3 = n^|/2 - y2^^ 0,76 . 

Setzt man diese Werte von und in Gleichung (110) ein und 
bestimmt die Konstanten durch den Anfangszustand, so ist alles erledigt. 
Wir gehen also über zum 

Zweiten Spezialfall, der dadurch ausgezeichnet sein soll, 
daß die beiden Frequenzen iii und ng nach (110) einander 
möglichst gleich sein sollen. 

Das legt die Vorfrage nahe, ob es überhaupt möglich ist, in Strenge 
zu machen. Das könnte nach (109) nur dann eintreten, wenn 
die Wurzel verschwindet, also wenn; 

(li - (Ij + == 0 


werden kann. Da aber und positive Größen sind, die mit Quadraten 
multipliziert sind, die nicht beide verschwinden können, so kaim diese 
Gleichung nie erfüllt werden; genau gleiche Frequenzen und 
sind bei dieser Anordnung nicht möglich. Aber man kami 
sie sehr nahe gleich machen, indem man die Wurzel mögliclist klein 
macht, un<^ das ist offenbar dann der Fall, wenn = lg = i und 
außerordentlich klein gegen ist, d. h. wenn beide Pendel 
von gleicher Länge sind und das angehängte eine relativ 
kleine Masse hat. 

Unter dieser Voraussetzung wird nach (109) angenähert, wenn 
Kloben 1 vernachlässigt wird: 

(!'«) .‘-fifl/f 


oder 




Ho7 emitea : 
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1 %*=v(i+[/^). 

(114) 


oder wenn wir 

die Wurzel ziehen und rechts entwickeln 

(115) 



Dabei ist 


2 1/ ” 


w, 


s 


gesetzt. Setzen wir diese Werte mit der für unseren Fall erforderlichen 
Spezialisierung in (106) ein, so haben wir für n = %: 

Ailjglmi — = A 2 ^2 Wi* ; 

also: 

m^gl 

m7Z*V 

und ebenso erhalten wir f ür n = tig* 


(116) (Aj 


it« «H 


(117) 

Also ist nach (116) und (117) 


_ L 

4i* K* J 2« ’ 

= Wj: 

/— 1 =4--* . 

\Ai)n = nt 23 


Setzen vir non: 
{118a) 


'23 

"1* **** 

I (^,),,» = ^, 

I (4, )«„.,=» '“e'**, 


die zugehörigen Werte von -<4,: 


(118b) 

so ist nach (108); 

“ Ai,**’ cos (n, 1 + *,) * A,'** cos {«, t + ^) , 

V*» - äV < + *i) + i4,‘* CO» (n, 1 + <,)• 

Setzen wir der Einfachheit halber folgenden Anfangszustand fesi: 

K/,(0)«1; «)f,(0)>=i0, 


( 119 ) 
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30 erhält man zur Konstatitenbestimmung: 

... f «i = «, «0, 


f «1 = «, «0, 


also ist nach (119) endgültig: 

| i//j = |cosnit + i^cosn, t, 

% = “ To * + TcT ”2 * ’ 


oder wenn wir das Additionstheorem anwenden: 


( n. -f w, - ^ 

1 /;, = COS 1 • cos g— ’ 1, 

I V'j = öT “ t"*- * ' ““ 


also mit Benutzung von (115): 

i =s cos Uq i • cos (nQS)t, 
( 124 ) ... 1 „ 




Darin ist nun nach Voraussetzung d, also auch d, sehr klein gegen 
Ho, so daß wir cos iigt und sin n^t einerseits als rasch veränderliche 
Funktionen, cos {n^d) t und sin (n^d) t anderseits als langsam ver- 
änderliche Größen be 2 eichnen müssen. Während z. B. cos n»t schon 


viele Male durch Null hindurchgegangen ist, hat sich cos (nod)t nui 
wenig verändert, so daß wir in (129) y>i und y» als Schwingungen 
von der Frequenz «o betrachten können, die eine periodiaoh 
veränderliche Amplitude haben. Aknstisch gesprochen: ufir hftben 
einen Ton vqn bestimmter Höhe, dessen Intensität periodisch 
und von dieser äkostisb^en Betiehung her rührt die Bezeichnung „8jofiwrft| 
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buDgen** für dies^' Phäßomen. Mmi sieht aus (124), daß, if^enn 
das Maximum seiner Amplitude hajt, dann gerade y» di® 
Amplitude Null besitszt und umgekehrt. Zu gewissen Zeiten 
ist also das eine Pendel in Buhe; dann hat das andere seine 
stärkste Bewegung, und umgekehrt. Die Energie schwankt 
demnach zwischen den beiden Pendeln hin und her. Figur 64 
veranschaulicht die Schwebungen und die Beziehungen beider Pendel 
zueinander. 



* Eine andere Form der Koppelung zweier Pendelschwingungen ist 
‘iii Figur 65 dargestellt: zwei Pendel von den Längen und’ und den 
Massen % und sind dadurch verbunden, daß an den beiden Massen 
eine masselose elastische Feder befestigt ist. Die Länge der Feder ist 
so gewählt, daß, wenn die Pendel in Buhe sind (yi = ^2 == Feder 

.l||iigöspannt ist, und daher keine Kräfte auf die beiden Massen ausübt. 

. Vas gleiche gilt natürlich, wenn die horizontalen Verschiebungen und fa 

deir beiden Pendel aus der Euhelage einander gleich sind. Die j>otentielh' 
^Jil^gie 012» die beiden Pendel in bezug aufeinander haben, wenn 
f^ed^r gespannt ist, ist daher offenbar (wenigstens in erster Näherung) 
'^|K}^onaI (fj — fi)^ also wenn wir durch E eine von den Diinon- 
und der Natur der Feder abhängende Konstante bezeichnte : 

Nach der obigen Z^ehnung ist nun oifenbat iür kleine Amplituden ; 
o Abo ist: " " 
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die dadurch entsteht, daß sie bei einem Ausschlag um die vertikalen 
Höhen Ci und f* gehoben werden. Diese sind, wie man leicht sieht: 


(126) 


j <P, 



übjllah 2 

2 3 * 


Also ist die gesammte potentielle Energie nach (125) und (126): 

(127) 0 = + + 

und die kinetische Energie ist, wie leicht zu sehen: 

(128) 

Mathematisch besteht also der Unterschied zwischen diesem und dem 
vorhergehenden Beispiel darin, daß jetzt die kinetische Energie als Summe 
von Quadraten dargestellt ist, und die potentielle die doppelten Produkte 
enthält, wälirend es nach Gleichungen (102) und (103) im ersten Palle 
umgekehrt war. Nach der Lagrangeschen Methode erhält man aus 
(127) und (128) sofort die Bewegungsgleichungen: 

I »»I + (»»1 9k + ^k^ fi-Ekk % = 0 2 

(129) 

1 + JSOV’2 =*0. 


Macht man zur Lösung wieder den Ansatz : 


(130) 


1 =• 

' V's “ 


so erhält man genau wie früher schließlich für p* die Gleichung: 
(131) ) ^ 2 % Wj n* 


Wir wollen diese Gleichung zunächst daraufliin untersuchen, ob 
unter gewissen Umständen die beiden im allgemeinen vorhandenen Werte 
von Uj und n, zusammenfalien können, d. h. ob die beiden Eigenschwiti- 
gungen das Systems gleich werden können. Dazu ist offenbar notwendig, 
daß die Wurzel in (181) verschwindet, d. h.: 

Wh k' (m, Jl, + E I,*) - »H h' (mi9k + ^k')?j-^^”h”HW'^ 0* 

Man sieht, daß dieser Ausdruck nicht durch positive Werte, vc^ 
^'hitnt’k’k befriedigt werden kann, also: wie man auch die 
'ind PendeUf(M^ wählt, niemals kanp man gle%W,riAj 
Huenzeh e,t»|%ji 4 C;|jkl 80 * iazbesondeife auch dann nicrhkj 
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mj55=ma=w und gewählt werden. Wäre die Koppelung 

durch die Feder nicht vorhanden, so hätte man allerdings zwei identische 

Pendel von der Frequenz no== j/y. Aber die Koppelung verstimmt 

die beiden ursprünglich gleichen Schwingungsdauern gegen- 
einander. Für den hier betrachteten Spezialfall wird aus (131): 


(132) 




mgl + El* 



Machen wir die Koppelung d. h. E sehr klein, so wird angenähert 



p* = — n* 




(138) 




= n«’ + 


2 2 Vi!' 

* ö tn 


mad beide Werte weichen nur wenig von dem der ungestörten Schwin- 
gungsfrequenz Uq ab, der eine nach oben, der andere nach unten um 
den gleichen Betrag. Es tritt dann wieder das am vorhergehenden Bei- 
spiel diskutierte Phänomen der Schwebungen auf. weshalb wir hier mcht 
«äher darauf einzugehen brauchen. Gekoppelte Schwingungen der hier 
betrachteten Art spielen in der Elektrodynamik eine große Boll||pmd 
dort werden wir näher ins Detail der Erscheinungen eingehen. 


61.. Die allgemeine Gravitationskraft. 

In Nr. 18 [Gleichung (101) des ersten Kapitels auf pag. öO] fanden 
wir mittels der Keplerschen Gesetze das Besultat, daß die Beschleu- 
n^;ang eines Planeten bei seinem Umlaufe um die Sonne ist: 

(184) a = -^- 

5 Unter Einfähmng des Kraftbegriffes kann man dies nach Nr. 24 
[UMobnng (14) des zweiten Kapitels anf pag. 77] auch so ausdrücken, 
alle Planeten gegen die Sonne hin mit folgender Kraft ang^zo^ien 
Wden; 

(186) 

In diesen beiden Gleichungen ist k' eine für alle i:'ianetä|^emeBi* 
sanie ^Konstante, die aber noch von der Natur der Soime abhängeu 
tmd ütaäiddieh abhängt. Wir wollen nämlich jetzt Oleicbpng WK' 
hnter deia Gesichtepunkte des dritten Newtonsohen ÄxiofiOi,44^R^‘ 
ialtzßB von der Gleiehheit der acMo und reactio hetrachten.jiiUtiii,^4^' 
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(|uem formulieren zu können, wollen wir allen auf die Sonn^, bezüglichen 
Größen den Index 1, den auf den Planeten bezüglichen den Index 2 
geben; r erhält den Doppelindex 12 oder 21, ebenso wie ft. Die Kraft, 
die von der Sonne (1) auf den Planeten (2) ausgeübt wird, ist nach (135) 
in der neuen Schreibweise: 


(136) 


•♦12 




Aber nach dem dritten Bewegungsgesetz wirkt eine genau ebenso 
große entgegengestzt gerichtete Kraft ftji auf die Sonne, die von dem 
Planeten (2) ausgeht. Da in dem dritten Axiom keinerlei Bevorzugung 
des Körpers (1) gegenüber dem Körper (2) enthalten ist, so folgt schon 
aus Symmetriegrtinden, daß ftji die Form haben muß: 

(137) ftai = + » 


wobei der umgekehrten Kraftrichtung durch das Pluszeichen Bechnung 
getragen ist. fc" ist dabei eine Konstante, die von der Natur des Planeten 
abhängt. Nach dem dritten Bewegungsgesetz ist nun noch: 


oder : 
(138) 
also ist: 


(139) 


— fc' m, + fc" Wj s= 0 

« 1c = Const. ; 

{fe' == fc iWj , 

Je ^ Ic ♦ 


wo 1c nun ein universeller, von der Natur von (1) und (2) 
unabhängiger Faktor ist. Damit gewnnt das Kraftgesetz (136) 
die symmetrische Form: 


(140) 




ikm, 


Dieses Gesetz hat sich in der glänzendsten Weise in der Mechanik 
des Himmels bewährt und hat die Probe auf die Richtigkeit der ihm 
zugrunde liegenden Voraussetzungen bestanden. Wir nennen es in dieser 
Form das „Newtonsche Gravitationsgesetz“. Newton nahm, 
über di^ Anwendungen des Gesetzes auf die Himmelsmechanik hinaus- 
gehend, weiter an, daß nicht nur die Bewegungen der Himmelskörper 
durch dies Gesetz regiert werden, sondern er betrachtete es als eine all- 
gemeine Eigenschaft der Materie, aufeinander nach diesem Gesetze eiur 
^^iwirken. Zwischen zwei beliebigen Massen wirkt nach Newton s^ets 
fliese Kraft (140). ' So wurde er dazu geführt, die Erscheinung der Erd- 
beschleunigung, also die Schwere, als eine Folge der nach dem (Jravi- 
l^ationsgesetz . (140) .wirkenden Kräfte zwischen der Erde und den falten« 
Körpera zu betrachten. Diese großartige Verallgemeinerung ist 
der experimentellen l^Üfung fähige Denn nach (140) ist die Kraft uhi- 



268 


Mtehmik maimelier Punkk. 


gekehrt progortional dem Quadrate der Entfernung zwischen den beiden 
Massen. Newton verglich nun miteinander die Beschleunigungen, die 
die» Erde einerseits einem an ihrer Oberfläche befindlichen Massenpunkte, 
anderseits dem Monde erteilt, der sich in einer mittleren Entfernung 
von ^ Erdradien ’B vom Erdmittelpunkte befindet. 

Bezeichnen wir die Masse der Erde mit m (ohne Index), die des 
substantiellen Punktes an der Erdoberfläche mit die des Mondes 
mit f» 2 , so »sind die Beschleunigungen bzw. a 2 nach dem.Newton- 
schen . Gesetze (140): 



km 

_ 

' m, ■ 


- 1 *« i 

km 

l»*! 1 

*“ 60 * Ä* 


Nun ist aber | a, |== 981 cm/sec*, also folgt durch Division der 

beiden Gleichungen: 


sj?; also 0,1 = 


981 cm 
3600 sec* 


^ sec* 


Anderseits läßt sich die Beschleunigung des Mondes rein kine- 
matisch bestimmen aus den für eine Kreisbahn mit dem Badiiis 60 B 
und konstante Winkelgeschwindigkeit spezialisierten Formeln (60) des 
«^ten Kapitels auf pag. 37. Denn dann ist offenbar 


;fl,; = 60ß(^)*=60ßw*, 


venn'w die Winkelgeschwindigkeit des Mondes bedeutet. Nun ist die 
Gröfie des Erdradius in 2Sentinieter: 

B = 637 • 10* cm , 

ist eo = wo T die ümlaufszeit ist, die wir zu 28 Tagen gleich 

28*J^400 Sekunden annehmen wollen. Also ist der Betrag von |o,|: 

i ^ I • 887 • 10* • 4«* ^ Ql, cm 

i * 786 4ÖÖ~ ‘ IS? ' 

wirklich übereinstimmend mit dem aus dem Gravitationsgesetz fol- 
gten Werte. 

' 4 . Da also Newtons Verallgemeinerung sich in schlagender Weise 
|iest&tigt hat, so nennt man die Kraft (140) die allgemeine Massen* 
Oy^iehung. 

Wir formulieren daher Gleichung (140) folgendermaßen: Zwei. bWf 


Hebige , materielle Punkte von der Masse tn, und m, in 
iSttitfernuAg fu ziehen sicih mit einer Ki^ft an,^f.4|^ di 
pi^^Q^tional den beiden vrftgann' 
felii ; Ijildrate ihr^r Bntfernungf isi- 
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Die universelle KonstÄnte k nennt man die Grav^t?l^tionskon- 
stante. Zunächst wollen wir ihre Dimensionen bestimmen; 


also 

(141) 


[fc] 


[Kraft] M 
[m*] 




Man sieht aus (140), daß k direkt bestimmt werden kann, wenn man 
die beiden Massen Wg, ilire Entfernung und die Kraft Äjg »lassen 
kann. Dies kann unter Verwendung irdischer Massen nacli mehreren 
Methoden geschehen und so sind dann von zahlreichen Forschern, von 
denen nur die Namen Boys, Braun, Eicharz und Krigar-Menzel 
genannt werden sollen, sorgfältige Untersuchungen gemacht worden, 
die für k den Wert ergeben haben: 

(142) k ~ 6,675 • IO*”® cm® sec"“®] . 

Diese Zahl dürfte auf rund 1% richtig sein. 

Die ganze obige Betrachtung beruht auf der unbewiesenen An- 
nahme, daß die Wirkung der Erde auf den an ihrer Oberfläche befind- 
lichen substantiellen Punkt dieselbe ist, als ob die Gesamtmasse der 
Erde in ihrem Mittelpunkte konzentriert wäre. Den Beweis werden wir 
später (Nr. 86) nachholen. 


62. Dflü Zweikörperproblem. 

Das wichtigste freie System ist das Sonnensystem. Es ist natürlich 
nicht anzunehmen,' daß es im strengen Sinne des Wortes frei ist, weil 
wir ja gerade auf Grund des Newtonschen Gravitationsgesetzes an- 
nehmen müssen, daß auch von den weit entfernten Fixsternen Kräfte 
auf die Massen des Soimensystems ausgeübt werden. Doch sind diese, 
da umgekehrt proportional dem Quadrate ihrer Entfernung, sehr klein 
im Vergleich zu den Kräften, die die Massen des Sonnensystems auf- 
einander ausüben, so daß erstere jedenfalls in Annähening vernachlässigt 
werden können. Zwischen je zwei Massen des Sonnensystems wirkt die 
Kraft (140), so daß wir im allgemeinen Falle, wenn wir n Massen haben, 
es mit 3n Bewegungsgleichungen zu tun haben. Dieses n- Körperproblem 
i«t in seiner Allgemeinheit heute mcht lösbar, 'Selbst für n gleich 8 nicht. 
Daher werden wir uns auf den einfachsten Pall, n= 2, das sogenannte 
»Zweikörperproblem“, beschränken. 

Der Index 1 bezieht sich auf die Sonne, der Index 2 auf einen Pla- 
neten. Wir behandeln also die Bewegung von Sonne und Planht 
w alleimgen Wirkung ihrer gemäß (140) wirkenden inneren* 
ziehen wir den Badiusvektor ri 2 von der Sonne nach d^m Planeteo^ ^ö^ 
nnd rechnen Sichtung als positiv, so ist die auf den^^etto>;#Öf^v 

kende Kräftig ^ 
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~~ — T- 

Benutzen wir (146), so wird aus (144) ; 
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(146) 



ib m, t», (a;, - jCj) 

. - 

dl* 

r ’ 


kmimt{y,-yi) 

'l dt* 

T ^ 


km^m^ (2j — 2i) 

d^ 

r 9 

M* 

d*xt _ 

— Xt) 

a dt* ~ 


, _ 

km^m^ (y» - yd 

2 dl* ~ 

r ^ 

Ml 

IPz, 

k m, wi, (2, - 2i) 

'^It* ~ 

. ™ 

Ml 


Diefcfe Gleichungen sind die Differentialgleichungen des Zweikörper- 
problems, aus denen sich die Keplerschen Gesetze ableiten lassen müssen, 
— soweit sie nämlich richtig sind. Denn daß genau die Keplerschen 
Gesetze herauskommen, ist gar nicht zu erwarten, da die Gesetze (146) 
noch das dritte Gesetz Newtons enthalten, das über den Inhalt der 
Keplerschen Gesetze hinausgeht, 

Zunäclist bestätigt man leicht an den Gleichungen (146) die Schwer- 
punktssätze und Momentensätze für ein freies System, denn durch Ad- 
dition der ersten und vierten, zweiten und fünften, dritten und sechsten 
Gleichung (146) folgt sofort: 


I dt^ 


+ m, 


2 dt^ 


= 0 , 


m. 


« dt^ 




m 


<i*2i 

> 'dt* 


, d*z, 

+ »”* W 



oder, wenn man den Schwerpunkt: 


einfährt: 


( 147 ) 


8 


+ mg 

i»i + m, ’ 

» H yt 

~ mi + w, ’ 

W»! -f f»| 


dfi 

jr 

dt* 


0 , 

0 , 

0 , 
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d. h. der Schwerpunkt des Systems Sonne — Planet ist in 
gMcbmäßiger geradliniger Translationsbewegung begriffen. 
Da wir eine gleichmäßige Tranalationsbewegung des Koordinatensystems 
nach dem Eelativitätsprinzip der Mechanik nicht erkennen können, 
so können wir den Koordinatenanfangspunkt in den Schwerpunkt legen, 
d. h. den Schwerpunkt des Systems als ruhend annehmen. 
Da die Gleichungen (147) sechs disponible In tegrations konstanten liefern, 
wird über diese sechs hiermit verfügt, so daß von den 12 Integrations- 
konstanten des allgemeinen Systems (146) nur noch sechs zu bestimmen 
sind. 

Genau ebenso finden wir die Momentensätze. Denn vollziehen wii* 
die Operationen, die in Gleichung (34) des vierten Kapitels auf pag. 191 
gefordert werden, d. h. multiplizieren wir die dritte und sechste Glei- 
dhung (146) mit bzw. und i/g, ebenso die zweite und fünfte mit 
und 2^, kombinieren diese Gleichungen in der geeigneten Weise und 
vertauschen endlich die Variabein xyz zyklisch, so erhalten wir die drei 
Gleichungen : 



oder nach einer einmaligen Integration nach der Zeit: 


(149) 


(dz, 


( dt 

dT 


dz. 



(dy. 

dx* 


-dfy^ 





,■4» die Erhaltung der Summe der Kotationnmomente der Geschwiudif.'- 
mßsprechen, was man natürlich auch direkt aus Gleichung (50} 
vierten Kapitels (pag. 201) hätte folgern köimen. Die.Bichtung 
dds Baiüptrotationsmomentes ist durch die drei Kopstaaten A, B, C f< 
g^gt, ebooso wie die dazu senkrechte Ebene, , die „invariable EIh '« “ 
. des betrachteten Systems. 


Diese inviuiable Ebene wollen wir nun mit einer der KoordinuO’ii- 
ebeneQ,'etwa der xy -Ebene, zusammenfallen lassen, so daß A und 
Null werden and das HaaptrotationsmoiiDent' gleich C wird, ab" 
Boti^ionsmoment um die r-Aohse ist. 0 fiatttrlich von Muli ver- 
si^eden. Dann läßt sieh leicht zeigen, daß, 
syst^eo wollen, dauernd ist, ab« 

Dom dann ist ja ^cMtig nw^^IdT) 

d^ngai. (!«): 


wenn wr das &^rdiufti‘’'‘' 
j die BdtiritaiM; «»nS 
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» , i»i *1 + w* =• 0 , 

»»1 yj + »Mj 1/j = 0 , 
m, 2, + w, 2j = 0 , 

”*1 (4^ - 4f- "i) + ’"* (4i“ y* - -^f **) “ 0 , 

(4f^ - 4 t ) + »"^ (4 ‘>^) = 0 ' 


Aus den drei ersten folgt: 


(150) 


X 2 — • 

J/2 =■ 

-Jo =* 


W, 

m, 


m, 


> 


und setzt man dies in die beiden letzten ein, so folgt: 

I J* ,71 ‘ 

(151) 


dt "I dt 


dt^ rf ar, ^ 

- 3 ; * 1 -". -3-r = o. 


Diese beiden homogenen Gleichungen für und -jj- haben im allgemeinen 


dZy 


nur die Lösung wenn nicht die Determinante 


y^ dt 

X 

dt 

verschwindet. Dies kann hier nicht der Fall sein; denn es würde darauf 
folgen : 

x^ dx^ ’ 
dt 


und wemi man dies in die dritte Gleichung (149) zusammen mit den Glei- 
chungen (löO) einsetzt, so würde C==0 folgen, im Gegensatz zur Voraus- 
setzung. Also muß in der Tat, wenn wir A^B=0, C^O wählen, d. h, 
die ay -Ebene mit der invariabeln Ebene zusammenfallen lassen, Zi=z^ 
dauernd »0 sein. Es reduzieren sich also die Gleichungen (149) auf 
die eine: 

Damit ist über drei weitere Integrationskonstanteu ABG eine end- 
gültige Verfüg)^ getroffen, so daß nunmehr noch drei übrig bleiben. 
Von diesen dreien Iftßt sich noch eine, die zehnte,' mittels d^ 
md ^*“““960. Werden die sechs Gleichm^n (146) der B(^e ndoit 

8oha,f*,, 
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iSl 

di 


dt 


d ^ 
dt ^ 


4yi 
dt ’ 


dz^ 

di 


multipliziert und dann addiert, so folgt sofort die Gleichung: 


± 

dt 




fcmj m. 

h-*.)(4?- 

dx,' 

~ 'dt j 

+ («8 — 

j (44 -44)1 

= 0. 


Der Klammerausdruck des zweiten Gliedes ist aber offenbar gleich 

'dt[ 2 ) ^»2 dt * 

also das zweite Glied selbst gleich 

, km^m^ dfii 

r,,* Ti ’ 


^1* 

und das kann geschrieben werden: 

^ d I kmitn^ 

,so daß wir endgültig haben: 

. 4 l?l( 4 ?)’+( 4 ?)’+( 4 M’l 


oder 


)' 


m, 1 

{dx,\ 



kmiMf 

2 { 

Urj 

+ l-iTj + 

(;drj j 



= 0 , 


+41(4?)+ (44)’+ (44)1 


‘ Const.— 


‘‘'“’i +?i( 4 ?)+(-t)’+( 4 ?)’)-‘r 

Die beiden ersten Glieder stellen die Idne tische Energie L, das dritte 
j potentielle Energie <P dar, deren Ausdruck wir besonders anrnerk(*n 
Wflten: 

(iiH) 

^1» 

' Hau überzeugt sich leicht, daß in der Tat die negativen Ableitunj^t n 
nadi den Koordinaten der beiden Massenpunkte die auf dieselben wir- 
kenden Kraftkomponenten daretellen, Z. B.: 

3 <n km, nt, Sr„ 

' n,* 




dx. 


J dz. 


r«* 


uras mit der ersten Bleichung (146) äbereinafidimt usw* 

iMe gesamte Energie hat den konstanten Wort K, und dies ist ()>*' 
izebid6 Xat^ationskolutante, die durch Einsetzen der )>< - 

ntasjmt jf^rden kann. En btoihen also noch; aniä Kan^ÜSp 
' durch ^ " 
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Wir schicken uns, nun zur Integration der noch übrig gebliebenen 
Gleichungen (152) und (153) an. Zunächst wollen wir unser Koordinaten- 
system, von dem bisher nur der Anfangspunkt und die 2 :- Achse festgelegt 
sind, etwas näher erläutern: die x- und ^-Bichtungen sind ja noch nicht 
bestimmt, sondern es war nur verlangt, daß sie in der invariabeln Ebene 
liegen sollen. Wir machen dies so, daß wir vom Koordinatenanfangs- 
punkte aus eine in der invariabeln Ebene liegende Gerade nach einem 
beliebigen Fixstern ziehen, die wir als a;- Achse nehnuui; die durch den 
Koordinatenanfangspunkt in dieser Ebene dazu gezogene Senkrechte 
ist dann die ^-Achse. Diese Wahl des Koordinatensystems rechtfertigt 
sich durch Übereinstimmung der Eesultate mit der Erfahrung. 

Es sei nun die Papierebene die rrt^-Ebene (Fig. 67). 





Fig. 67. 

Die Verbindungslinie der beiden Massen und enthält den 
Schwerpunkt, geht also stets durch den Koordinatenanfangspunkt hin- 
durch. Wir bezeichnen die absoluten Abstände derselben von 0 mit rj 
bzw. Dann ist einmal: 

fl + r, 

und anderseits nach Definition des Schwerpunktes, wenn man beachtet, 
daß Tj und r, hier nach ihrem absoluten Betrage gerechnet werddn sollen: 

»»iri = m2r2. 

Die beiden Belationen (156) und (166) bleiben während der ganzen 
Dauer der Bewegung bestehen; der Koordinatenanfangspunkt teilt den-,' 

Abstand der beiden Massen stets in dem konstanten Verhältnis , 

Bezeichnen wir den Winkel, den r, mit der positiven «-Achse bildet, dil^ ' 
so kann (1^) durch fj, und (p bzw. durch f,, r,,' y aoagediHlcIti- : 

werden, d^^wf l^t , ja, äM Eig, 67 sofort; 
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Vt^r^siiKp, 

und durch Einsetzen in (152) folgt: 
( 167 ) 


a;i = rj cos q>, 
yi=r^sin(p, 

dg> 


(m,r,= + msr,»)^| =(7. 


Wenn man hier rj und nach (155) und (156) durch ri 2 ausdrückt, 
so folgt durch elementare Bechnung: 


( 158 ) 

oder auch 

(159) 


2 «LT’ _ rt 

Wi + m, '^12 ^dt ^ » 


'12 


d(p 

dt 


wenn Q* eine andere Konstante bedeutet. Das ist aber offenbar der 
Flächensatz oder das zweite Keplersche Gesetz: „Die in gleichen 
Zeiten vom Badiusvektor überstrichenen Flächen sind 
gleich das wir im ersten Kapitel ausführlich besprochen haben. Es 



ist aber dabei noch ein Unterschied zu beachten. Denn nach der Ad- 
sohaaung Keplers war die Sonne unbeweglich, während wir den gemeiu- 
samen Schwerpunkt als fest angenommen haben. Diese Verschiedenheit 
im Auffassung kommt in den Figuren 68 und 69 zum Ausdruck, von 
denen die erste den Keplerschen, die zweite unseren Standpunkt 
charakterisiert. 

Man sieht aus der Gleichung (157) sofort, daß der vom Anfangs- 
punkte 0 in Fig. 69 nach dem Planeten W 2 gezogene Badiusvektor r.> 
in gleichen Zeiten keineswegs gleiche Flächen überstreieht, ebenso- 
Wenig wie dies der nach der Sonne gezogene Badiusvektor tut. Aiu ii 
die Summe der beiden Flächen gehorcht nidit dem Keplerschen Gt - 
setze, sondern erst die mit Wj bzw. multiplizierten Flächen, wie 
es fordert. Man kann sich nun aber leicht klar machenj^ was die 
ehung (169) bedeutet, wenn man sich vergegenw4rla|ty^*^ beobachte 
wird. ^ auf % befindlicher Beobachter wird Wj a^ ruiiÄlM betrachten, 
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und kann nun durch astronomische Beobachtungen die Entfernung ri 2 

dm 

von und die Winkelgeschwindigkeit feststellen. Die Bahn von 

die er so beobachtet, d. h. unter der Annahme, daß fest sei, nennen 
wir die „scheinbare“ Bahn von Wg. Man erhält sie aus Fig. 69 sehr 
einfach, indem man Om^ über hinaus um das Stück Om^ verlängert; 
das liefert statt der wahren Bahn B“ die scheinbare Bahn A B, Und 
nur für diese scheinbare Bahn, die einzige, die durch direkte Be- 
obachtung gewonnen wird, gilt nach (159) der Keplersche Flächensatz 
in der Tat. Man sieht bereits hier, wie das Newtonsche Attraktions- 
gesetz eine Korrektur an den Keplerschen Gesetzen anbringt bzw. 
iiiren wahren Sinn erst feststellt. 


A 



Die Gleichung (159) ist nur eine andere Formulierung von (152), 
nämlich in Polarkoordinaten (r^j, Genau dasselbe wollen wir mit* 
der Energiegleichung (153) machen. Die Geschwindigkeit q z. B. der 

Sonne hat eine radiale Komponente ^ und eine transversale 

*^* 7 » lind dasselbe gilt für die Geschwindigkeit C 2 des Planeten; 
also gelten die Gleichungen: 



also wird die Idnetisehe Energie L: 
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Eliminiert man daraus mit Hilfe der Eelationen (155) und (156) 
die Größen und fa, indem man sie durch ri 2 ausdrückt, so erhält man 
leicht: 


(160) 


L 


1 ffii 

2 % + wij 




Die potentielle Energie 0 hat bereits die passende Form, so daß 
wir (len Energiesatz nunmehr schreiben können: 


2 m, + 1 », [\ d it j \ d t / J r„ 


E, 


'oder nach Division mit 


nii 

tn,i *4* wij 


( 161 ) 




etwas bequemer: 

k(mi -f m^) _ p 

fii m, wi, 


■E-, 


wenn E' eine andere, natürlich durch E vollkommen bestimmte Kon- 
stante bedeutSt. 


In den Gleichungen (159) und (161) sind und (/? als Funktiom‘n 
VQU t dargestellt ; eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen also die 
Zeit, so erhalten wir eine Differentialgleichung zwischen fi 2 und <p, die 
" die Bahn in Polarkoordinaten ergeben muß. Aus (159) folgt zunächst: 

di * 

was in (161) eingesetzt liefert: 


TllTrj + vJ 

df 

Diese Gleichung wollen wir nach auflösen, dton erhalten wii : 



^r„ 

di 


r l * 1 « i 



Dabei ist das Plus* oder Minuszeichen der Wurzel zu wählen, je nachilci» 
fy sumimiut oder abnimmt. Dividieren wir diese Gleichung durch Glei- 
ehuiüg (159), so folgt die Differentialgleichung zwischen fy und <p: 


( 168 ) 


1 df„ tfn I , *(»», + m, 

V “K 


r„* ä<p 




_ 1 
f 


Die linke Seite ist offenbar gleich ~ , und wenn man unter 

der Wurzel den Ausdruek addiert und subtrahiert, so kan» 

die Gleichung geschrieben werdoi: 

d ( 1 \ 1 1 
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Führt man eine neue Variable <r ein durch die Djefinition: * 

(164) 

SO kann die vorletzte Gleichung offenbar geschrieben werden: 

dq> y C' ^ c* > 


oder mit der Abkürzung: 


(165) . 

2 JS' + mj* 2 

C'> 0 '* “ 9 = 

oder: 


oder endlich: 

“ 4r (?) ” ~ (j) ’ 



also : . 

d(p ^ ~zi-.-"Ä1z=: 

!/>-(?)■' 

(166) 

<p = arccos(") 4 - ip„, 


wo 9^0 eine (die elfte) Integrationskonstante ist. Nach a aufgelöst ei 
gibt diese Gleichung: 


oder indem man nach (164) rjj statt a wieder einführt; 

1 h(mx -f m-) , * 

r” “ (fi - 3C08(9?~ (p^), 


was folgenden Wert von r ,2 als Funktion von tp liefert: 


^13 


0 '* 

Ä-(m, + 




oder endlich, wenn man jetzt die Lage der x- Achse geeignet wählt, i 
daß wird, womit diese elfte Integrationskonstante festgelegt win 

(7'* 

(167) 


^3 = 


1 + 


kimi 'h m,) 


( 188 ) 


k{mx + m,) 

Setzt man noch zur Abkürzung: 

/ (7'» 

j ir(mx + m,) “ 


cos (p 
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so geht (167) üb^ m die beKannte Polargleiohung der Kegelschnitte: 


(169) 




1 -f e cos y 


^leichung (169) stellt, vne oben auseinandergesetzt wurde, die 
scheinbare Bahn des Planeten dar, die Sonne als ruhend voraus- 
gesetzt. Diese Bahn ist also nach dem Newtonschen Attraktionsgesetz 
jedenfalls ein Kegelschnitt (Ellipse, Hyperbel, Parabel), umschließt also 
das erste Keplersche Gesetz als SpezialfalL Für 0<c<l, d. h. falls 
die numerische Exzentrizität ein positiver echter Bruch ist, stellt (169) 
bekanntlich eine Ellipse dar. Man sieht, daß aber (169) allgemeiner, 
auch noch die Kometenbahnen darstellt, die Parabeln oder Hyperbeln 
zu sein scheinen. Wir gehen hierauf nicht näher ein, sondern wollen 
noch ein Wort über die wahren Bahnen sagen. 

Aus den Eelationen (155) und (156) folgt unmittelbar: 


(170) 

I ^2 

Also sind die wahren Bahnen 


ffij -f m2 ’ 


— f 

Ml + WI2 1- 


m 


der Sonne: fj 


der Planeten: r. 


mi + Wj 

i + e C08 9? ^ 

p 

mi -f wig 

1 -I- c cos ’ 


d, h. Sonne und Planet beschreiben ähnliche Ellipsen, deren 
einer gemeinsamer Brennpunkt der gemeinschaftliche 
Schwerpunkt ist. 

f ^ Was sagt nun das Newtonsche Attraktionsgesetz über das dritte 
Keplersche Gesetz aus? Wir haben bis jetzt aus dem Newtonschen 
Gesetz das erste Keplersche Gesetz in Gleichung (169) und das zweite 
in Gleichung (152), beide für die, scheinbare Bahn der Planeten geltend, 
abgeleitet. Diese beiden Daten hatten wir auch bei unserer kinematischen 
Untersuchung der Keplerschen Gesetz^ in Nr, 18 im ersten Kapitel; 
e$ folgte daraus, wenn wir unsere jetzigen Bezeichnungen beibehalten, 
dÄ Eesultat der Gleichung (95) des ersten Kapitels auf pag. 49: 


Dabei bedeutete die Beschleunigung des Planeten relativ zu der 
als i^iegad vorausgesetzten Sonne. In unserer jetagen BezeichntöigS' 
weiie, die alles auf das im gemeinsamen Schwerpimkte rul^n^e System 
besieht^ ist die Beschleunigung d«j Planeten 
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relative Beschleunigung des Planeten zur Sonne a 2 -'Äi. 
statt der letzten Gleichung: 


(172) 




0'» 

P na*’ 


Wir haben also 


Diese Beschleunigung kann nach den Gleichungen (148 a) und (148 b) 
sofort gebildet werden, indem die erste Gleichung durch die zweite 
durch mi dividiert und dann die zweite von d(‘r ersten subtrahiert wird. 
So folgt aus (148): 

(173) ttj - tt, = - k{tn^ + w^)^’, . 

also weiter aus (172) und (178): 


(174) 

Für kann man nun einen anderen Wert bilden, der den im 

p 

dritten Keplerschen Gesetz vorkommenden Ausdruck 

T* ^ / Quadrat der Umlaufszeit \ 

M* \ Kubus der großen Ac^e / 


enthält. Aus dem zweiten Keplerschen Gesetze (152) 
^ r,2^ d(p — C' dt 


folgt durch Integration über einen vollen Umlauf: 

2.t 

9 ^ = 2abn = CT, 

0 

also: 


4 n* ^ q' 2 r£2 

a 


Nun ist aber nach Gleichung (99) des ersten Kapitels auf p. 60: 

b* 

a ~ P *’ 

also folgt aus der vorletzten Gleichung: 


oder: 

(176) 




C'* 

P 



Die Kombination mit (174) liefert dann für 


(176) 


a* 


4^r + ^* 2 )» 


T* 


den Ausdruck 


und man sieht, daB dieser Wert keine für das Planetensystem 
konstante Ordfie ist, da er von der Masse des geifade 
oetrachteten Planeten abhängt In Strenge ist also das' dritte 
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Keplersche Gesetz mcbt erfüllt. Berücksichtigt man aber, daS die 
Masse Wj der Sonne sehr viel größer ist als die aller Fleeten, so ist? es 
doch sehr angenähert erfüllt. Für zwei Planeten (Index 2 und 8) folgt 

für das Verhältnis y,- \ 

/a®\ /a*\ Wh + wia 

und das ist ungefähr gleich 1, wenn, wie hier, % außerordentlich groß 
gegen und ist. Setzen wir die Masse der Erde gleich 1, so ist die 
des größten Planeten Jupiter 314,5, die der Sonne aber 830000. Man 

erhält so folgende Tabelle für die relativen Werte von nach Glei- 
chung (176), wobei der Wert für die Erde gleich 1 angenommen ist: 


Planet 

ff 

Satvim 

1,0001 

Merkur 

1 

Venus 

l 

Erde 

1 

Mars 

1,0006 

Jupiter 

1,001 


"'Die tatsächlichen Abweichungen sind also unmerklich. 

Der gleiche Umstand, nämlich die ungeheuere Masse der Sonne im 
Vergleich zu der der Planeten, bewirkt nun auch, daß die Sonne prak- 
tisch als ruhend aufgefaßt werden kann. Denn nach Gleichung (156) 
/ist der Abstand des gemeinschaftlichen Schwerpunktes Sonne-^Erde 
. vom Sonnenzentrum 


abo nach den obigen Zahlen ~ r^, oder angenähert auch 

1 

830000 ^ 1 ** 

Nimmt man die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne zu 
rus==149* 10® km an, so folgt für der Wert 461 km. Nun ist aber der 
"Halbmesser der Sonne 1891*10®km, d. h. der gemeinschaftb^bhe 
flehwerpunkt des Systems Sonne— Erde liegt in der Sonne 
'Selbst, sehr nahe ihrem Mittelpunkte. Dies gUt auch hoch für 
den Schwerpunkt des ganzen Planetensystems; auch er liegt noch !n der 
Sonne, so daß man annähernd die Sonne statt /des gemeinäol^tlioben 
: Schwerpunktes als ruhend annehmen kann. Wir kpmnien darak m der 
^n^äehst^ Numn^ »noch einmal zurück und bemetjken ktejiFf; nur» 
die Bechtfertigung des helipzenifia^|^;^^änd- 
pUfikJles ist. 
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ln Wirklichkeit sind die Planetenbahnen keine strengen Ellipsen, 
wie dies aus dem Zweikörperproblem folgt, sondern diese Bcdmen wer- 
den gestört durch die von den übrigen* Planeten auf den betreffenden 
ausgeübten Anziehungskräfte, die aber gegenüber der Anziehung der 
Sonne klein sind und daher als „Störungen“ bezeichnet werden. Wie 
schon erwähnt, ist die Lösung des allgemeinen Problemes der 7 ^-Körper 
bisher nicht gelungen, so daß man die Störung der Bahnen nur durch 
sukzessive Annäherung berechnen kann. Darin liegt nun im Grunde 
der größte Triumph des Newtonschen Gravitationsgesetzes, daß man 
mit seiner Hilfe die Störungen rechnerisch feststellen und dadurch fast 
alle Abweichungen zwischen Beobachtung und Theorie erklären kann. 

63. Das Fundamentalsystem der Mechanik. 

Hier ist jetzt der Platz, um festzustellen, was sich auf Grund döc 
Erfahrung über das Fundamentalsystem bzw. über die empirische Fest- 
legung eines Systems aussagen läßt, das wenigstens praktisch den An- 
forderungen eines Fundamentalsystems genügt. 

Zunächst ergibt die Erfahmng, daß für kurz dauernde Versuche 
ein mit der Erde starr verbundenes System, etwa mit dem Koordinaten- 
anfangspunkte im Mittelpunkte und der Erdachse als 2 ^-Achse, brauch- 
bar ist. In dieser Lage befand sich z. B. Galilei bei seinen Fallver- 
suchen, und man kann es nur als eine glückliche Fügung für die Ent- 
wicklung der Mechanik betrachten, daß seine Versuche nicht genau genug 
wareji und sein konnten, um ihn erkeimen zu lassen, daß das von ihm be- 
nutzte Koordinatensystem streng’ genommen nicht benutzt werden durfte. 

Der Foucaultsche Pendelversuch zeigt, daß das obige in der Erde 
fest Verankerte System sich in ca. 24 Stunden um die Erdachse relativ 
zum I\indanientalsystem drehen muß. Anderseits macht ersteres System, 
nach der Definition der Sekunde, relativ zum Fixsternhiinmel eine Um- 
drehung um die Erdachse in 86164 Sekunden. Diese Rotationsdauer 
kann in Anbetracht der Fehlergrenze von 7 Minuten beim Foucault- 
schen Pendelversuch als identisch mit der obigen Zahl von 24 Stunden 
angesehen werden. Es z^vingt demnach dieser Versuch dazu, statt des 
in der Erde verankerten Systems ein solches zu nehmen, dessen 
5;-Achse etwa die Erdachse ist und dessen ajj/-Ebene durch 
den Erdmittelpunkt und den Fixsternhiinmel festgelegt^ 
^ind. Die Annahme dieses Systems sagt also aus: Nicht der Pix- 
«ternhimmel rotiert um die Erdachse, wie der naive Mei^ch 
^uf Grund der Beobachtung schließt, sondern die Erde. 

Beiden bisher betrachteten Systemen ist aber gemeinsam der Ko^ 
ordinatenanfangspunkt, der absolut ruhen muß, d. h. beide Syst^e ^ 
^immen in der Annahme überein, daß der Erdmittelpunkt relativ kUto 
^damentalsj^teip, d.h. absolut/ in Buhe ist. Dieser Abnahme, 
die auf/%h^^^4 Foucaultschen Pendetversuches poch 
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zulässig erscheint, wird aber widersprochen durch die 
Theorie der Planetenbeweguiig. Schon in ihrer einfachsten Form, 
dem Problem der zwei Körper, liefert sie das Eesultat, daß der Erd- 
mittelpunkt sich im Laufe eines Jahres auf einer krummlinigen Balm, 
d. h. mit Beschleunigung um den gemeinsamen Schwerpunkt von 
Sonne und Erde bewegt. Es ist daher das vorhin benutzte System 
jedenfalls in einer beschleunigten Bewegung gegen das k\indamental- 
system begriffen, es kann also selbst kein Pundamentalsystem 
sein. Die Theorie der Planetenbewegung liefert nun aber ein 
Mittel, ein Koordinatensystem zu bestimmen, das dem Fundamental- 
system näher kommt. Beschränken wir uns zunächst auf das System 
Sonne — Erde, so ist die Ebene der Erdbahn identisch mit der invaria- 
beln Ebene dieses Systems. Die Ebene der Erdbahn ruht also 
gegen das Fundamentalsystein. Dieser Satz ist soweit richtig, als es 
gestattet ist, das System Sonne — ^Erde als ein freies zu betrachten, was 
tatsächlich bereits für manche astronomischen Zwecke und für alle ter- 
restrischen Versuche der Fall ist. Dann würden wir also folgendes System 
benutzen können: Die Ebene, der Erdbahn nehmen wir als 
«y-Ebene; als Koordinatenanfangspunkt den wegen der 
großen Masse der Sonne ungefähr mit dem gemeinsamen 
Schwerpunkt von Sonne — Erde zusammenfallenden Sonnen- 
mittelpunkt; als -s-Achse wird dann die Normale auf der 
Bahnebene genommen und die Richtung der x-Achse etwa 
durch eine Gerade vom Sonnenmittelpunkt nach einem 
Fixstern bestimmt, womit alles festgelegt ist. 

Noch genauer wäre ein System, bei dem als xj/-Ebene nicht die 
Ebene der Erdbahn, sondern die invariable Ebene des ganzen Planeten- 
systems genommen wäre. Aber das vorhin besprochene einfachere 
System genügt für alle irdischen Versuche. 


M« Das Potential eines Systems gravitierender Massenpnnkte. 

Schlüsse des Kapitels wollen wir noch einen wichtigen Begriff 
ainft^en, der aufs engste mit dem der potentiellen Energie und dem 
d^ Arbeit verknüpft ist. Wir denken uns zunächst ein möglichst ein- 
faiches System, aus zwei Massenpimkten bestehend; der eine im festen 
Baumpunkte (a^i, t/j, Zi) habe die Masse mj, der andere im variabeln Raun)- 
punkte {x, y, z) habe die Masse 1. Diesen variabeln Punkt nennt man 
dejf Aufpunkt. Wir setzen voraus, daß die beiden Massen nach dem 
Attraktionsgesetze aufeinander einwirken, und zwar wollen wir speziell 
die Kraftwirkung auf die Einheitsmasse im Aufpunkte ins Auge fas#n. 
Nennen wir die auf sie udrkende Kraft ftj, so haben, wir offenbar, wenn 
fl die Entfernung der beiden Massen ist: 

( 177 ) 
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[ind für die Komponenten derselben folgt: 


178) 


Nun ist aber 
cos (r^ x) = 


■X, =» - cos (fl x), 

Y, = -^cos[r,y), 

Z, ^co8(r,^). 





1-: : JA, _ Aü • 

u Sy ' 


cos (r, 2 ) 


Z- Z, _ dTj 
fl dz 
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Also kann man — was ja schon aus der Voraussetzung, daß die 
Kräfte konservativ sind, hervorgeht — die Kraftkomponenten schreiben: 

1 dx \ r^ )’ 1 dy \ Ti i dz \ ] 

also hätten wir als Kräftefunktion [x y z) zu bezeichnen den Aus- 
druck: 

(179) = 


Man nennt . nun die Kräftefunktion in dem Falle, daß der variable 
Massenpunkt die Masse 1 hat, das Potential des festen Massen- 
punktes im Punkte (x,y,z) oder kurz das Potential des 
Massenpunktes 








n 



Fig. 70. 




Wir wollen nun die Einheitsmasse mit dem Aufpunkt sich bewegen, 
d. h. X, y, z alle möglichen Werte annehmen lassen, jedoch so, daß (^r, y, z) 
nicht mit {x^, j/j, Zi) zusammenfällt; deim in diesem Falle würde ja 
gleich Null, also 0^ unendlich werden, und die Betrachtung verlöre ihren 
^inn. Dann können wir also in jedem einzelnen Punkte den Wert an- 
geben, den die Funktion hat, wodurch das Potential in allen Punkten des 
Baumes mit alleiniger Ausnahme von (a*^, y^, z^) vollkommen bestimmt ist; 
oian erkennt aus dieser letzten Bemerkung insbesondere, daß 0^ eine 
skalare Funktion ist, was übrigens schon aus ihrem Charakter als spe- 
zielle Kräftefunktion hervorgeht. Man kann 0^ leicht mit dem Arbeits- 
ot^griff in Verbindung bringen. Wir wollen z. B. die Arbeit berechnen 
V Jg« 70), die notwendig ist, um die Einheitsmasse vom Bäumpunkte 
V®’ ß» y) in der Entfernung von in. den Kaumpünkt (», y, «) in der 
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Entfernung von % zu bringen. Da die Kraft nach (177) in der Ent- 
femung r den Wert — ~ hat, so ist die bei einer unendlich kleinen 

Verschiebung — dr geleistete Arbeit - ; das Minuszeichen bei dr rührt 

daher, daß r bei der Verschiebung von (a, ß, y) nach (a:, j/, z) verkleinert 
wird. Also ist die gesamte Arbeit, die während der Verschiebung von 
{a, ßj y) nach {x, y, z) geleistet wird: 

(180) A^km^ J-~ = (- Ä m, . 

f 

a 

Lassen wir den Punkt (a, ß, y) ins Unendliche rücken, d. h. — 00 
werden, so wird schließlich nach (180) und (179): 

(181) = 


d. h. der Wert des Potentials iin Punkte (x, ijy z) ist gleich 
der Arbeit, die geleistet werden muß, um die Einheits- 
masse aus dem Unendlichen an die Stelle (x, /y, z) zu bringen. 

Wenn wir nicht einen festen Massenpunkt Wj im Punkte (x^, z^) 

haben, sondern mehrere, von denen wir einen beliebigen durch den Imlex /. 
charakterisieren, so würde jedem von ihnen, w^enn er allein W’äiv, ein 
Potential 0^ zukommen; nämlich, W'enn die Abstände der Punkte 
{^* J/i Vx h) • * • Aufpunkte (x y z) durch . Ih - 

zeichnet werden, so ist z. IL: 






kmi 

n ’ 


und da das Potential eine skalare B'unktion ist, so (>rhalten wir das g»“- 
samte Potential 0 der vorhandenen Massenpunkte im Aufpunkte, in- 
dem wir die den einzelnen zukommenden Werte addieren; also: 

(Itö) 0izyz]^0,+0,+0,-i-...0, + ... 

. Iii der Tat überzeugt man sich leicht davon, daß die negativen pui - 
tklton Anleitungen von 0 nach x, y, z die gesamten Kraftkomponeutui 
; fuif die Eioheitsmasse darstellen. Was für die Koordinatenrichtungen gih . 
gitt» wie man leicht zeigen kann, für je<le beliebige Bichtung di< 

* d 0 

negative partieQe Ableitung -r stellt die Kraftkompouente Ä, in du 
Bichtung von «dar: 

(189) 4r- 


Ferner’ ^bt man leicht, daß 0 eine eindeutige und At^nahme di r 
Punkte*(a!| yj stetige Funktion ist; nur ip 
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Wir wollen nun zwei Punkte (a) und (ß) (Figur 71) annehmen und 
durch einen beliebigen Kurvenzag $ verbinden. Dann führen wir die 



Pip:. 71. 


Einheitsmasse vom Punkte (a) nach (ß). Nennen wir die Kraftkompo- 
nente parallel der Kurve Ä,, so ist die Arbeit längs des Weges s 


ß 

^ J 

o 

oder nach (183): 

ß 

( 184 ) 

a 

also, da das Integral sofort sich angeben läßt: 

m 

woraus hervorgeht, daß die Arbeit, wenn die 
Kräfte ein Potential haben, nicht vom 
Wege, sondern nur vom Anfangs- und 
Endpunkte abhängt. Lassen wir spe- 
ziell den Punkt ß mit a zusammenfallen, 
mit anderen Worten: beschreiben wdr eine 



geschlossene Kurve 5 (Fig. 72), die in 

einer bestimmten Bichtung (etwa der Pfeilrichtung in Fig. 72). von der 
Einheitsmasse durchlaufen wird, so ist wegen der Eindeutigkeit und 
Stetigkeit von 0 nach (185) die längs der geschlossenen Kurve geleistete 
Arbeit: 


( 186 ) 




A 

^ b 

Kräfte ein Potential besitze^, kaitA, 
von Massen auf geschlossenen Kurien 


'l-h. also: wenn die 
durch Herumftihren 
“lemals Arbeit gewonnen werden; die positiven Anteile des lii' 
ogtals (186) durch die negativen kompensiert. 

" Betuohtung vorausgesetzt, daB k^n^ der 


ist bei 
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auf der Kurve s liegt, denn dann , würde in diesem Punkte die 
Punktion nicht endlich sein. 

Den Baum, innerhalb dessen sich gewisse Kräfte bemerkbar machen, 
nennt man das „Feld“ dieser Kräfte; in diesem Sinne sprechen wir 
z. B. vom „Schwerefeld“ der Erde oder auch kurz vom „Erdfe^e“. 
Jedem Punkte dieses ^Feldes entspricht ein bestimmter Betrag und ^ine 
bestimmte Bichtung der Kraft, wie allgemein jedem Punkte eines Kraft- 
feldes ; statt Kraftfeld werden wir auch häufig, um es allgemein zu cha- 
rakterisieren, „Vektorfeld“ sagen, da die foaft ein Vektor ist. Um- 
gekehrt kaim man auch von „skalaren Feldern“ sprechen, indem 
man jedem Punkte des Feldes einen bestimmten Wort einer skalaren 
Punktion zuordnet, wie z. B. das Potential es ist. Wir können z. B. das 
Erdfeld auch als das skalare Feld des „Schwerepotentials“ oder „Gra- 
, vitationspotentials“ auffassen, also dem vektoriellen Schwerkraftfelde 
ein skalares Feld zuordnen. Die skalaren Felder sind im allgemeinen 
einfacher als die Vektorfelder, und darauf beruht die Bedeutung der Zu- 
ordnung eines Skalarfeldes zu einem Vektorfelde. 

Wir wollen nun ein solches Feld untersuchen. Zu diesem Zwecke 
fragen wir nach der geometrischen Bedeutung der Gleichung: 

(187) y, z)^C. 

^ Diese Gleichung stellt offenbar eine Oberfläche dar mit der Eigenschaft, 
dafi auf ihr das Potential einen konstanten Wert C hat. Solche Flächen 
heiSen „Äquipotentialflächen“ oder „Niveauflächen“. Im Falle 
des Erdfeldes z. B. ist das Potential gz, also die Niveauflächen sind 
horizontale Ebenen. 

Es ist nun leicht zu zeigen, daß in jedem Punkte der Niveauflächei i 
die dort wirkende Hraft senkrecht zu ihr, also parallel der Flächen- 
normale gerichtet ist. Denn einerseits sind die Bichtungskosimisse 
der Flächennormale einer Fläche (P = const proportional den Größen 

und anderseits sind die Kraftkom|)onenten X, 

eben dÜesen Ausdrücken proportional, womit die Behauptung bewies* n 
ist.. Parallel der Tangentialebene der Niveaufläche ist also die Kraft- 
komponente gleich Null; es kostet daher keine Arbeit, einen Masscu- 
pnnkt auf einer Niveaufläche zu verschieben. 

Wir wollen uns nun in ein gegebenes Feld die Niveauflächeu tin- 
gezeichnet denken, und zwar derart, daß, wir, von einem konstanten 
Werte des Potentials ausgehend, zu anderen Werten der Konstanttri, 
Ol, Cj|, fortschreiten. Jede Konstante soll uÄ ein bestimmtes 

Stück A größer mn als die vorhergehende; also z, B, Cg— Cg— C 4 - C 3 
Diese Niveauflächen können sich nie schneiden, sondern umhüilcn 
sich gegenseitig. Denn hätten wir eine Schnittlinie (Fig. 78) zweier 
nachbarter Niveauflächen, die in der Figur zu dneni ^plnjittpunkte vei- 
^ kürzt ist, so hätten wir in jedem Punkte der jBchnittlinit ^i Normale«' 



Spezielle Dynamik eines Systems materieller Fwnkle» ^ 289 

richtwngen, also zwei Kraftrichtungen in einem Punkte, was unmöglich 
ist. Denken wir uns in der beschriebenen Weise die Äquipotential- 
flächen (P — Const. konstruiert (Pig. 74), so können wir aus dieser 



'Konstruktion an jeder Stelle des Kauiues die Größe und 
Kichtung der Kraft bestimmen. Nach dem Vorhergehenden ist 
es selbstverständlich, da die Kraft normal auf der Niveaufläche steht, 
(baß die Kraftrichtung aus den Niveaufläclnai abgelesen werden kann; 
aber auch ihr Betrag kann unmittelbar vermittels Gleichung (183) be- 
stimmt werden. Denn nehnnm wir in (188) 60 gl(*ich A, der konstanten 



Pig. 74. 


Potentialdifferenz zweier benachbarter Niveauflächen, und bezeichnen 
TO durch d den Abstand denselben, so geht in über; also, |st 
der Betrag der Kraft gleich, der Potentialdifferenz zv^eier 
aufeinanderfolgenden Niveauflächen, dividiert du^^eh den 
Abstand derselben. Hält man, wie im vorhergehenden, 
^konstant^ so ist der Betrag der Kraft umgekehrt propor- 

Sohftefor, L(iJubUi(}h. ^ 
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tional d, d^em Abstande der Nivoauflächon. In Fig, 74 ist also 
prima vista zu erkeimen, daß bei A die Kraft größer ist als bei D usw. 

Man kann die Fig. 74 noch dadurch ergänzen, daß man, von einem 
beliebigen Punkte einer Niveaufläche anfangend, eine Kurve zieht, die 
alle Niveauflächen senkrecht durchschneidet. Diese Konstruktion fülirt 
man für alle Punkte einer Niveaufläche durch. Die so erhaltenen Kurven, 
die sogenannten orthogonalen Trajektorien, heißen „Kraftlinien“, weil 
die Eichtung jeder Kurve in jedem Punkte mit der Kraftrichtung 
übereinstimmt. Mehrere solcher Kraftlinien sind in der Fig. 74 gezeichnet. 
Ein Kurvenelement ds der Kraftlinie habe die Komponenten dx, dy^, dz; 
diesen drei Werten sind die Eichtungskosinusse des Kurvenelementes ds 
proportional, und da die Kraftkomponenten XYZ dieselbe Eichtung 
haben sollen, so ergibt sich als Gleichung der Kraftlinie: 

(188) X:Y:Z=:dx:dy:dz. 

Diese Art der Darstellung der räumlichen Anordnung von Kräften 
durch ein Skalarfeld oder ein Vektorfeld, d. h. durch Äquipotentialflächen 
oder Kraftlinien, hat besondere Bedeutung für die Elektrizitätslehre. 



Fig. 76. 


Wir kommen darauf im zweiten Bande zurück. Hier wollen wir nur ih n 
ganz einfachen Fall betrachten, daß eine Masse vorhanden ist. Dann 
ist nach (179)t 




km^ 




und die ÄqaipotentialflächeD sind offenbar Kuk' I' 

flächen, die konzentrisch um % geschlagen sind, qnd die Kraftlinu’ii 
gehen folslich radial vom Zentrum nach allen Smteil iaus (Fis. 76 ). 
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Das Potential selbst, <P, gehorcht einer partiellen Difierentialglei- 
chung, flie von Laplace* auf gestellt und nach ihm benannt ist. Wenn 

wir nämlich die Gleichung (182) fe jo zweimal nach x, 

X 

nach if und z differentiicren, so erhalten wir nacheinander folgendes: 


ferner: 


dx 

d a:* 

0 

dip 

dz^ 


=2 ^*- 2 ' “?*(»- 9 /; 



und durch Addition der drei letzten Gleichungen folgt sofort die „La- 
placesche Differentialgleichung“: 


(189) 


d*0 d*0,d*0 ^ 

+ I - y • 


dx* ^ dy^ 


Dieser Gleichung gehorcht das Potential in allen Punkten des Baumes, 
mit Ausnahme derjenigen, wo die Massenpunkte liegen. Denn in 
jedem solchen Punkte ist das Potential unendlich. Welche Gleichung 
in diesen Baumpunkttm gilt, kann man überhaupt nicht beurteilen, so- 
laiige man an der Fiktion punktförmig, d. h. diskontinuierlich verteilter 
Matt'iie festhält; dazu ist vielmehr notwendig, die Materie selbst in den 
kleinsten Massenelementen als kontinuierlich zu betrachten, worauf wir 
später eingehen werden. 



Zweites Buch. 

Mechanik: starrer Körper. 


Sechstes Kapitel. 

Kinematik starrer Körper. 

65. Verschiebung eines starren Körpers; Translation und Rotation; 

Freiheitsgrade des starren Körpers. 

Unter einem starren Körper verstehen wir, wie bereits in Nr. 
definiert worden ist, ein System materieller Punkte mit der besonden ii 
Eigenschaft, daß die Entfernung je zweier materieller Punkte dies<> 
Systems konstant ist. Bedeuten und zwei solclx' 

substantielle Punkte des starren Körpers und ihn‘ Entfernung von- 
einander, so muß stets für alle möglichen \Vert(‘ der Indizes / und // st in: 

il) + (t/i - y^f + (^i - z;f = = Const., 

wobei unter der Quadratwurzel stets ihr positiver Wert zu virstelx n 
ist. Ein starrer Körper ist also ein spezielles System materieller l^nnkte, 
und die Mechanik starrer Körper daher eigentlich ein Teil der spi‘zi» ll» n 
Mechanik von Punktsystemen. Allein dieser Teil ist so wichtig, nixl 
die Bewegung des starren Körpers zeigt so viele allgemeine Charaki* i'. 
daß es üblich geworden ist, die Mechanik starrer Körper als ein (iiii;/.' ' 
and für sich Dastehendes der Mechanik substantieller Punkte ar. ili' 
^ite zu stellen, selbstverständlich unter Benutzung aller aus jim i» 
Mheren Teile gewonnenen B<!sultate. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit den geometrischen ESgensciiatfi n 
der Bewegung starrer Körper, d. h. also, mit der Kinematik stan ' 
Körper. ' » . 

Die einzig mögliche Veränderung eineä starren Körpers — '' 

natürlich unter Erfüllung der Belationen (1) ist die Verändi viniH 
der Lage seiner Massenpunkte, oder, wie wir kur» sagen, können. <>"' 
Veränderung der „Lago des starren Körpers" zw andee" 

K&pem.< Die Lagentodemng .eines starrea etwa a«» »l i 
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liage (1) nach der Lage (2), nennt man eine „Verschiebung“ des- 
selben von (1) nach (2). 

Man kann leicht spezielle Verschiebungen angeben, die in evidenter 
Weise mit der Bedingung (1) verträglich sind, und die wegen ihrer 
Wichtigkeit durch besondere Namen ausgezeichnet worden sind; diese 
haben wir schon früher kennen gelernt und benutzt, stellen sie aber jetzt 
der Vollständigkeit halber noch einmal mit genauer Definition zu- 
sammen. Offenbar sind die Eelationen (1) dann erfüllt, wenn die Ko- 
ordinaten jedes Punktes dieselbe Veränderung erleiden, wenn also etwa 
[x.y.z) übergeht in {x-{-a, 2/-fb, 2 + c), wo die a, b, c feste Größen 
darstellen, d. li. solche, die für alle Punkte des starren Kcirpers den- 
selben Wert haben. Ist vor der Verschiebung die Lage eines beliebigen 
Punktes durch {x, y,z) charakterisiert, nach derselben durch {x\y\/), 
so muß für die betrachtete spezielle Verschiebung offenbar sein: 

[ x' — x + a , 

I 

I z' z + c , 

Jt'der Punkt des starren Körpers verschiebt sich also geradlinig um 
das Stück 

(3) / =» -f ya* + b^+ 

und diese geraden Strecken sind für alle Pmikte einander parallel, da 
ihre Hiclitungskosinusse sich wie a:b:c verhalten. 

Die liier betrachtete Verschiebung ist also dadurch charakterisiert, 
daß die geraden Linien, die jeder Punkt von der Anfangs- 
lage zur Endlage beschreibt, einander parallel und von 
gleicher Länge sind. Eine solche Verschiebung ändert also 
mit anderen Worten die Orientierung des starren Körpers im 
Baume, d. h. relativ zu einem im Raume festen Koordinaten- 
Hvstom, nicht; wdr nennen sie eine „Translation“. 

Man erkennt leicht die Richtigkeit folgender einfacher Sätze: 
erden einem starren Körper gleichzeitig oder nacheinander zw^ei 
l’i'auslationen erteilt, so ist das Resultat unabhängig von der Reihen- 
folge der Translatiohen und kann auch durch eine einzige Translation 
erreicht werden, die man die „resultierende Translation“ nennt. Wir^^ 
komit^n jede Translation ferner vollständig charakterisieren durch eine 
gerichtete Strecke, die von der Anfangslage eines Punktes des starren 
Körpers nach seiner Endlage weist, und deren Länge gleich dem Ab- 
^tand von Anfangslage bis Endlage, d. h. gleich der Vei'scliiebung des 
ninktes ist. Dann sieht man leicht, daß die resultierende Translation 
\ektorsumme der beiden primären ist. Die Translation ist' 
•Gso tdn Vektor. Wir können denselben in jedem beliebigen Punkte 
1] ^ f Körpers anbringen, da bei dieser Verschiebung alle Punkte 
tJichberechtigt sind^ oder anders auagedrtickt: der Trans 
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Vektor kann in dem starren Körper beliebig verschoben 
werden. Wir nennen ihn deshalb einen „freien Vektor'*, zum Unter- 
schiede von solchen, denen diese freie Verschiebbarkeit gar nicht oder 
nur mit Beschränkungen zukommt. 

Eine zweite mit den Bedingungen (1) verträgliche Verschiebung 
ist die folgende: Die Lagenänderung des *starren Körpers sei derart, 
daß während derselben alle Punkte einer bestimmten Ge- 
raden L ihre Lage unverändert behalten. Dann besteht die 
Bewegung aller nicht auf dieser Geraden gelegenen Punkte offenbar 
darin, daß sie Stücke von Kreisen in zu dieser Geraden senkrechten 
Ebenen beschi*eiben. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen sämtlicli 
auf der Geraden L und ihre Eadien sind respektive gleich den Abständen 
dieser Punkte von L. Dabei bleiben offenbar die relativen Entfernungen 
je zweier Punkte des starren Körpers unverändert, (1) ist also erfüllt. 
Diese mögliche Bewegung nennt man eine „Rotation um die Gerade/^“, 
diese selbst die „Rotationsachse“. 

Eine dritte mögliche Verschiebung ist die folgende: Während dei* 
Bewegung bleibt ein Punkt P des Körpers in Ruhe; dann müssen sich 
alle übrigen Punkte auf konzentrischen Kugelflächen um P bewegen, 
deren Eadien gleich den verschiedenen Abständen der Punkte von P 
smd; diese Bewegung heißt „Rotation um den Punkt P“, mid P 
selbst das „Rotationszentrum“. Eine Rotation um einen Punkt 
kann stets, wie wir später sehen werden, auf eine Rotation um eine 
durch den festen Piuikt gehende Achse zurückgeführt werden. 

Wir wollen hier noch die Frage . erörtern, wieviel Freiheit sgiade 
ein frei beweglicher starrer Körper hat. Um diese Frage zu entscheiden, 
befestigen wir in einem Punkte desselben ein rechtwinkeliges Koordinaten- 
system dessen Achsen im Körper festliegen, sich also bei <bi- 

Bewegung desselben relativ zum Fundamentalsystem mitbewegen. Wir 
nennen kurz (f,»/,C) das „bewegliche System“ und, im Gegensati^ 
dazu, das System (x, y, z) das „feste System“, da es im Raume, d. 1 j. 
relativ zum Fundamentalsystem festliegt. 0' sei der im Körper feste 
Anfangspunkt des ersteren, 0 der im Raume feste Anfangspunkt F s 
letzteren. Die Lage des starren Körpers gegen das feste System 
also bestimmt, wenn die Lage des beweglichen Systems gegen das fest* 
bestimmt ist. Dazu gehört aber die Kenntnis des Koordinatenanfang>- 
'punktes 0' und der Richtungen der f-, C-Acbsen, die durch ib'« 
9 Richtungskosinusse gegeben sind. Zwischen diesen bestehen abo 
6 Relationen, so daß diese 9 Richtungskosinusse 8 unabhängigen Dat^“i 
äquivalent sind, und da auch der Koordinatenanfangspunkt 0' dui<i‘ 
8 Koordinaten festgelegt ist, so besitzt ein vollkoinmen frei be- 
weglicher starrer Körper 6 Freiheitsgrade, während ein 
einem * Punkte festgehaltener starrer Körper nur noch 
8 Preibeitsgrade, und ein starrer Körper, .vpn;Jdem cim 
öerade^^ d. h. zwei Punkte festliegen, nur nofeh eipen 
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iieitögrad besitzt. Ist der starre Körper eben, und werden nur Be- 
^vegungen in dieser seiner Ebene zugelassen, so hat er offenbar 8 Frei- 
iieitsgrade, 2 zur Festlegung des Anfangspunktes dos beweglichen (f t^)- 
rtystems, einen zur Bestimmung der Achsen ricbtungen dieses Systems 
Jegen das feste {x j/)-System. 

' Die Bewegung eines starren Körpers ist im allgemeinen sehr kom- 
[)liziert, und wir wollen daher zunächst möglichst einfache Fälle be- 
trachten und dann allinählich zu verwickelt eren fortschreiten. Wir 
behandeln d(*shalb zunächst Bewegungen ebener starrer Körper in ihrer 
Fbene. 


66. Allgemeinste ebene Bewegung eines starren Körpers. 

Ein ^ beliebiger starnu* ebener Körper erleide eine irgendwie geartete 
Verschiebung, die wir dadurch charakterisieren können, daß wir die' 
Anfangs- und Endlagen zweier beliebiger Punkte desselben angeben; 
die Anfangslage sei durch die Eaumpunkte die Endlage durch 

[lie Kaumi)unkte B' gf‘geben (Fig. 7ö). Zunächst ist es klar, daß 


a' 



Fig. 76. 


durch die Angabe der Lage zweier beliebiger Punkte die Lage des ebenen, 
Körpers vollkommen bestimmt ist. Denn z. B. der Punkt A ist durch 
^wei Koordinaten charakterisiert, der Punkt B ebenfalls ; jedoch kommt 
davon in Abzug die Bedingiingsgleichung (1), der B lunsichtlich A 
unterworfen ist, so daß die beiden Pimkte A, B durch drei Koordinaten 
charakterisiert werden. So viele Freiheitsgrade hat aber überhaupt nur 
der ebene Starre ;Körper: er ist also in der Tat durch zwei Punkte voll- 

kommen bestiniit. . 
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Sodann wollen wir |olgendes hervorheben; Wir betrachten die Be- 
wegung des Körpers^ aus der durch {A , B) charakterisierten Lago in 
die Lage (-4', ß') nur insofern, als wir Anfangs- und Endlage 
ins Auge fassen; alle Zwischenlagen ignorieren wir. Nun 
ist es klar, daß unendlich viele Bewegungen von (A,B) m {A\ B*) 
hinführen, von denen eine die wirkliche Bewegung des Körpeis ist. 
Unser Bestreben geht darauf hinaus, von diesen vielen möglichen Be- 
wegungsformen zwischen {A,B) und {A',B'), eine besonders ein- 
fache mögliche zu finden, durch die also, in Rücksicht auf 
Anfangs- und Endlage, die wirkliche ]k‘wegung ersetzt werden 
kann. Von einer möglichen Bewegung, die mit einer gegebenen wirk- 
lichen Anfangs- und Endlagt* gemeinsam hat, wollen wir sagen, sie sei 
der wirklichen Bewegung „äquivalent“. IJabei ist wohl vei*standen 
.die wirkliche Bewegung im allgt‘meinen von der äquivalenten sehr ver- 
schieden, nur Anfangs- und Endlage fallen zusammen. 

Wir wollen nun den Hatz beweisen: Jede Verschiebung eines 
ebenen starren Körpers in seiner Ebene ist äquivalent einer 
Rotation um einen Punkt, d. h„ um es nochmals ausführlicht*)* zu 
^ sagen: der Körper kann aus einer gegeben(*n .\nfangslage in 
' jede vorgeschriebene Endlage durch eine Rotation um einen 
geeignet gewählten Punkt übergeführt werden. Um dies 
nachzuweisen, setzen wjr zunächst einmal die Kichtigkeit d(‘s Satzes 
vöraus und suchen d(‘n Drehj)unkt zu b(*siimmen. Verbinden wir zu 
diesem Zwecke A mit A\ B mit B\ so ist klar, daß der gesuchte Punkt 
von A und 4' gleiche Entfernung haben muß; ebenso von B und D'. 
Er muß also auf den Mittelsenkrechten von AA' und BB\ <1. h. in 
ihrem Schnittpunkte liegen. Die Ausführung <lieser Konstruktion nacli 
Tig. 76 liefert uns den Punkt P, den wir nun mit A, B, A\ B' ver- 
binden. Nun sind offenbar die beiden Dreiecke* PAB und PA*B' kon- 
jgruent; denn nach Konstruktion von P sind PA~PA\ PB==PB\ 

, .p|id ferner nach Voraussetzung Ä B = A' B\ Folglich sind die Winkel 

APB und A* PB' einander gleich, die wir mit a in Fig. 76 bezeichnen 
wollen# Es muß nun noch gezeigt werden, daß, wenn man die fh^rade PA 

um den Winkel ß — APA' um P dreht, so daß A auf A* zu liegen 
k^mt, dann gleichzeitig durch dieselbe Drehung PB in die Richtung 
von PB\ also B auf B' zu liegen kommt, d. h. es muß gezeigt werden, 

daß ^ BPB' SS ^APA' ^ ß ist. Das ergibt sich aber sofort aus 
Fig. 76, da jeder der beiden Winkel gleich der Summe des Winkels n 

und des Winkels BPA* ist. Und zwar ist dieser DrehungswinkeJ/? gleich 
dem W'inkel, den die beiden Strecken AB und A'B' miteinander Jbilden , 
4enn denkt man sich vom Drehpunkte P auf AB Loh* 

gefällt, -Io ist der Winkel zwischen den beiden 
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gleich ß, da ja bei der Bewegung von AB nach A’ R das Lot auf AB 
in da|jenige voh^'ß' übergeführt wird. Also ist der Drehungswinkel ß 
gleich dem Winkel, den ~AB und A'B^ miteinander bilden, wie dies in 
der Figur (76) auch angedeutet' ist. 

Die in Fig. 76 ausgeführte Konstruktion des Punktes P kann unter 
Umständen unmöglich werden, wenn nämlich die Geraden AÄ' und BB' 
einander zufällig parallel sein sollten. Dies kann erstens der Fall sein, 
wenn AB und A'B* einander parallel sind (Fig. 77). Dann rückt der 
Schnittpunkt P der Mittelsenkrechten von AA' und BB' ins Unend- 
liche, und die Botation geschieht um einen unendlich fernen Punkt, 
<1. h. sie ist eine Translation, wie auch direkt aus Fig. 77 gemäß 


B b' 




<ler Definition der Translation in der vorigen Nummer zu entnehmen 
ist. Denn in diesem Falle sind die Geraden, die Anfangs- imd Endlage 
alk‘r Punkte des Körpers verbinden, parallel und von der gleichen 
Länge ÄA', 


Zweitens kann AÄ* auch dann parallel BB' werden, wenn AB 
und A' iy einander schneiden (Fig. 78). In diesem Falle ist es 
leicht ersichtlich, daß der Schnittpunkt P' von ÄB und A'B' det 
Punkt ist, um den die äquivalente Botation als stattfindend gedacht , 

werden muß. Daß hier der Winkel A^A' B^^B ist, folgt 
mittelbar; es ist nur noch zu zeigen, daß einerseits P'ß = P'B', und v. 
anderseits P'A =» P'Ä' ist. Dieser Beweis ergibt sich aus der Ähnlich- 
keit der Dreiecke AP'A' und B'FB, unter Hinzunahme des Ümv; 
Standes, daß “Jß = 5'ß' ist. Denn e.s verhält sich Wä:WB ^ 
also auch: Iß : F3 = FA'i 
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alles erledigt ist, Auch^in diesen beideri Ausnahmefällen ist offenbar 
der Drehungswinkel gleich dem Winkel, den die beideh Strecken AB 
uni* A'B' miteinander bilden. Wenn wir also eine Translation als eine 
Botation um einen unendlich fernen Pimkt auffassen, so ist allgemein 
bewiesen, daß jede Verschiebung eines ebenen Körpers in. 
‘seiner Ebene einer Botation um einen Punkt äquivalent ist. 


Der hier abgeleitete Satz ist nun offenbar nicht beschränkt auf 
ebene starre Körper, sondern erweitert sich unmittelbar auf einen be* 
liebigen starren Körper, der sich so bewegt, daß die Bahnen aller Pmikte 
desselben einer im Baume festen Ebene parallel sind. Dann führt der 
Körper, wie man sagt, eine sogenannte ebene Bewegung“ aus. Jede 
dieser festen Baumebene parallele Körperebene bewegt sich nur in sich 

selbst, und für je<ie dieser Ebenen 
gilt daher offenbar der olüge Satz. 
Es sei nun in Fig. 79 E, 
diese Schar von untereinander paraW 
leien Ebenen des Körpers, und 
ferner seien {A , B) (A', B') Anfangs- 
und Endlage zweier Punkte in tler 
Ebene E; dazu bestimmen wir den 
Drehpunkt P. Betrachten wir nun 
auch in den Ebenen Ej, Eg . . . elxm- 
falls je vier Punkte AiBiA\Bi\ 
A2B2 A2B2 . . ., die folgender- 
maßen mit AyB, A',B' in E Zu- 
sammenhängen sollen: A^ A 2 ^ > 
sollen auf der Normalen der 
Ebene E liegen die durch A geht; ebenso sollen BiBg . . ., B1B2 • . 
A{A2 dieselbe L^age zu resp. B,A\B' haben. Dann ist auch 
War, daß die jeweiligen Drehpunkte auf dem Lote liegen, 

durch P hindurchgeht. Ist also für eine der Ebenen E der 
Drehpunkt l^timmt, so ist er für alle Ebenen E bestimmt, und zwar 
^ liegen dieselben offenbar auf einer Geraden, nämlich der durch P gehendt*n 
: Nominalen auf der Ebene E, Diese Gerade bleibt während der von uns 
.hetrachteten Bewegung im Baume unbeweglich; also ist eine Be- 
wegung des starren Körpers, bei der die Bahnen aller seiner 
funkte einer festen Ebene im Baume parallel bleiben oder, 
kurz gesagt; eine „ebene Bewegung“ einer Botation um eine 
Achse äquivalent, die senkrecht zu jener Ebene steht. 

Wir wollen nunmehr die wirkliche Bewegung eines ebenen starren 
Kör^^i», die (AB) in (Ä'B') überführt, und die also einer Botation um 
,^rien Punkt äquivalent ist, durch zwei äquivalente 
lltellen.^ Dazu verhilft uns eine Betrachtimg^'d^ 

Äusnähtnei^,, die in Kg* 77 und 78 dargeslejit sind* '^ " >, 
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Es sei (Fig. 80) durch eine Eotation um P (AB) in (A'B') über- 
geführt, und es soll nun diese Eotation durch zwei äquivalente Vei^ 
scliiebungen ersetzt werden. Zu diesem Zwecke denken wir uns AB 
durch eine Drehung um P' in die zur Endlage parallele Lage Ä"B" ge- 
bracht; das ist eine Drehung um denselben Winkel, durch den auch 
l)ei der einfachen Eotation gedreht werden muß. Dann führen wir 
J"B" in Ä'B' über, ^vas durch eine Translation geschehen kann. Also 
erhalten wir den Satz: Eine Eotation eines ebenen starren 
Körpers in seiner Ebene um einen Punkt ist äquivalent 
einer Eotation um den nämlichen Winkel um einen anderen 
Punkt und einer Translation. Wie die Konstruktion zeigt, ist 


B 



Fig. 80. 

(iabt‘i die Eeihenfolge der Eotation und der Translation gleichgültig. 
Dieser Satz läßt sich offensichtlich umkehren und liefert dann d^ 
Resultat: Eine Eotation durch einen bestimmten Winkel um 
einen bestimmten Punkt eines ebenen starren Körpers in 
seiner Ebene und eine darauf folgende oder voraufgehende 
'l^^ranslation sind äquivalent einer Eotation durch denselben 
^\inlvel um einen anderen Punkt. 

Ihn diesen Satz etwas anders formulieren zu können, wollen wir 
allgemeine Bemerkimg über äquivalente Verschiebungen ein- , 
«^‘halten. jJach Definition heißen zwei Bewegungen einander äqui- 
valent, wenn sie den starren Körper aus derselben Anfangslage (1) in 
dieselbe Endlage (2) überführen. Nehme ich eine dieser beiden äqui^ 
valenten Verschiebungen in umgekehrtem Sinne, so iührt sie den Körper|i 
^ or durch die direkte Versehiebun« von (Ijfnach (2) gebracht 
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nach (1) in seine alte Lage zurück. Also haben wir den Satz: Eine 
Verschiebung gemeinsam mit der „inversen“, ihr äquivalenten 
Verschiebung bewirkt im ganzen keine Lagenveränd(‘rung 
des starren Körpers. 

Nun kann man den obigen Satz offenbar auch folgendermaßen 
aussprechen: Eine Rotation durch einen bestimmten Winkel 
um einen bestimmten Punkt eines ebenen starren Körpers 
in seiner Ebene, eine Translation in derselben Ebene und 
eine Rotation durch den entgegengesetzten Winkel um einen 
geeignet bestimmten anderen Punkt bewirken keine Lagen- 
äöderung des starren Kcirpers. Also können wir durch andere Grup- 
pierimg der drei Einzel hewegungen dim Satz so formulieren: Zwei gleich 
große, aber entgegengeset zt gerichtete Rotationen eines 

ebenen starren Körpers um zwei 
gegebene Punkte sind äquivalent 
einer Translation des starren 
Körpers in seiner Ebene. 

Man kann sich diesen Satz unmittel- 
bar anschaulich machen (Fig. 81). Denn 
sei K ein ebener starrer Körper in der 
Anfangslage und P und P’ die l)eiden 
Punkte, um die die Rotationen statt- 
finden sollen. Dann bringt eine Drehung 
um P durch den Winkel n den Köaper 
offenbar in die Lage Kj, wobei P' an 
den Pimkt Pi gelangt; dreht man nun 
in umgekehrtem Sinne um wieder durch den Winkel«, so hat der 
Körper die Lage K 2 , und P ist nach P 2 gelangt, derartig, daß P 2 P] 
parallel PP' ist. Und man sieht, daß das für jede Gerade im Körper 
die Endlage ist parallel der Anfangslage, also hätte die ganze Ver- 
schiebung auch durch eine Translation bewirkt werden können. 

Nach dem Vorhergehenden erweitert sich dieser Satz sofort auf dii‘ 
Zjiaammensetzung zweier entgegengesetzt gerichteter gleich großer Rota- 
tionen eines beliebigen starren Körpers um zwei parallele Achsen: Zwei 
aufeinanderfolgende gleich große, aber entgegengesetzte 
Botationsbewegungen eines starren Körpers um parallele 
Achsen sind äquivalent einer Translation in einer zu den 
Achsen senkrechten Ebene. 

- Wir wollen jetzt einen Schritt weiter gehen ’und mehrere auf- 
einander folgende Verschiebungen eines starrer^ ebenen Körpers in 
seiner Ebene betrachten; jede Lage des Körpers wird wieder durch die 
Lage zweier Punkte im Raume charakterisiert wie vorher. Die Än- 
ftogslage dieser Punkte sei wieder durch A,Bi die 
ers^n Verschiebung durch nach der zweiten durch 

11 SW. bezeichnet. Es J|t wiohb^zu beaöhf^tii djiß # 4^^ 



Fig. 81. 
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Kaume feste Punkte sind, d. h. im festen System (x, j/) festliegen. 
Zu jedter dieser Verschiebungen konstruieren wir nun die äquivalente 
Hotation um einen Punkt; der ersten Verschiebung entspreche der 
Drehpunkt P\ der zweiten P", der dritten P'" usw., die wir nach der 
Methode der Pig. 76 aus den jeweiligen Anfangs- und Endlagen finden. 
Die so erhaltenen Punkte P' P" P'" . . . sind gleichfalls im Eaume 
feste Punkte, da die Punkte A,B, A\D', A'\ B" ... es sind, auf 
denen ihre Konstruktion beruht. Bie werden natürlich im allgemeinen 
nicht zusammenfallen; denn dies trifft nur zu bei der ganz speziellen 
Verschiebung, bei der ein ebener Körper in seiner Ebene um einen fest- 
gehaltenen Punkt rotiert, nicht aber bei der hier betrachteten ganz 
allgemeinen ebenen Verschiebung. Verbinden wir die Punkte^ P' P" . . . 
durch gerade Linien, so erhalten wir im allgemeinen einen g(d)rochenen 
Linienzug, ein Polygon, das im Kaume fest ist und das wir daher auch 
kurz als das „Raumpolygon“ bezeichnen wollen.') Betrachten wir 
mm einmal die aufeinanderfolgenden, der wirklichen Bewegung äqui- 
valenten Rotationen um resp. die Punkte P' F' F" . . . usw. Bei 
jeder dieser Rotationen fällt ein bestimmter Punkt des Körpers, den 
wir allgemein durch fl bezeichnen wollen, mit einem der Punkte P zu- 
sammen. Z. B. bei der ersten äquivalenten Rotation fällt ein Körper- 
punkt /7' mit P\ lx»i der zweiten ein andeier Körperpunkt FF mit P" 
zusammen usf. D(‘nken wir uns diese sämtlichen im Körper, d. h. 
im beweglichen Byshmi festliegeiiden Punkte durch gerade Linien 
vjM’bunden, so erhalten wir ein zweites Polygon, das wir kurz als das 
„Körperpolygon“ bezeichnen wollen. Dann lassen sich die äquiva- 
lenten Bewegungen des Körpers folgendermaßen beschreiben: Wenn der 
Körper in seiner Anfangslage AB ist, fällt 77' mit P' zusammen; um 
ihn in die erste Endlage A' B' zu bringen, genügt eine äquivalente 
Rotation um P' {— FF) durch einen solchen Winkel, daß nunmehr 77" 
auf P" fällt; um den Körper in die Lage A" IF' zu bringen, genügt e.s, 
ihn um F' (= 77") zu drehen, bis P'" mit H'" zusammenfällt, und so fort. 

Man kann also die der wirklichen Bewegung äquivalente Bewegung 
öes betrachteten Körpers, die ihn von AB über A'B\ A" B'\ , , in 
eine vorgeschriebeiie Endlage führt, dadurch erhalten, daß man das 
Körperpolygon {FI' Fl" TI'" . . .) um das Raumpolygou „kantet“. 

Dieser Satz erweitert sich sofort auf die ebcuie Bewegung eines be-,. 
liebigen starren Körpers, die ja auf äquivalente Rotationen um parallele 
Achsen zurückgeführt werden kann. Verbindet man die aufeinander- 
folgenden Achsen clurch Ebenen, so i'rhält man sowohl ein im Raume 


b l^r Karne „Raumpolygon“ ist im Gegensatz zu einem weiter unten einge- 
'»nrten Begriff ,^örperpo|ygon“ benutzt, nicht jedoch in dem prägnanten Sinne 
Geometrie Gemmaatz von „ebenem“ Polygon; unsere Eaumpolygone sind 
i^iüurbch eben. . 
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als auch im Körper festes Prisma, mid man kann die Bewegung da- 
durch ersetzen, daß das bewegliche Prisma auf dem festen kantet. 

In den bisherigen Auseinandersetzungen haben wir die wirkliche enil- 
liche Verschiebung eines Körpers stets auf eine äquivalente zurück- 
geführt, d. h. auf eine solche, die mit der wirklichen Bewegung im 
allgemeinen nur Anfangs- und Endlage gemeinsam hat, während die 
Zwischenlagen voneinander abweichen. Wählen wir aber die Vei- 
schiebung infinitesimal, unendlich klein, so gibt es gewisser-, 
maßen keine Zwischenlagen mehr, und die äquivalente Bewegung 
wird dann mit der wirklichen identisch. Wir können also fiii- 
unendlich kleine Vei*schiebungen in den vorhergehenden Sätzen das Wort 
„äquivalent“ durch „identisch“ ersetzen und erhalten die folgenden 
Formulierungen derselben : 

„Jede unendlich kleine Verschiebung eines ebenen starren 
Körpers in seiner Ebene ist eine Kotation um einen Punkt.“ 

„Jede unendlich kleine Verschiebung eines beliebigen 
starren Körpers ist eine Kotation um eine Achse, die senk- 
recht zu dieser Ebene steht“ usw. 

, Betrachten wir nun die Polygone P' P“ F " . . . und TI' IT' TT" .... 
die resp. im Raume und im Körper festliegen. Sie gehen für infinitesi 
male Verschiebungen in stetig verlaufende Kurven über, die „Zentroden“ 
genannt werden, von denen die eine, bewegliche, die sog. „Körpev- 
^zentrode“, auf der anderen, festen, der sog. „Raumzentrode“ „ab- 
rollt“, da das „Kanten“ jetzt ins „Rollen“ übergeht. Ebenso gehen 
iie bei Rotation eines starren Körpers um parallele Achsen konstruierten 
Prismen über in Zylinder, die aufeinander abrollen. Man hat daher die 
beiden Sätze: 

Jede beliebige Bewegung eines ebenen starren Körpers 
in seiner Ebene kann dadurch hervorgebracht werden, daß 
eine bestimmte, im Körper feste Kurve, die Körperzentrode. 
|u£ einer bestimmten im Raume festen Kurve, der Raum* 
fcontHede, abrollt, und: 

Jede beliebige ebene Bewegung eines starren Körpers 
kann dadurch erzielt werden, daß ein im Körper festci 
Zylinder auf einem itn Raume festen Zylinder abrollt. 

Obwohl es anschaulich klar sein .dürfte, was wir unter Rollen vei - 
^ stehen, wollen wir doch hier die exakte Definition des Rollens folg< ii 
lassen* Man sa^ von einer Kurve, daß sie auf einer anderen rolle, wenn 
sie in jedem Augenblick die letztere berührt, und die Kurvenbögi n 
beider, welche zwischen irgend zweien der aufeinanderfolgendj^i 1^^< ■ 
tuhflngspunkte liegen, gleich sind. Ist nur die > erste Bedingun^rfübb 
'SO wird die Bewegung als „Gleiten“ bezeichnet. Ganz ana^ ist "die 
Definftion für das Rollen der Zylinder. Man überzeugt sich in der Int 
leicht {unter Zugrondelemmfir dieser Definition^ von der Richtigkeit 
der pUgen Sätze, 
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TI) gemeinsam, um den die Eotation erfolgt, und der deshalb als da^ 
„instantane Eotationszentrum“ oder als „Momentanzentrum“ 
()(lt>r kurz als „Pol“ bezeichnet wird ; ebenso heißt die den beiden Zyhndern 
in jedem Augenblick gemeinsame Gerade, um die gerade die Eotation 
des beweglichen Zylinders stattfindet, die „instantane Eotations- 
achse“. 


67. Allgemeine Bewegung eines starren Körpers um einen festen Punkt 
(sphärische Bewegung); das Theorem von Euler. 

Ein ganz analoger Satz, wie über die Bewegung eines ebenen starren 
Körpert? in seiner Ebene, gilt, wie Leonhard Euler gefunden hat, auch 
für die Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt 0. Zum Unter- 



scldede von der ebenen Bew'egung nennt man diese Bewegung einei 
starren Körpers „sphärische“. Sind die Anfangslagen A und B zweie 
Punkte des starren Körpers, die ja zur Festlegung genügen, und ihn 
Endlagen A* und B' gegeben, so kann man dies nach Euler stets durcl 
eine Eotation um eine durch den festen Punkt 0 gehende Achse er 
zielen. D. h. also: „Die allgemeinste Verschiebung eines starrei 
Körpers um einen festen, Punkt ist äquivalent einer Eotatioi 
um eine durch den Punkt gehende Achse.“ 

Der Beweis wird ganz analog geführt wie für die ebene Bewegung 
Es seien 0^4, OB die Anfangslagen zweier Geraden des starren Körpers 
0A\ OB' ihre Endlagen (Fig. 82). Verbinden wir A mit A\ B mit B 
bestimmen die Dreiecke ÖAA* und OBB' zwei Ebenen. Wir ei 
nchten auf A£ und BW die mittelsenkrechten Ebenen WjNi re$i 
die offenbar durch 0 hindurchgehen; die eine halbiert den Whato 

AOA', die andere BO^'. Diese beiden Ebenen und NjJV» schneide 
in der Oeraden OC^die folgende Eigenschaft besitzt: Jeder Pmjl 
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der Ebene ist von A und A' gleich weit entfernt, jeder ?unkt 

der Ebene desgleichen von B und B\ Die Schnittlinie OC von 

und hat also die Eigenschaft beider Ebenen gemeinsam: 

jeder ihrer Punkte ist sowohl von A und A* gleich weit entfernt als auch 

von B und B\ Ferner sind resp. gleich die Winkel AOC und A^OC einer- 
seits und BO <7 und B'OC anderseits. Die Gerade OC steht räum- 
lich also in derselben Relation zu OAB wie zu OA'B'; d, h. 
OABC kann als starrer Körper aufgefaßt werden. Wird 
dieser aus der Position 0.4B in die Position OA'B' gebracht, 
so muß die Linie OC dabei unverändert bleiben, d. h. sie ist 
die Rotationsachse der der Verschiebung äquivalenten Ro- 
tation, womit der Satz bewiesen ist. ^ 

Wenn die Ebenen und N 2 N 2 sich nicht schneiden sollten, so 
nehmen wir für OC die Schnittlinie der Ebenen OAB und OA'B\ Das 
ist derselbe Ausnahmefall, wie bei der ebenen Bewegung eines starren 
Körpers, und kann auch auf dieselbe Weise erledigt werden. 

Betrachten wir nun eine Reihe aufeinanderfolgender Verrückungen 
des starren Körpers um den festen Punkt 0, so können wir für jede Ver- 
rückung auf die el>en auseinandergesetzte Weise die äquivalente Rotation 
konstruieren, d. h. wir erhalten der Reihe nach eine Anzahl von sich im 
Punkte 0 schneidenden Achsen OC. OC\ OC" . . ., die im Baume fest- 
liegen, da die Lagen AB, aus denen sie bestimmt sind, es 

' tun. Durch je zwei aufeinanderfolgende Achsen ist eine Ebene W- 
stimmt, und legen wir durch je ZAvei aufeinanderfolgende Achsen diese 
Ebenen hindurch, so erhalten wir eine im Raum feste Pyramide 
oder ein Vielkant mit der Spitze in 0. Gleichzeitig können wir aber 
offenbar, da während Ausführung jeder äquivalenten Rotation die 
Rotationsachsen auch im Körper festliegen, die Stelle der Achsen im 
Körpei- markieren; wir wollen diese Geraden 0 /, 0 y', 0 y" . . . nennen. 
Diese ^stimmen ebenfalls eine Pyramide mit der Spitze in 0, die iin 
^Körper fest ist, also im Raume sich bewegt. Wir nennen die l)eiden 
; JPyramiden resp. die „feste“ und die „bewegliche“. Während der ersten 
äquivalenten Rotation fallen OC xmd Oy zusammen, und um diese Aebst* 
ffifirt der Körper eine Rotation, aus, bis OC' und Oy' zusammenfallen, 
d. b. bis die Lage ^'ß' erreicht ist. Dann beginnt die Rotation um tÜ** 
gemeinsame Linie OC' (= Oy') um einen solchen Winkel, daß OC" uih} 
Oy" zusammenfallen üßw. Man kann also die sukzessiven Verschie- 
bungen der Lagen unseres starren Körpers dadurch erhalten, daß man 
die bewegliche Pyramide um die f^te Pyramide kantet — ein völliges 
Analogon zu dem Satze über die ebene Bewegung^ Jn der vorigen 
Nummer. 

Gehen* ijir — genau wie vorher — zu unendlich kleinen Verschi '- 
bi^en des starren K&rpers über, so fällt die äquivj^nte 
mit der wirklichen zusammen, und wir ^könne| jä^ent, 
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unendlich kleine Verschiebung eines starren Körpers um 
einen festen Pünkt ist eine unendlich kleine Botation um 
eine durch den Punkt gehende Achse. Diese Achse, d^ren Lage 
stetig im Baume und im Körper variiert, nennen wir die „instantane 
Botationsachse“. Bei dem Grenzübergange zu unendlich kleinen 
Verrückungen gehen die feste und die bewegliche Pyiamide über in einen 
festen und einen beweglichen Kegel, mit gemeinsamer fester 
Spitze im Drehpunkt 0, die eine Gerade gemeinsam haben, 
eben die instantane Kot at ionsachse OC. Wir können also jede Be- 
wegung eines starren Kör]iers um einen festen Punkt dadurch erhalten. 


0 

log. 83. 



0 

Fig. 84. 



«laß wir einen bestimmten, im Ktirper festen Kegel, der seine Spitze im 
festen Punkte 0 hat, auf einem ini Baume festen Kegel, dessen Spitze 
gl«'ichfalls in 0 ist, rollen lassen. Dieses ist die Voi'stellung, die man 
Poinsot verdankt. Den im Körper festen Kegel nennt man den .,Pol- 
kodiekegol“, den im Kaumi‘ festen den „Herpolhodiekegel“. Die 
Herkunft und die Bedeutimg dieser beiden Bezeichnungen kaim erst 
‘später, am Schlüsse von Nr. 08, gegeben werden. Also: ,,dede Be- 
\vogung eines starren Körpers um einen Punkt kann da- 
<itirch erzielt werden, daß der Polhodiekegel auf dem Her- 
polhodiekegel abrollt.“ 

Wir werden später an geeigneten Beispielen die Nützlichkeit dieser 
'oiBtelhmg dartun. Zwei spezielle Fälle, die bei der Kreiselbewegung 
Bolle spielen, st^ellen die Figg. 83 und 84 dar; in beiden Fällen sind 
Kegel Kraiskogeij in Fig. 88 roHt der Polhodiekegel von außen, 

^ 20 . 
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bei Pig. 84 von innen auf dem Herpolhodiekegel ab; die gemeinsame 
Gerade OG ist die instantane Kotationsachse, *die also in diesen 
beiden Fällen selbst einen Kreiskegel im Raume beschreibt. 


68. Zusammenaetiung von zwei aufeinanderfolgenden Rotationen am zwei 

Achsen. 

Betrachtet man drei aufeinailderfolgimde Positionen eines starren 
Körpers, so ist klar, daß derselbe statt durch zwei aufeinanderfolgende 
Rotationen auch direkt durch eine einzige aus der Anfangslage in die 
Endlage übergeführt werden kann, die man als die „resultierende“ 
äquivalente Rotation bezeichnen kann, und es entsteht die Aufgabe, 
die Bestimmungsstücke dieser resultierenden äquivalenten Rotation ab- 
zuleiten. Wir wollen hier die beiden Fälle behantleln, daß ein starrer 

Körper zwei aufeinanderfolgende Rota- 
tionen um resp. die Winkel a und ß 
erstens um parallele Aclisen ausfülnt 
(ebene Bewegung), und zweitins uni 
zwei sich unter einem Winkel in dem fest- 
gehaltenen Punkte des Körpers schnei- 
dende Achsen ausführt (sphärisch«' 
Bewegung). In beiden Fällen ist der 
Körper durch die Lage zweier Punkte be- 
stimmt. 

Es sei die Anfangslage des starren 
Körpers im ebenen Falle durch die btädc'ii 
Punkte A und B charakterisiert ; die beiden 
Botationsachsen sollen durch zwei im Körper (nicht im Raume) feste 
' Punkte, eben durch die Punkte ilB, gehen und senkrecht zur Papierebein* 
stehen. Um die durch A gehende Achse werde im positiven Sinne durch den 
Winkel a gedreht; dann gelangt ß mit der stets hindurchgehenden Aclis«* 
an die Stelle B' des Raumes; dann wird weiter um ß' in jiositivein 
^ Si^e durch den Winkel ß gedreht, was A an den Raumpunkt A' bringt 
(Big. 86). Die Lage der beiden Rotationsachsen im Raume ist l)‘ i 
dieser Ajiordnung der Rotationen durch die Punkte A und B' d<^ 
Baumes charakterisiert, die ihre Durchstoßpunkte durch die Zeichen- 
ebene sind. 

Ziehen wir durch die beiden Punkte A und B’ die Winkelhalbit rungs- 
linie ilC für den Winkel a und ß'D für den Winkel ß, die sich in 
schneiden mögen. Dann läßt sich zeigen, daß eine einzige Rotation uin 
eine durch 0 gehende Achse senkrecht zur Papierebeno durch den Winkel 
(a -f ß) den starren Körper gleichfalls von {A, B) nach {A\ bringt ; d 
tot also die resultierende Botation. Denn der Sölutiittpunkt 
äer WinkelWbierenden hat als einziger Punkt dif l^^pschaft, gleiche 
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Eutfernung sowohl von A und A' als auch B und B' zu besitzen, d. h. 
es bestehen die Gleichungen; 


ÖA=ÖA'-, OB’=OB. 


Feiner ist der Winkel AOA' gleich dem doppelten Winkel AOD, ' 
und dieser als Außenwinkel des Dreiecks AOB' ist gleich — also 

ist der Winkel gleich (a + ß)- Das gleiche gilt von dem Winkel 

der glc'ich dem doppelten Winkel B'OC ist; auch dieser letztere ist 
dii-i, also Winkel BOß' gleich (a + ß). Damit ist gezeigt, daß 

durch eine Kotation um 0 durch den Winkel (a + ß) der Körper aus 
seiner Anfangslage (A,B) in seine Endlage {A',B') gelangt; diese eine 
Dotation ist also die Resultierende der beiden Einzel- 
idtiitionen um .*1 und ß'. 

Aus <len oliigen Darlegungen ergibt sich folgende Konstruktion 
der Achse der resultit'ienden Drehung. In einer zu den beiden Achsen 
der Teilrotationen senkrechten Ebene (der Papierebene) verbinde man 
die beiden Durchstoßpunkte der Achsen (A,B') durch eine Gerade, 
trage au dieselbe in den Endpunkten resp. die halben Drehungswinkel 

|resii. “ und y] an: der Durchschnittspunkt der so gewonnenen Rich- 
tiuigen ist der Durchstoßpunkt der gesuchten Achse durch die Papier- 
ebene. der anliegende Außenwinkel gleich gibt den halben Winkel 

der I esultierenden Drehung. Die Größ<^ derselben ist also (a + ß), d. h. 
gl(‘ich der Summe der Einzeldrehungen. Dm die Lage des Punktes 0 
aiialylisch zu bestimmen, liefert der gewöhnliche Sinussatz auf das 
Dreieck AB'O angewendet; 


Es ist wichtig, .sich klar zu machen, \ / 

daß bei diesem Prozesse die Reihen- \ / 

folge der Rotationen a und ß wesent- \ / 

lieh ist; die umgekehrte Reihenfolge / 

liefert ein ganz anderes Resultat. V/ 

Denn drehen wir (Pig. 86) den Körper aus \/, 

S'iner Anfangslage AB zuerst durch eine 

Uotation um ß in positivem Sinne durch , 

'l'ii Winkel ß, so gelangt A nach A"', ' 

dreht man j^tzt um A" durch den Winkel a, so gelangt B nach B . 
'»if Endlage A':B" ist also in diesem Palle eine ganz andere 
"ie vorher. Dies liegt daran, daß jetzt die Rotationsachsen 
“w ganz ande|e Lage im Raume haben; denn die VerbindungS' 
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linie der Durchstoßpunkte derselben ist jetzt BÄ'\ während es vorher 
AB* war. Dementsprechend hat zwar die resultierende Dotation noch 
die Größe (a+/?), aber die Achse derselben hat eine andere Lage; d. h. 
^ber: die resultierende Dotation ist eine andere, wenn die 
Deihenfolge der Teilrotationen umgekehrt wird. 

Man kann den obigen Satz auch anders formulieren, indem man den 
um zwei parallele Achsen gedrehten starren Körper durch die inverse re- 
sultierende Dotation wieder auf {A.B) zurückbringt. Nun ist aber klar, daß 
. eine Drehung durch den Winkel Srr die Lage des Körpers nicht ändert; 
also sind zwei Drehungen um dieselbe Achse, einmal um den Winkel d, 
dann durch den Winkel {2n—ö) zueinander inverse äquivalente 
Dotationen, oder die Dotation —d um eine Achse ist äquivalent 
der Dotation +[27r— d] um dieselbe Achse. Statt also in unserem 
Falle durch die Dotation um die durch 0 gehende Achse durch den Winkel 
— (a+ß) den starren Körper aus der Endlage wieder nach (A,B) zurück- 
zubringen, kann man dies auch durch die äquivalente Dotation durch den 
Winkel [2^— (a+/S)] erreichen. Nun ist aW in der Konstruktion nach 

Kg. 85 in dem Dreieck OB' der Winkel an der Spitze 0 gleich ‘ 

also gleich der Hälfte der inversen äquivalent(*n Drehung. Mithin kann 
man folgenden Satz aussprechen: „Drei aufeinanderfolgende Dota-* 
tianen um drei parallele Achsen durch die doppelten Kanten- 
winkel des von ihnen gebildeten Prismas bringen den Körpi r 
wieder in seine ursprüngliche Lage zurück.“ Denn diese Kanten- 

Winkel sind in unserem Falle resp. -f » also resp. gleich 

den halben Winkeln der btdden Teildrehungen und der inversen resul- 
tierenden Drehung. 

Betrachten wir nun den zweiten (sphärischen) Fall, daß ein starn i 
Körper, von dem ein Punkt 0 festgehalten wird, zwei Dotationen uui 
durch diesen Punkt gehende Achsen ausführt. Nach dem Theorem vou 
Buler kann die allgemeine Bewegung dieses Körper» auf eine Dotation 
um eine durch 0 gehende Achse zurückgeführt werden; also kann au(*l 
hier dag Desultat der zwei Drehungen durch eine Drehung um ciic 
ebenfidlä durch den festen Punkt 0 gehende Achse hervorgebraeijt 
werden. Es gilt darüber der dem obigen ganz analoge Satz von Hamil- 
ton: „Drei aufeinanderfolgende Dotationen um drei in eim '*> 
Punkte sich schneidende Achsen durch die doppelten Wink« i 
der von ihnen gebildeten Ebenen bringen de^ starren Körper 
wieder in seine Anfangslage zurück.“ 

Der Beweis ist ganz ähnlich wie in' dem ebenen Falle und kann dejn 
Leser überlassen bleiben. Wir wollen nur die geometpsche^ Konstruktion 
der Achsenrichtung der resultierenden Drehung und ^es iesultieromk n 
I^Drehungswinkels besprechen. Wir sehlagen um 
f Ämkt 0 die Einheitskugel, und markierm juf |fe^^ 
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punkte A und B der Achsen der beiden Teildrehungen durch resp, die 
Winkel a und ß. Die Punkte A und B verbinden wir durch einen größten 

Kreis und tragen in A und B die halben Drehungswinkel — und ^ ^ 

(Fig. 87). Der Schnittpunkt der so erhaltenen größten Kreise sei C; 
verbinden wir diesen mit dem festen Punkte 0, so ist OC die Achse der 

resultierenden Drehung; der anliegende Außenwinkel an der Spitze 

des sphärischen Dreiecks ACB ist gleich dem halben Drehungswinkel 
d(‘r resultierenden Kotation. Man 
sieht, daß diese Konstruktion 
ganz dieselbe ist, wie im ebenen 
* Falle, nur daß sie hierauf der 
Kugel aus ge führt wird; denn das 
Dreieck^ CD ist hier sphärisch. Durch 
dieselben Überlegungen wie vorhin er- 
kennt man auch hier, daß die Reihen- 
folge der (endlichen) Teilrota- 
tioiien nicht vertauscht werden 
darf. 

Wir wollen hier noch die Größe 
(les r(^sul tierenden Drehungs winkeis y 
Ix^stimmen, vrenn die Winkel a und ß 
d(‘r Teildrehungen gegeben sind. Diese 
l>('ziehxmg liefert der Kosinussatz der 
sphärischen Trigonometrie für die Winkel; danach ist nämlich aus dem 
spluirischen Dreieck ABC: 

(5) cos Ä cos • cos 4- — sin • sin • cos AO ^ ; 

m ä fi £ A 

<h(*uso liefert der Sinussatz der sphärischen Trigonometrie zur ana- 
lytischen Bestimmung des Durchstoßpunktes C der Achse OC der resul- 
licreuden Drehung: 

sin AOC ^ sin BOC ^ sinAOA 
• ß * • “ ■ f 

sin sm -r *•“ « 

2 2 2 

Diese etwas komplizierteu Verhältnisse vereinfachen sich in außer- 
oidentlicher Weise, wenn die beiden zusammengesetzten Botationen 
l"' * ebenen, sei es im sphärischen Falle) unendlich klein sind, 
lau erkennt leicht aus den Konstruktionen der Fig. 86 und 87, daß 
**!* ebenen Falle das Zentrum 0 der resultierenden Rotation in die V»-'j 
Jtndungslinie der Zentren A und B' der beiden primären Rotationen' 
•I t , und daß ini sphärischen Falle die Achse OC der resultierenden 
le mng in d« Ebene der beiden Rotationsachsen' OA und OJB der 

l’«n»aren Rotatio|ien l%gt, 
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Nehmen wir zunächst den ebenen Fall, so ergibt sich unter Be- 
achtung obiger Sätze aus Fig. 85 folgende Lage der drei Punkte B' 
zueinander (Fig. 88), wobei die Lage von 0 sich nach Gleichung (4), in 

der wegen der Kleinheit der Winkel — und ~ die Sinus mit dem Argu- 
ment vertauscht werden können, berechnet: 

^ ÖF TF 

4 d. h. der Punkt 0 teilt die Strecke A B' im umgekehrten Verhältnis der 
Botationswinkel: er liegt demjenigen Punkte näher, um den die größere 
Botation erfolgt. Oder anders ausgedrückt: Denkt man sich den Punkten 
A und B' resp. die Massen a und jS mitgeteilt, so ist der Punkt 0 ihr . 
gemeinsamer Schwerpunkt mit der Masse (a + j5). 




Ganz analog liegt die Sache im sphärischen Falle. Die Lage der 
drei Achsen OA, OB, OC wird dann durch die ebene Zeichnung der 
Fig. 89 dargestellt. Zunächst ergibt sich für die Größe des resuitierendt u 

jDrehungS'mnkfls y nach Gleichung (5), in der cosx durch 1 — - 5 - ei- 
aetet werden darf: 

(8) y* = a^-\- ß*+ 2a ß cos AOB , 

und fär die Lage des Punktes C auf der Einheitskugel nach Gleichuu:: (•>): 

,fu Bin AOC • Bin ^0() Bin Aoi 

' ^ ß «11 + ^ 

Der Wmkel {AO^ zwischen den Aclsen der primären Botationeu 
wird durch die Achse OC der resultierenden Botation so geteilt, daß 
die Sinusse der Teilwinkel sich umgekehrt , verhalten wie die prima ' D 
Botation^ni^kel ; 

Glei(&itig lehrt die Gleichung ( 8 ) folgendes: Der Winkel y 
' resultmrenden Botetion ist ans a und ß zusammenge^tzt 
Begdldes Parallelhgramins der Kräfte, d. h. a, ß, p oder 
“'■heliebige unendlich -kleine Drehung^ 
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behandelt werden. Trägt man auf der Achse OA von 0 aus den 
Drehungswinköta, auf OB den entsprechenden Winkel ß auf, so liefert 
die Parallelogrammkonstruktion den Winkel y nicht nur 
der Größe nach, sondern auch die Achse, um die die resul- 
tierende Botation erfolgt (Pig. 90). Statt der un- 
endlich kleinen Winkel a, ß, y, die in einem Zeit- 
element dt durchstrichen werden, können wir auch die 
entsprechenden Winkelgeschwindigkeiten m einführen, 
da ja offenbar ist: 

a = ft>i df ; ß = 0)2 dt; y codi, 

Bann folgt aus (8): 


(10) 


U)2 = 0)1« + 0)2* + 2 COS {AO B) ; 



also können auch die Rotationsgeschwindigkeiten, 
wenn sie längs der Achst^ aufgetragen werden, um 
die die betr. Rotation stattfindet, als Vektoren behandelt 
werden. Wir nennen einen Vektor, der längs der Rotations- 
achse aufgetragen ist, und dessen Betrag gleich der Winkel- 
geschwindigkeit um diese Achse ist, den „Drehungsvektor“, den 
wir allgemein durch tt (Betrag co) bezeichnen werden. Nennen wir Ui und 
Ua die beiden Drehungsvektoren , deren Beträge wir oben durch o)i und 
a >2 bezeichnet haben, so läßt sich Gleichung (10) in Vektorscbreibweise 
so formulieren : 


(H) 


tt==ttl + U2, 


Die positive Richtung des Drehimgsvektors ist dadurch festgelegt, daß 
ein derselben entgegenschauender Beobachter die Rotation um die Achse 
entgegen dem Uhrzeigersinne wahrninimt. 

Es muß besonders betont werden, daß der Drehungsvektor It 
zwar an jedem beliebigen Punkte der Rotationsachse an- 
gebracht werden kann, d. h. daß er sich im starren Körper 
hi-ngs seiner eigenen Richtung beliebig verschieben läßt, 
aber er darf keineswegs an einem Punkte außerhalb der 
Rotationsachse angebracht werden. Dies folgt daraus, daß Rota- 
iioneu um parallele Achsen völlig andere Bewegungen des Körpers 
^lai stellen. Während also der Vektor der Translation an jedem be- 
lic'bigen Körperpunkte angebracht werden darf, darf der Rotations-^ 
Vektor nur in den Punkten der Rotationsachse selbst angebracht werden; 

nennt daher den Rotationsvektor, da er sich nur in seinbr eigenen 
Richtung verschieben läßt, im Gegensatz zu dem „freien“ TranslaUona«* 
Rektor einen „linienflüchtigen“ Vektor. 

Der Endpunkt des , Drehungsvektors, der nach der obigen^ Vot- 
^chrift konstruiert istt, Mßt der ,J)rehpol“. Während der 

nach den fr^e^^n Auseinandersetzungen die RotatfonsaoWie ä 
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allgemeinen weder im ^ Eauml^och hn Körper fest, sondern beschreibt 
in beiden einen Kegelmantel. Der Drehpol bescWibt« dabei je eine 
auf den Kegeln liegende Kurve, eine im Baume feste, eine im Körper 
feste. Die letztere heißt „Polhodiokurve“, d. h. „Weg des Drehpoles“, 
die erstere „Herpolhodiekuive“, d. h. „Weg, auf dem der Drehpol ent- 
lang kriecht“. Beide Ausdrücke sind nach unseren früheren Darlegungen 
leicht verständlich; zugleich erkennt man den Grimd, weshalb die die 
beiden Kurven enthaltenden Kegel als Polhodiekegel und Herpolhodie- 
kegel bezeichnet werden. 

69. Allgemeinste Verschiebung eines starren Körpers; Theorem von Chasles. 

Nach der Erledigung der Spezialfälle der Translation, der ebenen 
C&d sphärischen Dotation eines starren Köri)ei‘s gehen wir jetzt zur 
allgemeinsten Verschiebung eines starren Körpers über. Dei'selbe hat 
ß Freiheitsgrade ; er ist also festgelegt durch die Angabe von dreien seiner 
Punkte, deren Anfangslage wir deren Endlage nach einer 

endlichen Verschiebung wir A\ C nemien wollen. 



Fig. 91. 


Dann läßt sich zunächst zeigen, daß durch eine geeignete 
Translation und darauffolgende Rotation um eine bestimmte 
Achse der Körper aus der Anfangslage (^BC) in die beliebig 
vlorgeschriebene Endlage {A'B'C) gebracht werden kann. Denn 
man kann zunächst den starren Körper durch eine Translation so vei- 
achi^n, daß A auf A* fällt (Fig, 91); dann fällt B auf C auf C". 
Denken wir nun durch A' senkrecht auf der Ebene von A'B' und A'B ' 
eine Gerade gezogen, so kann durch eine Rotation um diese durch dt n 

Winkel (B^'A'B') erreicht werden, daß B'' auf B' fällt, während C' 
etwa nach C'" gelangen möge. Dreht man jetzt den Körper xm A'B' 
Achse durch den Winkel zwischen den Ebenen A'WC md A'B'G' , 
so muß C'" auf fallen, womit der starre Körper in seiner vorgesckn^o<^'*i 
Ändlage angelangt ist. Die beiden Rotaticmoi^r.di®^ 
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, waren, geschehen um im Pimkte A* sich sclmeidende Achsen, können also 
nach dem in» -der vorhergehenden Ndmmer ausgesprochenen Theorem 
Von Hamilton zu einer einzigen um eine gleichfalls durch A' gehende 
Achse erfolgenden Eotation zusammengesetzt werden. Damit ist in 
der Tat bewiesen, daß ein starrer Körper aus seiner ge- 
ge^benen Anfangslage in eine * beliebige Endlage durch die 
Kombination einer Translation und einer Rotation über- 
geführt werden kann. 

Es läßt sich aber noch weiter zeigen, daß die Translation und 
die Rotation so gewählt werden können, daß die Trans- 
lation in der RJchtung der Rotationsachse geschieht; eine 



solche Kombination von Translation und Rotation nennt man eine 
„Schraubenbewegung'* oder eine „Bewegungsschraube". In 
dieser Ausdrucksweise sagt der jetzt zu beweisende Satz: Die all- 
gemeinste Verschiebung eines starren Körpers ist äquivalent 
einer Schraubenbewegung; dieses Theorem verdankt man Chas- 
les, und es ist nach ihm auch benannt. Der Beweis gestaltet sich fol- 
gendermaßen: Es ist oben bereits gezeigt worden, daß eine Translation 
und eine Rotation äquivalent der allgemeinsten Bewegung eines starren 
Körpers sind. Wir betrachten einen Punkt eines starren Körpers, dessen 
Anfangslage A sei; durch die Translation werde er nach A* gebracht; 
durch A* geht dann, wie im Vorhergehenden auseinandergesetzt, die 
Achse der Rotation, die notwendig ist, um den Körper in die ‘ vor* 
geschriebene Endlage zu bringen (Fig. 92). Wir ziehen nun durch A 
eine Parallele zur Rotationsachse und fällen von A' das Lot auf die 
^^stere, das sie im Punkte K treffen möge. , Nun ist es selbstv^tänd,*, 
uch möglich, die Translation des Körpers, durch die A nach A* gelmagt. 
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rJl^?.JJ^::■■- jj jr.-:;:j^rs.'V".v^ja&;3 . ua.- ■ .. i ii|*n .--.■.A--r~r— 

in zwei Schritten zu vollziehfen, nämlich durch eine erste Translation 
nach K, und durch eine zweite/senkrecht dazu erfolgende, K nach A' 




zu schaffen. Diese letzter^ aber kann^ zosamm^ mit d^r Botation, 
die ja mn eine durch A' gehende Aehee erlolgl^^ eine Botati^ 
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um eine parallele Achse ^^setzt werden. ;Denn nach einem in Nr. 66 
bewiesenen Sörtze ist eine Eotation um eine Achse zusammen nSt einer 
Translation in einer zur Achse senkrechten Ebene äquivalent einer 
ßotation um eine parallele Achse. Damit ist der Chaslessche Satz 
bewiesen. 

Gehen wir nun zu einer unendüch kleinen Verschiebung über, so 
können wir statt „äquivalent“ wieder „gleich“ sagen, und wir erhalten 
den Satz: 

„Die allgemeinste unendlich kleine Verschiebung eines 
starren Körpers ist eine unendlich kleine Schraubenbewe- 
gung.“ 

Betrachten wir jetzt eine Eeihe aufeinanderfolgender unendlich 
kleiner Verrückungen eines freien starren Körpers, so können wir in jedem 
Moment im Baume und im I^örper eine Sichtung angeben, um die die 
momentane» Botation und parallel der die momentane Translation statt- 
findet. Dieses Verfahren ist ganz analog dem früheren, wemn ein Punkt 
des stamm Körpers fest war, nur daß die Schar der hier erhaltenen 
Geraden natürlich nicht mehr durch einen Punkt geht; sie sind viel- 
mehr sowohl iin Baume als im Körper windschief zueinander. Man 
eihält daher als Gesamtheit der aufeinanderfolgenden Achsen keine 
Kegelflächen mehr, sondern allgemeinere, die aber ebenfalls durch ge- 
rade Linien gebildet werden und die „Segelflächen“ heißen. Die 
feste und die bewegliche Begelfläche berühren sich in jedem Augenblicke 
längs einer Geraden, die gleichzeitig Eotationsachse und Dichtung des 
Translations Vektors ist: die Flächen rollen also nicht nur auf- 
einander, sondern sie gleiten auch längs der Berührungs- 
geraden aneinander. Diese kombinierte Bewegung nennt man: 
„aufeinander schroten“. Wir haben also den Satz, der eine Ver- 
allgemeinerung der Poinsot. sehen Darstellung für die sphärische R'- 
wegung ist, „daß die allgemeinste Bewegung eines starren Kör- 
pers dadurch hervorgebracht werden kann, daß eine im 
Körper feste Segelfläche auf einer im Saume festen Regel* 
fläche schrotet,“ In Fig, 93 sind zwei solcher Segelflächen in ihrer 
gegenseitigen Lage gezeichnet; sie entsprechen den Figg. 83 und 84 für 
die. sphärische Bewegung, 


70. Analytiiohe DanMlung der ebenen Bewegung eines starren Körffbrs. 

Wir wollen nun die geometrischen Betrachtungen der V^rher-^ 
g*‘heiHlen Nummern durch die notwendigen analytischen Ergänzunge|i'| 
Vervollständigen, und zwar betrachten wir zunächst der Einfa(ä^eit 
halber die ebene Bewegung eines starren Körpers. Bei ^dieser bewÄt 
Sch^ ptttitUeler Körperebenen sich in sich selbst; wir ha^bn 
^^«r notwbndi|, einb dieser Ebenen zu betrachten, von der wir 
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- V- , ^ 

wollen, daß sie mit der im Baum festen a; «/-Ebene Zusammenfalle.^ 
Im Körper befestigen wir, gleichfalls in dieser Ebene, ein Koordinaten- 
.fSystem (f , rj), das sich mit dem Körper bewegt. Dann ist die Lage des 
starren Körpers im Baume offenbar völlig bestimmt, wenn die Lage 
des beweglichen (f ,«/)- Systems gegen das feste (x, «/)- System bekannt 
ist (Fig. 94). Dazu gehören drei Daten, nämlich die zwei Koordinaten 
(^ 0 » ^o) Anfangspimktes 0' des beweglichen Systems im festen Sj^stem, 
und die Bichtmig der Achse, also z. B. der Winkel q\ den die posi- 



j^^tive f-Bichtung mit der positiven x-Bichtung bildet. Denn vermittels 
^ dieser drei Stücke lassen sich x und y durch f und rj ausd rücken, und 
zwar durch die bekannten Transfonnationsformehr. 

I x-^Xo + lcos^-T/sin^j, 

\ y^yo+^i^’in(p + rjco&(p. 


Dabei sind (|,«/) resp. (x, y) die Koordinaten eines beliebigen Punktes P 
des starren Körpers im beweglichen fesp. festen Koordinatensystem. 

Wir wollen nun dem Körper eine unendlich kleine Verrückung er- 
teilen, deren Komponenten im festen System wir durch dx, dy be- 
zeichnen wollen; im beweglichen System bleiben natürlich f und tj fest, 
da ja das bewegliche System sich mit dem Körper verschiebt : können 
sich nur Xq, tp ändern. Wir erhalten also aus (12): 



dx=ix^— $ »in (pd(p—ti cos (p dtp — {y—yo) i <p > 

Sy== dyo+S(^<p 


es ergibt sich aus (13), daß man die Verschiebung dx, Ai/ aus zweien 
zusammensetzen kann, nämlich: 


(1^ 


I dxi^dxg; dyi = 6y^i' 

\ dxt==-{y-y^)d^; i y, = + (*-«,) Ä , 


so daß in der Tat dxi + dx^==dt; ist*;, Dell JCfcsjrak^^^ 

diie^ ))eiden Teilverschiebangen werden wir je " “ ‘ “ 



317 


' ■# 

Kinematik starrer Körper, 

' Zunächst: Die .Verschiebung ^2/i = <5j/o stellt eine für 

den ganzen Körper gemeinschaftliche Veränderung der Koordinaten 
dar; alle Punkte verschieben sich um parallele gleich große Strecken 
von der Länge Diese erste Verschiebung ist also eine 

reine Translation des betrachteten Körpers. Der Charakter der 
zweiten Verschiebung ergibt sich folgendermaßen: Die Koordinaten des 
betrachteten Punktes vor der Verschiebung sind x, nach der Ver- 
schiebung x-{-dx 2 , y + Wir wollen ihre Abstände von dem Ko- 
ordinatenanfaiigs punkte 0' mit den Koordinaten (.r-p, y^j feststellen. 
Wir haben die folgenden Werte für die Quadrate diesi^r Ahständ<^: 

(a;~a^)* + (j/-2/o)S 
und 

(x-xo+dx^y^ + (y-yo+öii,)- . 

Der letztere Ausdruck ergibt ausgerechnet: 

(a--a:o)* + {y-yoV + 2{x-Xo}öx^ - •2{y-y^)byz , 

wenn die Quadrate i j/ 2 ^, als von höhertu* Ordnung unendlich klein, 
vernachlässigt werden. Setzt man aus (14) für 6 x 2 und 6 y 2 die Werte 
in die letzte Gleichung ein, so erhält man fin das Quadrat des Abstandes 
nach der Verschiebung: 

{x-XqY -f iy-iJof - 'Mx-Xo) (y-!lo)b<i -r '^{x-x^) {y-yo)bq} 

= (x-Xo)^ + (y-yo^ f 

d. h. die Entfernung vom Kuordinatenanfangspimkte 0' ändert sich 
durch die betrachtete VeiTÜckung (bis auf Größen höherer Ordnung) 
nicht: der Punkt hat sich also auf einem Kreise um 0' bewegt. Die 
hier betrachtete Verrückung ist also eine unendlich kleine Dotation 
durch den Winkel d<p, und zwar um den Punkt {Xq, y^ als Dotations- 
Zentrum, oder, wenn wir den gesamten Körper, nicht nur die x ^-Ebene, 
betrachten, so ist die Verschiebung eine unendlich kleine Dotation .um 
eine durch (x^, y^) gehende, parallel der -s^-Dichtung weisende Achse 
diuch den Winkel d(p. 

Wir erhalten also das Kesultat: Eine beliebige, unendlich 
kleine ebene Verschiebung eines starren Körpers kann aus 
einer unendlich kleinen Translation und einer unendlich 
kleinen Rotation um eine senkrecht zu der Ebene stehende 
Achse zusammengesetzt werden. 

Es ist zu beachten, daß der Punkt 0\ in dem wir das (^, ly)- System 
v<‘rankert haben, ein ganz beliebiger ist; d yp kömien wir, da sie 
dem ganzen Körper gemeinsam sind, auch als die Translationskompo- 
lienten des Punkte? 0 ' bezeichnen; um 0 * erfolgt auch die ebene Rotation. 
! daher 0' den Bezugspunkt, — dessen Wahl, wie betont^ will- 

'^urlich^j ist ~ und kann dan obrnnn Satz auch so aussnrechen: Rina 
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beliebige ebene unendlich kleine Verschiebjjing eines starren* 
Kötpers kann dadurch hervorgebracht wCrden, daß ein be- 
liebig vorgegebener Punkt eine unendlich kleine Trans- 
lation erfährt, und dann um denselben ,als Zentrum eine 
unendlich kleine ebene Eotation stattfindet. 

Die nächste Frage ist nun die, wie die Translation und die Eotation 
von der Wahl der Bezugspimktes abhängen. Wählen wir als Bezugspunkt 
einen Punkt 0'* mit den Koordinaten (Zq, Yq), fixieren in ihm also das 
(^» ^?)-System, so daß der Winkel zwischen der neuen f-x\chse imd der 
a:- Achse jetzt ip ist; dann haben wir in den Gleichungen (12) statt (xQ^y^ 
die Koordinaten (Zq, Yq), statt q? den Winkel yf einzusetzen mid vr- 
halten also: 


(15) 


{ X — Zq -f f cos ^ — /y sin , 
Yq + f sin -h 7] cos y ) ; 


und wenn wir unserem Piuikte P {x, y) die nämliche Verschiebung öXy 
wie vorhin erteilen, folgt ebenso wie in Gleichung (13): 

,jgx I dXo-(i/-yo)(5,v'; 

i ö y—d Y, 4 - (x— A'o) d y > . 

Es müssen also die Relationen bestehen: 



^ Xo - (tj-Yo) ö f = ö Xo - iy-y^) d <p ; 
d ro+ (x-Xo) df = d yo + (x-Xo) 6<p . 


" Diese Gleichungen gelten für alle Werte von x und y; sie können also 
nur bestehen, wemi die Koeffizienten jeder Potenz von x und y einzeln 
gleich Null werden. Also folgt aus (17): 


(18) I dY^ — Xgdy>~dyo—Xod<p; 

I dtp — btp; 


und gemäß der letzten dieser Gleichungen lassen sich die beiden ersten 
schreiben: 


I dXo+ (j/o- Yo) dy; 


‘ D. h. die Translationskoiuponenten dZ0, d Yq sind verschieden von den 
idten dsg, öy^, aber der Botationswinkel btp ist derselbe geblieben. Also: 
Bei Veränderung des Bezugspunktes verändert , sich, die 
Translation, der Botationswinkel aber bleibt erhalten. 

Dieses Besultat legt die Frage nahe, ob nicht durch geeignete Wahl 
des Bezugspunktes die Translation ganz zum Vet8chwi|iden gebracht 
jrerdeh’ könne. Aus den geometrischen Betrachtungoa der Nr.’ 66 wissen 
wjr, djSß dies in der tat der^all sein muß, da., eine, hl li«h%,e, «bene 
fi|lregting einer Botation. 'Äquivalent ist, l^mait^'w^en «n 
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bestimmenden Bezugspunkt, der dieses leistet, x, y, so muß 

sein. Aus Gleichung '(19) ergibt sich, indem man Zq, Yq, öXq, öY^ 

durch y, 0, 0 ersetzt: 

0 = + (»0 -^^ 9 ’» 


woraus sich für den ausgezeichn(?ten Bezugspunkt (i,y), der also 
offenbar mit dem Momentanzentrum identisch ist, ergibt: 



I j”9.+.4?- 


Biese Gleichungen drücken die Koordinaten des Momentanzentrunis 
der ebenen Bewegung aus durch die Koordinaten {Xq, des beliebigen 
Anfangspunktes des (f , ?;)-Systems, die Verschiebung öXq, dy^ desselben 
und den unendlich kleinen Eotationswinkel d(p. Betont sei besonders, 
daß (20) die Koordinaten des Momentanzentrums im Baume angibt, 
nicht im Körper. Den Ort des Momentanzentrums im Körper werden 
wir später bestimmen, wenn wir den Gleichungen (20) eine geeignetere 
Form gegeben haben. Jedenfalls haben wir jetzt auch analytisch den 
Satz bewiesen, daß jede unendlich kleine ebene Bewegung des 
starren Körpers eino unendlich kleine Kotation um eine 
Achse ist. 


Und wenn dieser Satz mit dem anderen in dieser Nummer be- 
wiesenen kombiniert wird, daß jede unendlich kleine ebene Bewegung 
durch eine geeignete Translation und eine Rotation hervorgebracht 
werden kann, so folgt auch der Satz, „daß zwei gleich große ent- 
gegengesetzt gerichtete unendlich kleine Rotationen um 
parallele Achsen eine unendlich kleine Translation in der 
zu den Achsen senkrechten Ebene sind“, alles Aussagen» die wir 
Hclion aus der Nr. 66 kennen, und die hier analytisch bewiesen sind. 

Wir wollen uns nun die Verschiebung d x, dy eines beliebigen 
Fimktes P des starren Körpers in der Zeit d t vor sich gehend denken. 
Die Gleichungen (13) sowie alle folgenden bleiben natürhch auch nach 
Division mit d t richtig; gehen wir nun zur Grenze d <=0 über, so gehen 


d X $y 

ÖT* IT' 


^»0 

öi 


, 4?- resp. über in 


’ it 


dx 

it 


dt' dt ’ ’dT’ 


dtp 

T% 


^ir haben also folgende Gleichungen, diej(13) entsprechen: 


dx 




dtp 


Meehanik starrer Körper. 


S20 




4f” Gesohwindigkeitskomponenten emes beliebigen Punktes 

des starren Körpers; “ diejenigen des willkürlich vorgesohriebenen 
Bezugspunktes; ~- = o> ist die Winkelgeschwindigkeit der um den 

Bezugspunkt erfolgenden ebenen Eotation. Die Gleichungen (21), die 
von Euler herrühren, gestatten also, die Geschwindigkeit eines be- 
liebigen Körperpunktes auszudrücken durch die Geschwindigkeit eines 
willkürlich gegebenen und die — von der Wahl des Bezugspunktes un- 
abhängige — Winkelgeschwindigkeit. 

Insbesondere ergibt sich für die Koordinaten (i,y) des Momentaii- 
zentrums aus (20): 


( 22 ) 



1 

1 

dy« 

dt 


(1) 

dt 

dxQ 

1 

1 

dx^ 

dt 

jdig>\ -^0 + 

(Ü 

dt 


Das Momentanzentrum ist also bestimmt durch die Koordinaten ^/q) 
eines willkürlich vorgeschriebenen Bezugspunktes, die Geschwindigkeit 


(^“1 desselben und die Winkelgeschwindigkeit co. 

Im allgemeinen sind natürlich Xq, y^, , w Funktionen dii 

Zeit, da der Körper sich in einer beliebigen ebenen Bewegung befindet ; 
also stellen die Gleichungen 


(23) 


I 4 


die Parameterdarstellung derjenigen ebenen Kurve dar, die 
das Momentanzentrum im Laufe der Zeit im Raume be- 
schreibt; (22) ist mit anderen Worten die^ Gleichung dti 
' Baumzentrode. 

Um nun die Gleichung der Körperzentrode zu erhalten, haben vn 
v^nur mittels der allgemeinen Transformationsformeln (12) auf das 
ordinatensystem (f,i;) überzugehen; nennen wir die x^y entsprechendt n 
Werte i,fl, so folgt aus (12) und (22): 

I COS9? — ^ sin aas — , 

(0 dt 

I sin (p + i]cosf , 


foi^ch ergibt sieb för | and 
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die beide zusammen die Gleichung der Körperzentrode^4*^r; 
stellen. Aus der geometrischen Darstellung wissen wir bereits, daß die 
letztere auf der Eaumzentrode abrollt. 

Wir wollen dies an einem ganz einfachen Beispiele illustrieren. 
Ein Stab von der Länge l sei gezwungen, mit je einem Ende auf der 
X- resp. t/- Achse zu gleiten; es wird nach der Lage und der Art der 
beiden Zentroden gefragt (Fig. 95). Wir nehmen den Punkt 0', in dem 
das eine Stabende die rc-Achse berührt, als Anfangspunkt für ein mit 
dem Stabe verbundenes (f , ^)-SysteDi, und zwar werde die Achse 
längs des Stabes gereclinet, positiv von 0' nach A gerichtet. Senkrecht 


y 



dazu in & ist die f-Achse gezogen. Der Winkel ,(f, ac) sei wieder ep. 
Auch der Winkel (ÖAO') ist gleich (p; nennen wir noch 00' = so kt 
also: 


cos q? « y yi* - 0 ^* ; sin 9 * x i 
mithin ist die Winkelgeschwindigkeit 

d<p 


ro’ 


dXf, 

dt 


dt 


2/o, die ^-Koordinate des Bezugspunktes, ist gleich Null; also lietem 
die Gleichungen (22) für das Momentanzentrum: ^ 

(25) l 
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Daß |Iomentanzentruäi ist also der Schnittpunkt P de^ durch 0' gehenden 
Vertikalen und der durch A gehenden Horizontalen. Durch Elimination 
von Xq folgt als Bahngleichung der Eaumzentrode aus (25): 

•{26) + 

das ist also ein Kreis mit dem Eadius l um den Koordinatenanfangs- 
punkt 0 des festen Systems; er ist in Figur (95) ausgezogen. 

Anderseits folgt die Gleichung der Körperzentrode aus (24), in 
dem die oben angegebenen Werte von cos (p, üu (p, io, eingesetzt 
werden. So ergibt sich: 

I 

(27) 


P-X,* 


Eliminiert man daraus den Parameter so erhält man als Gleichung 
der Körperzentrode: 

oder in bequemerer Schreibweise: 

m 4)’ -(l)’’ 

woraus hervorgeht, daß auch die Körperzentrocie ein Kreis, und zwar 
mit dem Eadius um die Mitte des Stabes AO' als Zentrum ist, der 
in Kg. 95 gestrichelt eingetragen ist. Gemäß den Bedingungen dei’ 
Aufgabe kommt als Eaumzentrode nur der im ersten Quadranten liegende, 
in Rg. 95 ausgözogene Viertelkreis, als Köri)erzentrode der in d< i 
Figur gestrichelte Halbkreis in Frage. Diese beiden Kurvenstücke 
«ind nun, was für das Eollen ohne Gleiten Vorbedingung ist, gleich 
l^g, und man erkennt durch den Augenschein, daß durch das Ab- 
rollen des gestrichelten Halbkreises auf dem ausgezogenen Viertt l- 
loCeise tatsächlich die vorgeschriebene Bewegung des starren Körpers 
d^estellt wird; der jeweilige Berührungspunkt P ist das Moment aii- 
i^ntrum. 


Analytifche DanteUung der aligemeinifen Bewegung einei starren Körpers. 

Führt der starre Körper nicht, wie bisher, eine ebene Bewegunu^ 
aus, so muß die Betrachtung auf den Kaum ausgedehut werden. Auß< r 
dem festen Koordinatensystem (x,yfZ) nehmen wir im Körper ein in 
ihm verankertes System (f,»/,f) an. Sein willkürlich wählbarer Anfangs- 
punkt-'O" habe die Koordinaten (a?©» Betrachten wir nun einm 

|)eliebigen Körperpunkt P, der im Körper die Koordinaten 
im Baume (a;,y,js) hat, so bestehen die bekajiigiten 
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X - = «1 1 + «2 + 03 C , 

2/ — 2/o = A + ^2 ^ + /^3 C » 

Die Lage des Körpers ist vollkommen bestimmt, wenn die Lage des * 
Koordinatenanfangspiinktes des beweglichen Systems sowie die Bich- 
tung seiner Achsen bekannt ist. Diese Richtungen sind in (29) durch 
die 9 Richtungskosinusse ... 5/3 ausgedrückt, zwischen denen aber 
bekanntlich 6 Relationen, die wir später notienm werden, bestehen; 
also sind in toto t> Daten erforderlich, um die Lage des starren Körpers 



y 



im Raume zu fixieren, entsprechend seinen 6 Freiheitsgraden. Die 
Transfornmtionsgleichungen beziehen sich auf den in Pig. 96 dar- 
gestellten Fall, 

Es ist offenbar das Quadrat des Abstandes des betrachteten Punktes P 
s on 0' gänzlich unabhängig davon, welches Koordinatensystem zugrunde 
gelegt wird; es ist also; 

(30) I* + + {z-z^Y ; 

l^<‘ide Seiten dieser Gleichung sind positive quadratische Formen von 
Variabein, die durch die Substitutionsgleichungen (29) ineinander über- 
giführt werden. Die Diskriminante beider quadratischer Formen ist 
gleich der Einheit. Wir betrachten (a;— a*^)* + (?/ — ^ 
<lie ursprüngliche, durch (29) in + transformierte quadratische 

l'orni. Nach einem bekannten, schon früher (auf pag. 261) benutzten 
^atze ist nun die Diskriminante der transformierten quadratischen Form 

Produkt aus der Diskriminante der ursprüng- 
heben quadr|itischen Form und dem Quadrate der Substitutionsdetermi^ 
^^nte. jD^rem Falle ist also, zufolge dieses Satzes; - 

21» 
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Ol «2 «3 


(31) 

/!* = 

ßl Ä ßs 

= 1, 

, also; 


yi ys rz 




J = ± 1 . 



Unser System ist so gewählt, daß, wemi die positiven 

und i?-Eichtungen resp. mit den positiven x- resp. 2/-Kichtungen parallel 
werden, daim auch die positive C-Eichtung der positiven ;^-Eichtung 
parallel wird. In diesem Spezialfalle haben die Eichtungskosinusse 


folgende Werte: 

01=1; 

02=0; 

^ 

«3=0: 


A=0; 

ft=i; 

O 

11 


yi=0; 

y2 = 0; 

y3=U 


.woraus folgt, daß bei uns sein muß: 

(32) J =+ 1 . 

Wir wollen jetzt die 6 Eelationen bilden, die zwischen den 9 Rich- 
tungskosinussen Ol ... 73 bestehen. Zu diesem Zwecke tragen wir auf 
der rechten Seite von (80) die WVrte yon x—Xq, y — aus (29) 

ein. Dann folgt: 

+ 2f (oiO* + ßJi + + y^y^) 

+2i:H<h<^x+ß3ßt+y,yi) , 


^ und daraus sofort 'weiter: 

I 1; + ßißz + yiyt-0; 

(W) I Oj* + ß^ + y** = 1 ; ®3 *f" A ■i' y* ya ~ ® • 

I V + ^3® + ya® = U «3 «1 -r ^3 ft + ys yi ” 0 . 

JMes sind die ge'wüuschten Belationen, die mau aber noch in ändert')' 
Fonn aosdrücken kann. Wegen der Bedeutung der o, • . • y, als Kich- 
^ctnngakosinusse kann man nun die Gleichungen (29) in folgender Form 
nach S,Ti, C auflösen: 


I S = ai(x-Xo) + ßi(y-y^) + yi(z-z^) , 

(84) I ij-Oi (x-Xt) + ft (y-J/o) + y» (^-^o) > 

I f?=a 3 (®-ai,) + ft(i/-yo) + y 3 {«— ft). 

und indem man diese Werte in die Unke Seite von (80) einträgt, folp'« 
, ganz analog wie vorhin die 6 Beziehungen: 


■ f ai*+v+V=i; 
.ft*-Fft*+ft*=l; 
hyi*+y,*+}»,*^l; 


«1 A + «I ft <ft Äi ~ 0: 

A yt + ft y* + ft y, « 0 ; 

• yy «I + ysft ?/ 
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diese stimmen inhaltlich mit den 6 Gleichungen (88) überein, aber ihre 
Form ist anders. Wir benutzen beide nebeneinander, je nach ihrer größeren 
Bequemlichkeit. 

Lösen wir endlich das Gleichungssystem (29) nach durch 

die gewöhnlichen Methoden auf, ohne davon Gebrauch zu machen, daß 
die Ol ... ^3 Eichtungskosinusse sind, so folgt: 


(36) 


X,) + {y- y^) hl»- 

n^{x- Xo) + {y- j/o) + [z- z ,) ^ 


«8 fe - «8 ßi 
A 


A 

? =« + iy - 


Da J = 1 ist, erhält man durch Vergleich von (84) und (30) noch die 
]]eziehungen: 

j öl — ^2 /'s ßs 72 9 ^1 = 72 }'3 1 7l~ ^ ß2 ’> 

(■^1) ^.<h==ßiYi-ßi7z> ß%= Yi<h> n=^<hßi-Oißi> 

\ 03 — ßiYz — ßiVi'i ßz— Yi^z~Yz^i> Yz — ^ißi~^ßi' 

Wir wollen nun dem starren Körper eine unendlich kleine Verschiebung 
crtoilen, so daß der Punkt P vom Eaumpunkte {x,y,z) an den Baum- 
punkt (a: + da:, y + dy.z + Öz) rückt; f , t/, C bleiben dabei natürlich un- 
veriiiidert, da das (^, ry, C)- System sich mit dem Körper mitbewegt. 
Nach (29) erhalten wir also: 

j <5 X d 0*0 + f <5 öl + ?; d Ug + f d 03, 

m dy=:^dy, + (dß, + t^dß^ + Cdß^, 

\ d z = d Zq + ^ d Yi + t] d Y^ + C d y^. 

In diesen Gleichungen wollen wir fjf f nach (34) durch x, z aus- 
diück«*n. Das liefert z, B. für dx: 

dx = dXy + dai[ai(x-Xo) + ßiiV-Vo) + 3'i(2-«o)] 

+ ÖOs[a,(x-Xo) + ßtiy-Vo) + y»(2-*o)] 

+ doj [<i3(*-a^) + ßi{y-yo) + 5's(‘’~2o)] . 

Oller anders geordnet: 

ix = dxo + (x— Xo)[aidai + a,da, + ajda,] 

+ (y- 

+ («-2o) + Yt^^ + ys^ö»] • 

l>>irch Variation det ersten Qieichung (36) folgt aber sofort, daS’der,^ 
<iktor von (x^-Xo) ^ch Null ist; also fol^ einfacher für dx, wie auch 
oy und dt: 
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öx^if3^ + {y-yo)[ßiöai + ßtdat + ß3dat] 

+ (2-2o) . 

6y = 6j/o + («— iCo)[ai^/?i + a,6/5j +asd/?3] 

+ (^~*o) \yi^ßi + 7i^ßt + ya^ßa] > 
dz = ^^o + (a — ®o) [«i^n + <h^ya + fh^Ya\ 

+ {y-y^[ßihi + ßaha + ßa^Ya] • 

Die Klammerausdriicke, die als Faktoren von x — Xq, y—y^, 2—^0 ^lUf- 
treten, stehen miteinander ebenfalls in Beziehungen durch die Glei- 
chungen (35); z. B. ergibt die vierte dieser Gleichungen durch Variation: 

usw., so daß die 6 Klammerfaktoren sich auf 3 reduzieren, für die wir 
. die folgenden Abkürzungen einführen, deren physikalische Bedeutung 
sofort klar werden mrd: 

J ßi^Yi+ ßa^Y 2 + ßa^Ya — f 

(89) I yidai-byjdaj-f ysda3=dg, 

I aidßi + a^dß^ + a^dß^^ dr . 

Damit werden die obigen Gleichungen: 

1 dx=dxa+ 0 -{y-yo)dr+(z-z^)dq, 

dy=dy^+{x-Xg)dr-i 0 -(z-z^)d'p, 

dz = dZo-ix-Xt)dq+{y-yn)dp+ 0 

Wir können nach (40) die Verschiebung dx, dy, dz wieder als SuinniH 
zweier Verrückungen dx' + dx^', dy'+dy”, dz' + dz” auffassen, der- 
artig, daß wir setzen: 

(418) dx'=^dx^; dy\=dy^-, d/ = d2o>’ 

I dx’' = -{y-y^)dr-\^{z-z^)dq-, 

(41 b) I dy"= (a:-X3)^r-(^-^o)dp; 

I dz" =--{x-x^dq-\-(y-y^d‘p. 

Die erste Verrückung mit den Komponenten dx\ dy', dz' ist otfenbai 
allen Punkten des Körpers gemeinsam, da die Koordinaten aller Punkt' 
eine gleich große Änderung erfahren: wir haben es mit einer un- 
endlich kleinen Translation des starren Körpers zu tun. 

üm den zweiten Teil der Verschiebnng zu charakterisieren, fiüS*'" 
wir zunächst, ob es Punkte des Körpers gibt, die ihre Lage 
•flÄhrend der Verschiebung unverändert beibeludten. Pär diese spezi*' 
Puifkte muß d*"=dp"s»d2"=0 sein, also nach ded Öleiohungen (41'')^ 
wenn man die Koordinaten dieser ausg^icbnet^ * 

andeutet: ■' 
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iy-yo)Sr= (i~-Zo)dq, 

{x-Xo)6r= (z~Zo)h> 

{x-Xo)öq = i^-y^dp, 
oder in anderer Schreibweise: 

( 42 ) öpidqiSr^ : {y~y ^) : {z^z ^) . 

])as ist aber die Gleichung einer Geraden durch den Punkt (a:o, t/o» '2’o)f 
deren Eichtungskosinusse proportional dp, 6q, ör sind. Eine derartig 
l)eschaffene unendhch kleine Verrückung, bei der alle Punkte einer 
Geraden ihre Lage bei behalten, ist eine unendlich kleine Eotation um 
diese Gerade als Achse. Alle Punkte bewegen sich also auf zur Achse 
konzentrischen Kreisen in zur Achse senkrechten Ebene. Wie groß ist 
der unendlich kleine Lrehungswinkel ? Um diesen festzustellen, rechnen 
wir den Betrag ds" der Verschiebung d5" mit den Komponenten drr", 
öi/\ dz" aus. Wir erhalten für das Quadrat derselben offenbar; 

== (j/ -- i/o)MrH ~ 

f (x -- Xo)2dg2 + (1/ - J/o)^dp2 

- ^y-Vo) (z-ZQ)öq6r-2(x-Xo) 

-2(x-Xo) 

Diesem Ausdruck kann man eine übersichtlichere Form geben, wenn 
man die drei Terme {x — x^y^dp^y (z — Zf^j^dr^ addiert und 

wieder subtrahiert. Man erhält dann durch geeignete Zusammenfassung:. 

d5''2===[(x-~Xo)H(j/-2/o)2 + (^~^o)^] [dp^ + dq^ + dr^] 

-1 (^' - ^o ) + {y- !/o) + (2 “ 2 o) dg]* , 

und dabei ist + y(x—Jo)^ + ([/"“■ + offenbar der Abstand R 

des betrachteten Punktes {x,y,z) von dem Bezugspunkte (Xo,t/o>^o)5 
vektoriell gesprochen können wir sagen, daß 91 der Lagenvektor des 
Punktes {XyXf.z) in bezug auf (Xo,!/o»^o) wir noch 

-f |/dp*+ dg*+ d;2*« d93, so kann die letzte Gleichung geschrieben 
werden: 

R^Sw^ [— 1 

^ I yc* - + (Jf - yo) + (« - h)* • ydp* + + d f» J 

^un sind offenbar 

y - yoi g- gg 

^ (i- yoF+'C« - *b? 

Bichtungskosintisse des Lagenvektors Ä des betrachteten Pnnfeea, 

Werseits . ' . 


dp, dg , ör 

yfW^ d?Ti 
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(«) I >y-lY. + (s~X,)ir‘-^(,^Z^i;., 

\ ^»Zo-{x-Xo)dq'+{y-Yo)6p\ 

jStSStS;':;:;»:":; 

Diese können nur bestehen, wenn die zu gleichen Potenzen von x « ’ 
gehongen Faktoren auf beiden Seiten gleich sind; das hefert zui^Ä; 

<5p' = dp; öq'^dq; dr' = dr, 

d. h. der resultierende Drehungswinkel um die durch -0" 
gehende Achse ist gleich (5®'= Vd«'^j„'iX772_A,, a u 


I 


«5:^0 - «5 - {Y,-y^ Ör+{Zo- z,) d q , 

^ yo + (Xo-Xq) d r - (Zo-z„)dp, 
SZa = dz„ 


( 47 ) 

I « uv ' 

{Xq—Xq) öq + (Yq—ij^) ö p . 

Sl.° to neuen Bezug,. 

Lnten .rii« u ““®8‘'druckt durch die Translationskompo- 

GiS d« I^»^‘‘‘‘««gswinkel bestimmenden 

Dunkte« ^n’ ^ni ’ 1™^ Koordinaten des neuen und alten Bezugs- 
r.f fr Iranslation ist also ebenso wie im ebenen Falle sehr 
zu fr^o***** ^0“ der Wahl des Bezugspunktes abhängig. Es liegt nahe, 
TransSn”^ derselbe so gewählt werden kann, daß die Eichtung der 
die RiVJif "'f Kotatioasachse übereinstimmt. Da nach (42) 

hlf t ««»‘‘tionsachse sich wie Sp:dq:ör L 

. muß für einen derartigen Bezugspunkt (S,y,z) gelten: 

j d X : dy : Ä dp : d'g : d'f , 

also nach Gleichung (47): 


( 48 ) 


( - (S - «olöp + (^ - x,)Är 

; dp = - 


US ii»_ 


¥? 

^ ^ + (.V yo) ^ p 

ör ^ 


Bas ‘ . 

Geraden mit den Eichtungs|kosinuB8en 

sämthche Punkte (I, y, S) die geforderte Bige». 
‘ Richtung dfsr Translation parallel der Rotiitions. 
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achse wird. Gleichung (48) stellt daher «elbst die Gleichung dieser aus- 
gezeichneten Botationsachse, der sogenannten'' „Z6ntralaohs6*^ dar. 
Wir haben damit auch analytisch gezeigt, daß die allgemeinste unendlich 
kleine Bewegung eines starren Körpers eine Schraubenbewegung ist. 
Die Gleichungen (42) stellen die Lage der instantanen Rotationsachse 
im Raume dar. Im Falle, daß der Punkt {Xq, Zq) des starren Körpers 
im Raume fest ist, und wenn wir dp, dq, dr als Funktionen der Zeit 
betrachten, so stellen sie in Parameterdarstellung die Gesamtheit der 
durch den festen Punkt hindurchgehenden Rotationsachsen dar, und 
zwar bezogen auf das feste System, d. h. den HerpolhodiekegeL 
Drückt man in (42) x, y, z durch ?/, C aus, so folgt analog die Glei- 
chung des Polhodiekegels. 

Ganz ebenso ist (48), wenn darin dxo, dy^, öZq, dp, dg, dr, Xq, Po» 
als Funktionen der Zeit gegeben sind, die Gleichung der Regelfläche, 
die durch die Bew’egung der Schraubenachse im Raume er- 
zeugt wird, imd wenn man alles durch ausdrückt, würde sich 

die Gleichung der auf ihr schrotenden Regelfläche ergeben, die 
die Rotationsachsen im Körper erzeugen. So gelangt man ana- 
lytisch zu den geometrischen Resultaten Poinsots. 

Man kann die vorhergehenden Betrachtungen in einer wichtigen 
Weise abändern. Bisher zerlegten wir die allgemeinste Bewegung, indem 
wir einen beliebigen Bezugspunkt wählten, in eine Translation des- 
selben und eine Rotation um eine durch den Bezugspunkt gehende 
Achse. Der Bezugspunkt (xq, y^, Zq) bewegt sich aber i, a. im Raume, 
und es ist manchmal eine andere Zerlegung zweckmäßig. Diese wird 
sofort geliefert durch eine andere Gruppierung der Gleichungen (40). 
Schreiben wir dieselben nämlich: 

1 dx = [dxo-Jryodr-Zodq]-ydr +zdq, 

(49) dy^[dyo-{- Zodp-X 0 dr]-zdp+ xdr, 

’ I dz = [dz^ + x^dq-y^dp]-xdq+ ydp, 

■ 80 ersieht man, daß die in eckigen Klammem stehenden Ausdrücke, da 
sie von x, y, z unabhängig sind, als die Komponenten ÖXq, dy{, fiz^ 
einer dem ganzen Körper gemeinsamen Translation aufgefaßt 
werden können; anderseits stellen die übrigen Glieder, wie man 
durch Vergleich mit den Gleichungen (41b) sofort sieht, die Kompo- 
nenten einer Botation um eine durch den festen Koordinaten- 
snfangspunkt gehende Achse vor. Eine beliebige Bewegung 
kann also aufgefaßt werden als eine Translation, verbunden 
mit einer Botation um eine durch den festet^ Koordinaten- 
anfangspunkt gehende Achse. Diese Zerlegung werden wir für die 
Ableitung der Bewegungsgleichungen eines sta;^ Körpers im folgenden 
Kapitel benutzen. ? 'n 

. Endlich ist noch esne d[)arstellung möglich, <di<e,. die aSlg<$Q^üBte 
Bewegung eines starren JCörpers i§ jß^mg anf :di|^i.^heinf(e^ 
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auch diese ist bei Aufstellung der Bewegungsgleichungen 
von großepi Nutzen. Öas ({, f)-System hat zur Zeit t eine bestimmte ; 
Lage; denken wir dem Körper eine unendlich kleine Verschiebung er- ' 
teilt und dabei das (f , f)-System in seiner Lage zur Zeit i festgehalten, i 
so können wir die Verrückung im Raume durch öx, Sy, Sz, wie vor- j 
her, charakterisieren, gleichzeitig aber auch natürlich durch d^,dri, dC, 1 
bezogen auf das im Moment t festgehaltene (f , ^)-System, oder anders ; 

iiusgedrückt : bezogen auf ein festes System, das im Momente t mit dem 
bi^weglichen C)-System zusammenfällt. Der Zusammenhang zwischen 
Ö^jSrj, SC und öx, Sy , öz ist derselbe wie zwischen {x,y,z) und 
in (rleichung (34), wo nur a*o=j/o=^o“^ ^u setzen ist; also 

j d^=^a^dx+ ß^Sy+y^öz, 

(öO) \ ST} = a2Öx+ß2dy+y2dz, 

\ S C = CI 3 S x + ß^S y + y^ö z , 

Für Sx, Sy, dz setzen wir nun die Ausdrücke (38) ein; dann folgt unter 
Bücksicht auf (37) und (33) durch elementare Rechnungen, die den schon 
erli^digten ganz analog sind: 

I C öx ~V f 

(öl) dy=r.di]Q + Sdg 

1 SC^SCo + V^^-^^X^ 

\v(» Ö 7 Iq, S^qI Sn, Sxt So folgende Abküi-zungen sind: 

S fo -- a^SxQ+ßiS ijq -I- riSzQ, 

^ Vo ^ ^2 S Xq-\- ^2 ^ /^2 ^ ^ 0 » 

^ Co ~ ^ ^3 ^ 2/0 ^ ^0 » 

Sn a2Sa2 + ß^S ß2 + yz 6 yz-^ — («2 S 0^ + ß^S ß2 + yzS y^ , 

Sx ^ a^S 02 + ßiS ß 2 + yxS yz'^ - {a^S + ßzS ß^ + y^S y^ 

Sq =^,a2Say^ + ß^S ß^ + y2Sy^-=^-{a^Sa2 + ßiS ß2 + yiS y ^) . 

Aus (hm Gleichungen (51) folgt ganz analog wie aus (40), daß eine be- ? 
liebigf^ Verrückung zusammengesetzt werden kann aus einer Translation ; 

Sy^y dCo) wnd einer Rotation {Sn, Sxt Sg) um eine durch den» 
Koojdinatenanfangspunkt des bewegten Systems gehende Achse. ; 

Wir wollen noch einige Bemerkungen an Gleichung (46), die den 
Rotationswinkel angibt, anknüpfen. Es folgt unmittelbar aus derselben, 
^biß dp, Sq, Sr selbst als spezielle Botationswinkel betrachtet werden 
Idinnc n, und es bleibt nur noch festzustellen, was für Rotationen ihnen 
entsprechen. Setzen wir zu dem Zwecke in den Gleichungen {41b) etvfa 
5(i=ör=:0, so folgt: 

. Sx'*^0, Sf^-{z-z^Sp, Sz”^{y-y^Sf,^ 

das ißt eine IJotation um die a:- Achse, und zwar mit dp als Ro^tions- 
^vinkel Ebeasö e^btilt man aus (^Ib), w|nn Sr^Sp^^ gesetzt werden: 
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dx'' = {z—en)dq; 6y"=Ö; dz" — — (x~Xf,}Sq, 

• " ^ 

was eine Eotation um die j/- Achse durch den Winkel dq darstellt. Ebenso 
stellt für dp^dq=0 die Gleichung (41b) eine Eotation um die ;2- Achse 
durch den Winkel dr vor. 

Wir können also die allgemeine Eotation (dx", Sy", dz''), die in 
(41 b) charakterisiert ist, um eine Achse durch (aro, 2/o» ^o) Eich- 

tungskosinussen - durch den WmkeH9? = )/d‘p^-fd5^+dr^ 

ersetzen durch drei Eotationen um drei zueinander senkrechte, 
durch («0, 1/0, ^'0) gehende, den Koordinatenachsen parallele 
Geraden durch resp. die Winkel Sp, öq^ 6r. Da auch die dem 
starren Körper erteilte Translation nach Gleichung (41a) aus drei zu- 
einander senkrechten öy^, öz^ parallel den Koordinatenrichtungen 
vor sich gehenden Translationen ersetzt werden kann, so haben wir das ' 
iür die Formulierung der Bewegungsgleichungen wichtige Eesultat: 
Jede unendlich kleine Verschiebung eines freien starren 
Körpers kann durch drei Translationen parallel den Ko- 
ordinatenachsen und durch drei Drehungen um Parallelen 
zu den Koordinatenachsen ersetzt werden. 

Man erkennt auch leicht folgendes: Trägt man auf den Koordinaten- 
achsen resp. die Stücke dp, dq, dr auf und konstruiert die Eaumdiagonale 
des Parallelepipedons mit den Eantenlängen dp, dq, dr, so hat diese die 
Länge und eine Eichtung, die durch die Verhältnisse 

der Eichtungskosinusse dp:dq: dr bestimmt ist. Die Eaumdiagonale ist 
also der Eichtung nach die Achse der resultierenden Eotation und dem 
Betrage nach ist sie gleich dem resultierenden Drehungswinbd. Ver- 
fährt man allgemein so, daß man auf den Drehungsachsen den zugehörigem 
^tationswinkel abträgt, so kann man eine unendlich kleine Eotation 
^ einen Vektor betrachten, dessep Betrag gleich dem Eotationswinkel, 
dcisen Eichtung gleich der der Eotationsachse ist; ein Eesultat, das 
wir bereits im wesentlichen in Nr. 68 erkannt hatten. 

Wir haben bisher auf die Zeit, in der die Verschiebungen vor sich 
geben, keine Kücksicht genommen. Denken wir uns jetzt aber die Ver- 
•'fchiebimgen dx, dy, dz in der Zeit dt vor sich gehend, und gehen wir 
zur Grenze dt^O über, so gehen die Ausdrücke; 

dz d y dz dx„ dy„ Öz^ dp dq dr 

Tf^ d^ ' dt * ~dt ^ TF’ TF* ~dT' öf d#‘ 

♦ 

resp. über in die Größen: ^ 

dz dy dz dx^ dy^ dz^, dp dq dr 

HT' TT* rfF ; . 

t)ie drei, ersten sind die Geschwindigkeitskomponenten eines beliebigen 
Punktai des starren Körpers, die zweiten drei diejemj^ Bezugs- 
punktes, und die letzten drei ^e Bota|ion8ge8cbwih^^^4 um durch 
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den. Bezugspttnkt gebende Parallelen zu den Koordinatenaehsen. 

(40) folgt also durch Division mit dt unU Übergang zur Grenze d<=0: 


(53) 


dx 

dx^ 

TT 

d t 

dy 


dt “ 

dt 

dz 

dzQ 

. 'dt"^ 

dt 




I dr 

(y^ye}jr 


d p 
dt 


+ ix- X,) - (z - Z,) 


oder in Vektorschreibweise, wenn die r(*sultierende liotationsgeschwindig- 
keit durch tt, die Geschwindigkeiten resp. durch C und Co bezeichnet 
werden, endlich der Lagenvektor von (x, y, z) in Bezug auf (x©, i/o, ^o) 


durch 

charakterisiert wird : 



(54) 



1 c, = c„. + |8i,tt^-8t,tt,l; 


darin sind aber, wie ein Blick auf Gleichung (31) des vierten Kapitels 
auf pag. 190 lehrt, die Ausdrücke in den geschw^eiften Klammern nichts 



anderes als die Komponenten des Vektorproduktes [UÄ], so daß (54) 
in sehr einfacher und übersichtlicher ’lfVeise geschrieben vrerdeii kann: 

c- Ci + [«»]. 

Dabti ist Cj die Geschwindigkeit des willkürlichen Bezugspunktes (Xg, jfg, 

’ Lagenvektor von diesem nach dem Punkte P (x, y , «), dessen 
«schwindigkeit bestimmt werden soll; ll endlich die auf der durch 
Ir’ ^q’ seienden Ik^tionsachse aufgej^ragene Winkelgeschwindi^ät 
’g- 98). gemgipete Wrfjl des Bez^punktes 0' (Xg, yg, z^) kann 
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man natürlich erreichen, daß Co parallel ,U, d, h. parallel fter Eotations- 
achse wird. 

Mit Hilfe der Geechwindigkeitskoniponenten kann man die Glei- 
chungen (42) und (iSf etwas bequemer schreiben, indem man überall 
durch öt dividiert und zm* Grenze dt = 0 übergebt. (42) geht über in: 

(56) (5 - x^y.ip- y„):(z - z,) = 

die also die Gleichung des Herpolhodiekegels durch den Punkt 
(^> ^ 0 » darstellt, wenn dieser festgehalten wird. Analog wird die 
Gleichung der Zentralachse nach (48): 


TT Ti' 

d p 






72« Die Enlerschen Winkel 

Die neun Größen gehorchen sechs Kelationen, entsprechen 

also drei unabhängigen Daten. Es muß also möglich sein, sie durch di>n 
unabhängige Stücke zum Ausdruck zu bringen. Dazu benutzt man 
meistens die drei sogenannten Eulerschen Winkel. . 

Wir denken uns zunächst den Anfangspunkt des 
mit dem des im Baume festen (x, j/, 5:)-Sj’8tems zusammenfallend fro?|). 

^ was auf dasselbe herauskommt, durch den Koordi- 
A natenanfangspunkt des (f , f)-Sy8tems dauernd Pa- 
rallelen zu den x-, y-, z- Achsen gezogen, die wir am li 
1 als (x, I/, z)-System bezeichnen wollen. 

\ Dann schneiden sich die x i/-Ebene und tlic s >/■ 

N. Ebene in einer durch den gemeinsamen Anfangspunkt 

gehenden Geraden, die inan als „Knotenlini« “ b(- 
^ zeichnet. Sie steht offenbar senkrecht auf der (hncli 
\ z und C gelegten Ebene; als positive Bichtung ‘ 
^ Knotenlinie nehmen wir diejenige an, für die tun m 
gj 99 umgekehrter Bichtung blickendes Auge die ^r-Acl)^ 
zur fiechten, die Achse zur Linken sieht. In 
ist^also die Knotenlinie senkrecht zur Zeichenebene, positiv nach 
zu denken. 

Die Lage der C-Achse ist bestimmt durch zwei Stücke: 

Winkel ^ (Pig. 99), den sie mit der positiven >Arfi0e 

positiv gerechnet von der jx^tiven z^Achse. zur C-Achst* lun 

natürlich Jst^^ auch der ^ 
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Ebene (Fig. 100). Zweitens * wird die f- Achse bestimmt durch den 
Winkel V (Fig. 100), den die positive Bichtung der Knotenlime mit 
der positiven a;- Achse bildet; <p ist dabei positiv in dem Sinne zu nehmen, 
daß wachsendes (p auf dem kürzesten Wege von der positiven ic-Achse 
nach der positiven i/-Achse hinführt. 

Die einzige Möglichkeit der Bewegung des starren Körpers bei durch 
^ und (p festgelegter f-Achse ist offenbar eine Drehung um diese Achse. 
Diese entspricht bekanntlich einem Freiheitsgrade; wir bestimmen sie 
dadurch, daß wir den Winkel zwischen einer zur Botationsachse senk- 



Fig. 100. 


rechten Biclitung mit einer festen Bichtung angeben. Wir wählen dazu 
den Winkel ip zwischen der Knotenlinie und der f-Achse, w^obei dieser 
Winkel, von der f-Achse aus gesehen, positiv links herum gezählt wird 
(Fig. 100). 

Die Winkel 0,(p,yf gehorchen offenbar den folgenden Ungleichungen: ^ 
j 0 ^ # g TT , 

(58) I 

1 0 ^ V' — 2:?* • 

Zunächst ist es notwendig, die neun Bichtungskosinusse durch die Eulet- 
Bchen Winkel aoszodrücken. Wegen der Bedeutung von y, als cos («{) 
ist zunächst: 

• , y, = cos d . 

Nach Definition ist ferner 9» der WinkeLzwischen der positivefii. »||ii8e 
wttd der p()8itiywi/Ei<i|«((§der Kttotenlinis. , Die Qteiohnn| Jer‘ Kisten« 
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linie ist dadurch gege^n, daß se die Schnittlinie der x, y- und der f 
Ebene ist. Wir h«ien also die beiden Gleichungen; 

2 = 0 ; f = 0 . 

Das ist aber nach der letzten Gleichung ( 84 ), wenn darin a:j = t/„=2jr=( 
gesetzt werden* (da die Koordinatenanfangspunkte beider Systeme jetz 
Zusammenfällen): 


als Gleichung der Knotenlinie. Die Kichtungskosinusse derselben gegei 

die und j/- Achse sind offenbar - , und daraus folgt füi 

± y«3* + A* 

Kosinus und Sinus des Winkels zwischen Knotenlinie und positive] 
a;-Achse, d. h. des zweiten Eulerschen Winkels (jp: 


cos (f = H r±=rr: 


sin 9? = ± 


y«3* + Ä* ‘ 


Nach der dritten Gleichung ( 33 ) ist die Quadratwurzel im Nennoi 
= sin #; also folgen die beiden Werte: 

T cos 9 sin # = ^3 , 
f ± sin 9? sin # = 03, 

. worin das doppelte Vorzeichen einer Unbestimmtheit des Winkels (p um n 
entspricht. Durch unsere Festsetzungen über die positive Richtims 
der Knotenlinie ist für das obere Vorzeichen entschieden, so daß bleibt; 

l 03 = + sin ^ sin # . 

j^uf dieselbe Weise lassen sich und ^2 durch y ausdrücken. Denn wir 
erhalten für die Gleichung der Knotenlinie a^x+ß^y^O, wenn wir 
dam X und y durch f und ij nach ( 29 ) ausdrücken, wobei 2:0=0, ^»= 0 . 
Sg=0 und (=0 zu setzen sind: 

+ ßsißi^ + ßsVi) — 0 , 

oder: 

; (<*i‘%+AÄ)f4-(a2a»+Ä/?8)’?=*0 . 

Kur die Faktoren von ( und tj kann nach der fünften und sechsten Glei- 
chung ( 38 ) resp. geschrieben werden — yjy, und — yty*"» so daß für <''e 
Gf^nng der Knotenlinie im f,>7-SyBtem folgf^:^ 

I^Bcanl ergabt rieb unter Bsiiiickriobrignng dos 
Kiiotenlhrie und der der 
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I Vi == sin ö » 

\ y^zz: OOS ip sin & . 


Dadurch ist nun alles übrige ausdrückbar. Man erhält z. B. aus den 
Helationen der Gleichungen ( 38 ) und (35): 


«i?'i+a2?'2=’~a3}'3 


für Gl und 02 die Werte: 






( 58 d) 


ttj = cos q? COS rp — sin q> sin tp cos , 
Og == — cos 9? sin yf — sin 99 cos 9; cos , 


iisw. Insgesamt erhält man folgende Tabelle: 


(59) 


Ol ^ cos (p cos tp — sin 9? sin ip cos & , 

Og — — cos 99 sin 9; — sin 9? cos y; cos 5?, 

Ug — sin 99 sin d , 

ßi ~ sin 9^ cos 9^ + cos tp sin yf cos ^ , 

— sin 9? sin 9; + cos 9? cos 9; cos d , 

= — cos 9) sin , 

~ sin y) sin ^ , 

y2 - cos ip sin # , 

j'g cos ^ . 


Nachdem so die sämtlichen Bichtungskosinusse ... 73 durch die 
EulersChen Winkel ausgedrücki sind, kann man die Verrückungs- 
komponenten da;,dy, d 5:, die Geschwindigkeitskomponenten 4 ^» 47-> 4 ^> 

ct t at di 

speziell auch die Eotationsgeschwindigkeiten ~ di® -sr- 

Achson, wie auch * -~Y 1 um die C- Achsen durch dieselben 

leicht ausdrücken. Z. B. erhält man aus der ersten Gleichung ( 89 ) und 
den Gleichungen ( 59 ) für ^ und ähnlich für die übrigen Komponenten' 
tler Rotationsgeschwindigkeiten im (o:, y,;?)-System: 


( 60 ) 


4 .coa. 9 ‘Ä. 
dt dt » 


dt 


^nd ebenso für die w, C zerlegten Komponenten iet Botati^** 

geschwmdigkei*: r ‘ ^ 

o.i- _ . 4. 


Schaef.^'JiÄiwlK 



Die drei Eulerschen Winkel haben besondere Namen empfangen. 
Nehmen wir an, d und <p seien konstant und allein f ändere sich. Dann 
ist nach den vorherigen Auseinandersetzungen (vgl. auch Fig. 100) die 
Bewegung folgende: die f-Achae bleibt unbeweglich, da sie durch ö und <p 
festgelegt ist. Wir haben also eine Rotation des starren Körpers um 
’ dief-Achse. Man nennt daher y den ..Eigendrehungswinkel“. Ändert 


Fig. 101. 



fD<^ dagegen nur der Winkel q>, während & und y/ konstant bleiben, so 
dreht sich die Knotenlinie in der x, ^'Ebene, während die C*Ächse. da 
konstant, einen Kreiskegelmantel um die «-Achse beschreibt: 
«ne derutige Bewegung nennt man „Präzessionsbewegung" un't 
den Winkel q> daher „Präzessionswinkel“. Bleiben endlich <p und v 
konstant, so daß nur 9 sich ändert, so bleibt die Knotenlinie bei du 
betrachteten Bewegung ungeändert. Die C'Achse ändert ihre Neigano 
gegen die «-Achse, oder was auf dasselbe herauskommt, die f »/-Ebem 
ändert ihre Neigung gegen die x ^-Ebene. In spesiolien Fällen noiuit 
mtfti eine derartige Bewegung „Pendelung" und den .Wnkel 9 d‘» 
„Pendelungswinkel“. 

Wir wollen diese Bezeichnung noch durdt .Ibijpnipiifizi6>tu*i8 
/^die Bewegui^ der Erde erläutern. Als Achse' di^, <4e Erdachse, 
£i}||bene die Äquatorialebene der &dc..; „Als as^lp^ 
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die Ebene der Eldip|pc» die Bahnebene, die ja angenähert die invariable 
Ebene ist; als ät- A chse die Normale auf derselben. Das gibt, wenn man 
die Anfangspunkte beider Systeme zusammenlegt, das Bild der Fig. 101, 
Bliebe die Erdachse im Baume fest, d. h. zeigte sie stets nach dem 
Polarstern, so änderte sich nur der Winkel zwischen Knotenlinie und" 
f- Achse; die Erde führt dann lediglich eine Eigendrehung um die C- Achse, 
die in diesem Falle die Figprenachse ist, aus. Aber in Wirklichkeit be- 
schreibt die Erdachse in rund 26000 Jahren einen Kegelmantel um die 
Normale zur Ekliptik; es ändert sich also auch der Winkel <p: die Erde 
führt also auch eine Präzessionsbewegung aus. Endlich aber 
ist auch der Winkel der Kegelwinkel, noch kleinen Schwankungen 
unterworfen, so daß die Erdachse um einen gewissen Mittelwinkel # 
hin und her schwankt, was als „Nutation“ (Nicken) oder als „Pen-* 
delung“ der Erdachse bezeichnet wird. 


n 



Siebentes Kapitel. 

Allgemeine Dynamik starrer Körper. 

73. Die Bewegnngsgleidiuiigen des starren Körpers. 

Nachdem wir im vorigen Kapitel die Bewegimgsmöglichkeiten des 
starren Körpers analysiert haben, gehen wir jetzt zur Untersuchung 
der Bewegung unter dem Einfluß gegebener Kräfte über. Dazu be- 
dürfen wir vor allem der Bewegungsgleichungen. Als einheitlichen Aus- 
gangspunkt zur Ableitung derselben bietet sich das d’Alembertsche 
Prinzip dar, das wir in der Form ansetzen: 

.V 

Diese Summe ist zu erstrecken über alle Massenpunkte v des starren 
Körpers, dy^, öz^ sind virtuelle, mit den Eigenschaften des starren 
^ Körpers, d. h. mit der Bedingung unveränderlichen Abstandes je zweiei 
Punkte desselben, verträgliche Verrückungen. Für die allgemeinste 
unendlich kleine Verrückung des Körpers haben wir nun in Gleichung ( 40 j 
yi. Kapitels auf pag. 826 die folgenden Gleichungen erhalten: 

I dx,-dx^ • +{^-^o)iq-{yr~yo)^f> 

( 2 ) • iy^=iyo- +{x^-Xf)6r, 

dz, +(y,-j^„)ap-(a:,-a:o)dg. 

iSeBe drücken bekanntlich aus, daß die aligemeinste Yeirückung 
starrOB Körpers sich zusammensetzen l&Bt aus drei zueinander senk- 
recht^ Translationen öa\), dy^, ÖZq eines beliebig gewählten Bezugs- 
punktes parallel den Koordinatenachsen, sowie drei l^tationen dp, 

' um Parallele zu den Koordinatenachsen durch den Bezugspunkt. 
könnten unmittelbar an diese Gleichungen (2) anknüpfen und sie init 
(1) kombinieren; doch knöpfen wir zweckmäßiger noch an die Olei- 
^hnngen (49) des vorhei^ehenden Kapitels auf pag.'880 an, die in 
eigneter i^zeichnungsweise lauten: , ' ' : 

| da:,=dx,' +z,dg-p,M^ 

dz, aa dV -ir p,dp 
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)iese haben wir folgendermaßen interpretiert: ÖXq, öy^, ÖXq^ sind die 
vomponenten einer Translation; ferner sind 

liei Eotationen um die Koordinatenachsen selbst, während wir es in den 
jleichungen (2) mit Rotationen um Parallele zu diesen zu tun hatten. 
iVir können also sagen: Die allgemeinste unendlich kleine Ver- 
ückung eines starren Körpers kann ersetzt werden durch 
foohs unabhängige spezielle Verrückungen; nämlich durch 
hei Translationen d Xq\ 6 yQ, Szq parallel den Koordinaten- 
ichsen und drei Eotationen dp, dq, dr. um diese als 
Achsen. 

Die Gleichimgen (8) kombinieren w'ir mit der Gleichung (1) des 
[l’Alembertschen Prinzips. Das liefert: 

2 ~ "''S) 

V 

+ {l\- ) {ä J/; + 

+ (2. - d Ja-) (^' V + J/. P - X, ^3)] - 0, 


oder in anderer Anordnung, wenn man gleichzeitig dt/o, d^^o» dp, dq, dr 
vor das Summenzeichen zieht, da sie für den ganzen Körper konstant 
sind: 

"-S’) + ■'».'S 

+ 2 {(K - "‘.-ff) ’j. - w) '■! 

9 

+ 1(^- - “■^?) - ”■ w) *4 

+ «'■2' K^'- - ”• w - (^- - “■tf) 


Wegen der Unabhängigkeit der 6 Verrückur^en dxo', öy^, dz^, dp, dq, dt 
^prfällt diese Gleichung in 6 Gleichungen, indem die Koeffizienten dieser 
Größen sich einzeln annulieren müssen. Das liefert also: 


■■ ‘I* 


( 4 ) 



Diese 6 unabhängigen Gleichungen entsprechen genau den 6 Freibeits- 
graden eines starren Körpers; durch ihre Auflösung ist also d^e Lage 
desselben vollkommen bestimmt, wenn noch die Anfangsdaten gegeben 
sind. Die beiden Gleichungstripel können noch etwas transformiert 
werden; das erste durch Einführung der Koordinaten f, } des Schwer- 
punktes und der Gesamtmasse M, das zweite durch Beachtung des Um- 
standes, daß die rechten Seiten vollständige Differentialquotienten nach 
der Zeit sind. Man findet so: 



Sie sind offenbar identisch mit den Sätzen über die Bewegung des Schwer- 
punktes und über die Eotationsmomente, die im IV. Kapitel in den 
Gleichungen (28) (pag. 184) und (85) (pag. 192) formuliert worden sind: 
eilte selbstverständliche Folge davon, daß in unserer Auffassung ein 
Starrer Körper ein speaaelles System von Massenpunkten ist oder wenig- 
stens als ein solches betrachtet werden kann. Wir sprechen sie mit 
spezieller Fassung für den starren Körper noch einmal aus: 

Der Schwerpunkt eines starren Körpers bewegt sich 
als ob in ihm die Gesamtmasse konzentriert wäre und 
Besultierende sämtlicher Kräfte in ihm angrilfe.. 

Die Summe der Eotationsmomente der an einem staiK » 
Körper angreifenden äußeren Kräfte um die festen Kocidi- 
natenachsen ist gleich der zeitlichen Änderung der 
der Eotationsmomente der Geschwindigkeiten nm resp. dn^- 
selben Achsen. ' , 

Die Gleichung {1} kann man in eine andere •^ 1 ^d|t'!bringen durt i 

Mm»« TO. m d» 
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genau so, wie wir es bei dem Mächensatze gemacht haben. Z. ist in 
der Ebene der Ausdruck 2 :, gleich dem doppelten In- 
halte der vom Kadiusvektor in der Zeiteinheit beschriebenen 

Fläche; die Botationsgeschwindigkeit ist in diesem Falle also ist 
zu setzen (ähnlich für die anderen Gleichungen): 



wobei die Größen offenbar für den ganzen Körper kon- 

stant sind. Setzt man die Werte (8) in (7) ein, so lassen sich » ~ » “ 
nach der eben gemachten Bemerkung vor das Summenzeichen ziehen, 


und es folgt das (7) äquivalente Tripel: 


li 

ivr“ 

1 


(9) 







Die Größen ... usw. sind im allgemeinen Funktionen der 

Zeit, da sie aus den Koordinattm des beweglichen Punktes in Bezug 
auf das im Baume fest^^ Koordinatensystem gebildet sind. Liegt jedoch 
die Rotationsachse gleichzeitig iin Baume und im Körper fest, d. h. 
ist der Körper gezwungen, sich um eine feste Achse zu drehen, z. B. 
die a;- Achse, so sind die Summen +-?,*) natüi’lich konstant, also 
werden Körper eigentümliche Konstanten. Man 

nennt die so gebildeten Ausdrücke „Trägheitsmomente“. Die Bedeutung 
derselben können wir uns schon an dieser Stelle klar machen, indem 
wir den erwähnten Spezialfall, daß die Rotationsachse im Raume und 
im Körper fest sei, etwas weiter verfolgen; speziell wollen ^Yir noch an-; 
nehmen, daß die a- (resp. {)- Achse die Rotationsachse sei. Darm bleibt 
von den Gleichungen (9) nur die erste übrig, und wenn wii* das jetzt 
zeitlich konstante Trägheitsmoment abkürzend durch T 

bezeichnen, so haben wir: 


Sunn^^- der B0tation8momente der &ttäer|n JCr&U^ 
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ist in^diesem Falle glefoh dem Produkte aus dem Trägheits- 
moment und' dei: Winkelbeschleunigung. Vergleicht man ^amit 
die Newtonsche Bewegungsgleichung eines Massenpunktes 

ft =i m . a , 

so sieht man die formale Analogie zwischen beiden: An Stelle der Kraft 
tritt hier das Eotationsmoment der Kraft, an Stelle der Beschleu- 
nigung die Winkelbeschleunigung, an. Stelle der Masse das Träg- 
heitsmoment. Die d’Alembertsche Trägheitekraft wrd also hier 
ersetzt durch das negativ genommene Produkt von Trägheitsmoment und 
Winkelbeschleumgung; kurz gesagt: Was die Masse für die fort- 
schreitende Bewegung eines Punktes, ist das Trägheitsmoment 
für die Eotationsbewegung eines starren Körpers; T mißt die 
„Trägheit“ bei der Eotation. 

Die fundamentale Bedeutung der Trägheitsmomente dürfte aus 
dem Obigen klar sein; zur Theorie derselben wollen wir jetzt übergehen. 


74. Theorie dm Trägheitsmomente und Devistionsmomente. 

Die vorhin als Trägheitsmomente bezeichneten Grüßen sind fol- 
gendermaßen gebildet: Jedes Massenteilchen m, des starren Körpers ist 
qiultipliziert mit dem Quadrate seines Abstandes von der betreffenden 
Botationsachse, und die so gebildeten Ausdrücke sind dann ülx'ralleMassen- 
punkte des Körpers summiert. Wegen der Beziehung zur Eotationsachsc 
sagt man besser „Trägheitsmoment in Bezug auf eine bestimmt*' 
Achse“. So ist also Trägheitsmoment in Bezug auf 

die *-Achse, dasjenige in Bezug auf die tj-Achsi. 

dasjenige endlich in Bezug auf die «-Achse. Wir be- 
seidinen diese drei Trägheitsmomente durch resp. T^, T^, T,: 

J(10) T, = + *,*), 

1 T, =2’«»(V + !/»*)• 

Die folgende Untersuchung ist rein kinematisch; daher ist 
glmchgöltig, ob wir uns das (®, p.zj-System im Raume oder im piF' 
festliegend denken. Wir wollen für diesen Abschnitt annehme't- 
\{x,y,z) sei ein mit dem Körper verbundenes System, so ns* * 
Inach dem Vorhergehenden die Ausdrücke T,,T,,T^ Kötperkönstan ‘‘»i 
jsind, die fralich noch von der Lage des («.p.sj-Sjmtems im Körper i -- 
'hängen werden. . ■ , „ 

Wir legen uns jetzt die Frage vor, wie eine ParaPeb3^w®!j’“^'^ 
des Kowdihatensystems im Körper die Trägheitammiente b^^^ 

Wir wollen unter ö, h, c Konstanten verstehen nnd e^^^^jKoor o® 

System y, V einfübren’ durch die Fes^eMning: 
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t X := x' + a, * 

■{ y=^y' '+f>, 

a,b,e sind offenbar die Koordinaten des Anfangspunktes des (x', y', «')• 
Systems. Diese Werte setzen wir in Gleichung (10) ein. Es genügt, die 
Kechnimg z. B. für vorzunehraen, die übrigen können dann ohne 
weiteres hingeschrieben werden. Wir haben so: 

T.= 2»«,[(V+c)* + {y:+h)^] - + (6Hc^) 2 :«», 

+ 2c2»t,V+-2b "^m^yj, 

oder in anderer Schreibweise, da das erste Glied das Trägheitsmoment 
T/ um die a;'- Achse ist: 

(1*2) I Ty = Ty' + (a* + c*)2% + V. 

I T, — T,' + (b* + a*)^»i, -f 2h + 2a'^m^xJ . 

Die jeweiligen beiden letzten Ght'der dieser drei Gleichungen können 
in Beziehung zu den Koordinaten , h)', §' des Schwerpunktes, bezogen 
■ auf das (x', y', z')- System, gebracht werden. Denn es ist offenbar 
= ••• «s.w. Setzen wir noch so erhalten 

wir schließlich: 

I T, = T,- + M(6*+c*‘) +2cMä', 

(13) I =t Tj,- + M (c* + 0 *) + 2c M j' + 2oM jc' , 

1 T. = T,< + M(aHl»*) + 2aME' + 2bM t )' . 


Mau erkennt sofort, daß die Gleichungen (13) eine besonders einfache 
Gestalt annehmen, wenn j' = ^' = 5 ' = 0 ist, d. h. wenn der An- 
fangspunkt des (*', y', ^')-S 3 ^stenls mit dem Schwerpunkte zu- 
sammenfällt, Dies wollen wir von jetzt ab annehmen, und 
dann folgt: 

f T. = T,,+ il/(6*-fc®), 

(14) { T, = T,. + .l/(cHa*), 

: I T, - T.--fAf(o*+&®). 


Diese Gleichungen gestatten es offenbar, wenn die Trägheitsmomente 
^x> Ty', T,' um durch den Schwerpunkt gehende Achsen gegeben sind, 
daraus die Trägheitsmomente um parallele, nicht durch den Schwer- 
punkt gehende Achsen zu berechnen. Es ist z. B. offenbar (b*-l;^c*) 
gleich dem Quadrate des senkrechten Abstandes des Schwerpunktes 
von der «-Achse, (c*-t-o*) desgleichen von der y-Achse usw. Diese drei ) 
Größen wollen wir durch resp. Ä,*, hA Ä,* bezeichnen und haben Quillt 


f T, = T..+ Mk,*, 

1 T, a=T,< 


( 15 ) 
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in Worten: Das Trägheitsmoment für eine ^vorgesohriebene 
Achse ist gleich demjenigen für die parallele durch den 
Schwerpunkt gehende Achse, vermehrt um das Trägheits- 
moment der im Schwerpunkt konzentriert gedachten Ge- 
samtmasse des Körpers, bezogen auf die vorgeschriebene 
Achse. 

Da die Größen Mh^^, . . . stets positiv sind, da sie eben selbst auch 
Trägheitsmomente darstellen, so erkennt man, daß unter allen 
auf parallele Achsen bezogenen Trägheitsmomenten das- 
jenige um die durch den Schwerpunkt gehende Achse ein 
Minimum ist. 


y 



Fig. 102. 


Da der Koordinatenanfangspunkt yon'{x,y,z) im Körper festliegt, 
so ist offenbar: 

06) L + T, + T, = 2 2/.*+^,*) = Const. = 2 K; 

also kann nuua schreiben: 

{17> = = 

Die 0,, . . . werden manchmal als Mindingsche oder Binetsdhe Träg* 
heitsmomente bezeichnet; sie sind einfacher gebaut als die eigentlichen 
Trägheitsmomente T,, und man schließt daher die weitere Unter- 
sndinng in manchen Punkten zweckmäßiger an die 0^, ... an, von 
denen man ja in jedem Augenblick nach (17) zu den Trägheitsmomenten 
ubkgehen kann. Wir wollen uns das Bildungsgewtz d^r Größen 6yf 0, 
klatnuudien. Jedes Uassenteilchen m, ist dort multipliziert mit’ dem 
Quadrate der Projektion des Badiusvektors x,JKon«jponi|pldn>irf 4 r V,» 
auf die betreffende Botationsadisf. Die Oleichmgea^ sofort 
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ausgedehnt werden? auf eine beliebige Achse die durch den Koordinaten- 
anfangspunkt hindurchgeht. Denn nennen wir die Projektion des ab- 
soluten Betrages des Eadiusvektors 1 | auf diese s- Achse so haben wir : 

(18) = 

und nach (17) für das Trägheitsmoment T, um diese Achse: 

(19) T.-Ä-0.. 

Es liegt die Frage nahe: Wie verhalten sich die Größen der Trägheits- 
momente um eine durch den Koordinatenanfangspunkt gehende Achse 8, 
wenn dieser nach und nach alle möglichen Bichtungen erteilt werden? 
Um diese Frage zu beantworten, wollen wir bilden {Fig. 102). Be- 
zeichnen wir den Winkel zwischen der s- Achse und dem nach dem Massen- 
punkte weisenden Badiusvektor durch (s, r^), so ist die Projektion 
von I ty 1 auf die 5- Achse offenbar: 

5, = I t^l cos {s rj) — r, cos (srjj , 

oder, wenn die Bichtungskosinusse der s- Achse durch cos(sx), cos (sj/), 
cos (sz) bezeichnet werden: 

£= rjcos (r^x) cos {sx) + cos (r^y) cos (sy) + cos (r^z) cos (ssf)}, 
oder da 

cos (r, x) = » cos (r^ y ) « » cos (r^ z) « 

Tp Tp Tp 

ist: 

(20) 8^ = x^ cos (sx) + yp cos {s y) + cos {$z ) . 

Nunmehr bilden wir nach (18) Ö,. Dafür ergibt sich mit Hilfe von (20): 

1 0, = cos* (sx) + cos*(si/) + cos*(sz) 

(21) j 2 cos (sx) cos (sy) + 2 cos (sy) cos (ss) '^m,y,z, 

1 + 2 cos (s 2 ) cos (sx) 2 m, 2 ;,x,. 

Darin sind 

2wt,x.*=0„ '^m,y,*=e^, = 

Die drei Ausdrücke: 

= r/, , 

'^m,x^y, = Cf. , 

bezeichnet man als die „Deviationsmomento um die Koordinaten« 
achsen“; woher dieser Name kommt, werden wir später (in Nr. 77) 
erkennen. Damit läßt sich (21) schreien: 

I 0. = 0, • OOS* (sx) + 0, • cos* (sy) + 0. • cos» (ss) 

I -f 2 tr, ' 008 (s V) cos (««) + 2 TJy cos (s«) cos (s x) 

I Jk^Üy%m(sx)’<X)s^y) ,, 


( 23 ) 
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und nach (17) und (19) folgt für das Trägheitsmoment T, um die s- Achse; 

I T, = T, • OOS* (sa;) + cos* {sy) + T, • cos* {sz) 

-2f7. • cos {stj) cos (sz) — 2 17^ cos (sz) cos (s») 

— 2 P, OOS (sa) • cos (s y) . 

Beseichnen wir die Biohtungskosinusse der Kürze halber durch 01 , 02 , 0 ,, 
SO können wir übersichtlicher statt (28) und (24) schreiben: 

(25) ö. = « 1 * ö, + Oa* 0J, + a,* 0, + 20, o, P, + 20, Oi + 2oi o, P, , 

(26) T, = Ol* T,, + o,* T, + ff,* T, - 2a, o, P, — 2a, o, P, - 2ai o, ü, . 

Die letztere Formel gibt an, wie die Größe des Trägheitsmomentes T, 
um die s>Achse von deren Dichtung (o,, o,, o,) abhängt. 

Wir fragen nun, ob in gewissen Bichtungen (o,, o,, o,) T, 
einen Extremwert (Maximum, Minimum, Sattolwert) an- 
nimmt, und welche Bichtungen dies gegebenen Falles sind. 
Um dies zu entscheiden, bilden wir die Variation von T,, die wir gleich 
Null setzen müssen; dabei ist aber zu beachten, daß die Größen 01 , 0 ,. o, 
d« Gleichung gehorchen: 

(27) , Ol* + o,* + o,* = 1 , 

woraus folgt: 

(28) Oidoi + «ada, + ffsdos = 0 . 

Diese nmltipliziereD wir — genau so wie bei den analogen Betrachtungeii 
des d’Alembertschen Prinzips — mit einem unbekannten Faktor /. 
addieren sie zu dT, und setzen diese Summe gleich Null. So folgt; 

dT, = 0 = dai[aiT,-a, P^— ff, P, — Aoi] 

+ da,[a,Ty— 0, P^— ffi P,— Aff,] 

+ du,[a3T, — o, P,— OiPj— Ao,] . 
oder. anders geordnet: 

I dT.-doaa,(T,-A)-a,P.-a,PJ 
(29) ^ j + da,[-Oi P,+ o, (T,- A)-a, PJ 

1 +da,[-OiP,— o, P,+a3(T,— A)]=*0. 

LSfit sidi diese (jleichung erfüllen, so liefern die sich daraus' ergebenden 
'Werte die Bichtung oder die Bichtungen, in denen T, einen 

^ctremwert anninunt. Die Größen da,, da,, da, sind nun nicht unabhängig 
%^iiiander, sondern durch die Gleichung (28) miteinander verknüpft. 
Wir können also etwa da, als Funktion von da, und da, betrachten, welch 
letztere unabhängig voneinander sind. Wir bestimmen ntm in (29) deu 
unbestimmten Faktor, A so, daß der Koeffizient >vcm da, verschwindet. 
Wegen, der UnaUiängigkeit.von do^, da, kann die GlOichtmg (29) dann 
nur so bestehen, daß die Faktoren von da, und d<% sich f^, sich annnl- 
lieten. Insgesamt erhalten wir also für «inen 
drei Bedia^ngigieidningen; 


(30) 
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ai(T,-A)-fl^I7,-a3Üj, = 0 , 
i -a,D’.+aj(T,-A)-a8U, = 0, 

-Ol Cfy-Oj ?7^+a3(T,- A) = 0 . 

Da diese drei Gleichungen homogen sind, so liefern sie für die drei Un- 
bekannten Ul, Cj, Og nur dann von Null verschiedene Werte, wenn die 
Determinante des Systems verschwindet; es muß also dazu sein: 

IT.-A -V, ~U^ 

(31) , -U, T,-A -U^ =0. 

i -U, -U, T-?. 

Diese Gleichung stellt die Bestimmungsgleichung für A dar; sie ist vom 
dritten Grade und Trird im allgemeinen drei verschiedene Wurzeln 
A", A'" haben, deren jeder also nach (80) ein Wertetripel (uj, o,, o,) 
entspricht, die w resp. mit denselben Akzenten versehen wollen. Man 
kann nun zunächst zeigen, daß die drei Werte A', A", A'" stets 
reell sein müssen, sowie daß die drei Bichtungen (a/, 03', o,') , 
(oi", Uj", a,"), (oj'", Oj'", 03"') aufeinander senkrecht stehen, 
wenigstens wenn die drei A-Werte voneinander verschieden 
sind. *■ „■ 

Wir beweisen zunächst die Beellität der A-Werte. Zu dem Zwecke 
schreiben wir die Gleichungen (30) folgendermaßen: 

Osü, — Ult/, — Aa2=0, 

UiGj,— Ojl',— Aa3=0. 

Wir wollen nun einmal annehmen, A sei komplex, wir setzen also ver- 
suchsweise 

(33) A = 1 + m t ; 

dann werden auch die aus (32) folgenden a- Werte im allgemeinen kom- 
plex sein. Wir setzen also ebenfalls: 

(04) a, = a, -f b^i (v — 1, 2, 8) . 

(33) und (84) setzen wir in (82) ein ; für die erste Gleichung folgt dann z. B. : 

(ai+ibi) T, — (o, -f tbj) 17, — (o, -f tbs) Cf, — (1 -f ff>t) (o, -f- bjt) =0 , 

und daraus ebenso durch zyklische Vertauschung der Indizes x, 
und 1, 2, 8 die beiden anderen Gleichungen (82). Jetzt trennen wit‘ 
das Beeile von dem Imaginären. Die reellen Teile der Gleiohüngen (88) 

sind: ' 

I aiT.-OjCf.-ajC/,— lai-l-»tbi=0, 6, 

< OiI7,— lo,-l-»ib,=0, b,. 


I « 1 '.- 
(32) «sT,- 

\ a,T.- 


( 35 ) 
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Die imaginären Bestandteile liefern: 


(86) 


< 6,T,-baü,-6iü,— l6g-mOj=0, 
\ 63T, — oto3 =0. 


«1 

<h 


Die Gleichungen (35) werden, wie angedeutet, der Reihe nach mit 
^2» ^3» Gleichungen (36) ebenso resp. mit a^, a^, erweitert und 
dann sowohl die drei Gleichungen (85) wie auch (36) zueinander addiert; 
Das liefert die beiden Gleichungen: 



(Oibj Tjg 4* ^2^2 Ty + ^3^3 ^2) (®2^1 "t" 

- (« 3 ^ + « 1^2 + « 2^3 ^ L ) - ^« 1^1 + « 2^2 + « 3 *^ 3 ) 

+w(V+V+V) = ö. 



(® 1^1 ^ 3^3 ^*) (® 1^2 " f “® 2^3 ^ 3^1 ^ 

(%^3 ^y“t“^2^1 ^*"t“^3^2^x) U®l^l“l"®2^2"l"^3^3) 

-~m(ai* + a2Ha3*) = 0. 


Die Subtraktion der beiden Gleichungen (37) und (38) liefert: 
-m(V+ V+ V) = +wi(aiHV+«3*) » 

1)der, da w nach Voraussetzung von Null verschieden ist, da ja sonst / 
reell wäre: 

- (bl* + ^2* + ^3^) == {<^1 + «2* + «3®) • 


Diese Gleichung ist unmöglich, da die und reell sind, es sei demn 
daß alle a und h gleich Null wären, was durch (27) ausgeschlossen ist. 
^Iso führt die Voraussetzung, daß X komplex sei, zu einem 
Widerspruch; es ist also bewiesen, daß alle Wurzeln der 
Gleichung (3l) reell sein müssen. Jedem der reellen Werte 
i'" entspricht also ein reelles Wertetripel (aj, o,, 03); es gibt also 
itß allgemeinen, nämlich wenn A' 4= >1" 4= 1'", drei Richtungen, auf 
*4die als Achsen bezogen das Trägheitsmoment -T, einen Extremwert hat. 
Nun läßt sich auch leicht zeigen, daß X\ V" positiv sein müssen. 
Denn wir können die Gleichungen (80), In denen für X der Wert A', für 
,ni, Oj, 02 die zugehörigen Oj', Og', 03' eingesetzt worden sind, so schreibt'n: 






Werden diese beziehungsweise mit a^, a^, Og' "erw^fitert und addiert, so 
fo||t re'chts wegen (27) der Wert X*; links bei geeignete Z^mmenfa^ 
sung der Glieder:, , . 



361 


4 ♦ AUgmäne Dynamik starrer Körper. • 

iiin Vergleich mit (26) lehrt, i&ß i' das Trägheitsmom&nt um die 
Achse in der «'-Richtung (a,', Oj', Og') ist, also in der Tat 
positiv. Dasselbe gilt entsprechend füi- und Es ist also: 

f =T, , 

(41) 

I r'=v. 

Wir wollen nun weiter zeigen, daß für X' 4= X" 4^ die Richtungen 
.s', s", s'" aufeinander senkrecht stehen. Zu dem Zwecke erweitern wir 
die Gleichungen (89) statt mit a/, «3' mit a^' und addieren. 

Das liefert auf der rechten Seite den Ausdruck: 

(4‘2) A'(a/a2" +a2 02 ' + f^ a ^"') ; 

den auf der linken Seite brauchen wir nicht auszurechnen. Statt (39) 
nehmen wir jetzt die aus (30) hervorgehenden Gleichungen, in denen wir 
jetzt aber die Werte X", a^'', ag", Uj" einsetzen. Erweitern wir diese 
nun mit a^', Og', und addieren, so folgt rechts: 

(43) A'^a/a/'+ag'a/' + a/aa"). 

Die linken Seiten beider so erhaltenen Gleichungen sind aber identisch, 
wie man sich leicht überzeugt. Subtraktion der vollständigen Glei- 
chungen (42) und (43) liefert also das Resultat: 

(44) (r ^ ;/') (a/a/' +a2'a2" +a3'ü3-) == 0 . 


Da nach Voraussetzung 2/ 4= muß 

(45) a/u/' +^z<h" = ^ 


sein. Das ist aber der Kosinus d(*s Winkels zwischen s' und s", die 
nach (45) also senkrecht aufeinander stehen. Genau ebenso zeigt man, 
daß und sowie s" und s**' aufeinander senkrecht stehen. Die drei 
ausgezeichneten Richtungen s\ s'\ denen die Extremwerte der 
Trägheitsmomente zukommen, bilden also ein rechtwinkeliges 
Achsenkreuz. Man nennt diese drei Achsen die „Hauptträgheits- 
Hchsen“, die zugehörigen Trägheitsmomente* die „Hauptträgheits- 
momente**, 


Das Resultat unserer Untersuchung ist also folgendes: 

Durch jeden Punkt eines starren Körpers lassen sich im 
allgemeinen drei zueinander senkrechte Achsen, die Haupt-. 
D ägheitsachsen, legen, in Bezug auf die das Trägheits- 
uioment einen Extremwert (Maximum, Minimum, , SatteD. 
^^^t) aunimmt. Dies gilt natürlich auch für den Schwerpunkt, und^ 
ur diesen zeichnet man die Hauptträgheitsachsen jund die Hauptir&gheits- 
Wiomente, durch den Zusatz: „durch den Schwerpunkt“ auSi 
jj Bei den Betrachtungen mußte die Ungleichheit dei* »|rei 

Ptträgh^ts]EÄ|^^ voi;ausgesetzt werden. Wie liegt die Babhe 
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aber, wenn für einen Körperpunkt zwehHauptträgbeitsmomente, etwa 
A' und i'\ gleich werden, aber ungleich A"' sind? 

Dann läßt sich noch immer zeigen, daß die ^'-Bichtung auf der 
«'"-Eichtung, und ebenso die s^-Bichtung auf der s'"-Eichtung senk- 
recht steht. Dagegen läßt sich nicht mehr dasselbe beweisen für a' und a". 
Es folgt also nur, daß s' und a" in einer zu a'" senkrechten Ebene hegen; 
in dieser Ebene ist jede durch den Körperpunkt gehende 
Gerade allen anderen gleichwertig. 

Werden endlich für einen Körperpunkt alle drei Hauptträgheits- 
momente einander gleich, so läßt sich über ihre Bichtung gar nichts 
mehr aussagen: jede durch den betrachteten Punkt gehencU» 
> Gerade ist allen anderen gleichwertig. 

Der Fall zweier gleicher Hauptträgheitsmomente ist z. B. realisiert 
für den Mittelpunkt eines homogenen Eotationselhpsoides; aus Sym- 
metriegründen folgt bereits, daß die dritte Hauptträgheitsachse die 
dritte Hauptachse des EUipsoides ist, während alle durch das Zentrum 
des EUipsoides senkrecht zu dieser Hauptaclise gezogenen Geraden ein- 
ander gleichwertig sind. Der FaU dreier gleicher Hauptträgheitsmomente 
ist realisiert für den Mittelpunkt einer homogenen Kugel; das Trägheits- 
* moment um jede durch den Mittelpunkt gehende Achse ist gleich groß. 

Alle diese Verhältnisse werden besonders klar durch eine geometrische 
Konstruktion, die man Poinsot verdankt. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns in dem betrachteten Körpor- 
punkte die Hauptträgheitsachsen konstruiert, die wir als Koordinaten- 
achsen (x, y, z) nehmen woUen; etwa, um die Ideen zu fixieren, s' als 
x^Aohse, als j-Achse, 5"' als «-Achse. Dann nehmen die Bichtungs- 
kosinusse aj\ «2', 03' . . . 03"' folgende speziellen Werte an: 

I a/ =1; a2'=a3'=0; 
a/'-O; Os'-O; 

03'"=: 1. 

.^Petzi man diese Werte in die Gleichungen ( 89 ) ein, und zwar zunächst 
* di^ eingestrichenen, so folgt ans ihnen; 

, T, = ;.'; i/. = 0. , 

][|acbt man es genau so mit den zwei- und dreigestrichenen, so ergibt 
»'sieh fär die Hanptträgheitsachsen als KoordinatenachK »; 


I T.=//; T^=A"; ■ 

t Ü.= fr,= t7,=0, 


’and infolgedessen wird aus Gleichung ( 26 ), die das TrägheitBinoiiicn 

i ih Bezug auf eine beliebige Achse «, durch den betrachteten , K&perpuni' 

• ansdrübkt, wenn wir wieder statt o,, o,, Og tasp. *)| 

‘ ' eo§{»s) setzen: , ' 

(48y T,=T,cos*(«a:)+T,co8*(«»)4-t|»\4|w)^*., 
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die TjB,Ty, T, sind jetzt nach (47) die Hauptträgheitsmomente, 
die Deviationshaomente sind verschwunden; (48) steDt also den 
einfachsten Ausdruck für T, vor. Konstruieren wir nun eine Oberfläche, 
deren vom Koordinatenanfangspunkte (der mit dem gerade ins Auge 
gefaßten Körperpunkte identisch i^t) in einer behebigen s-Bichtung 
gezogenen Kadiusvektor wir B nennen und dessen Länge wir: 


(49) 


B 


C 

VX 


[C eine Konstante) 


nehmen, d. h. umgekehrt proportional der Wurzel aus dem 
Trägheitsmoment in Bezug auf die s-Achse, dann ist offenbai*: 

co8(5:r) = | , co8(sy) = |-, cos (s -j) » 

also nach (49): ^ 

(50) cos {s x) = , cos (5 y) == , cos {s z) ~ • 


Setzt man diese Werte in (48) ein, so folgt: 

( 61 ) _ + 



Fig. 103. 


Bas ist aber die Gleichung eines auf seine Hauptachsen 
bezogenen dreiachsigen Ellipsoides, da die Koeffizienten 

• . . alle positiv sind; die Achsen haben also die resp. Längen: 

C c . . * 

(Kg. 108). Geometrisch erhält man dieses Elhpsoid folgender'. 

niaßen: Man zieht' durch den betrachteten Körperpunkt die drei Haupt- ' 
trägheitsaehMn und trfigt nach beiden Seiten von ihrem Schnitt- 


punkte aus resp. Aehseii des 4 

kiUipsoides auf. ;^ern^. ziehe man eine • beliebige Achse s durtdi den- 



QU« 


jrcorror ikurjim'» 


Punkt und trage auf beiden Seiten den Bettag ab, wo T, aus 

Gleichung (48) zu entnehmen ist. Darin, daß wir die Werte auf 

y T, 

beiden Seiten der Achse abtragen, spricht sich die Tatsache aus, daß die 
Trägheitsmomente unabhängig vom Botationssimie um die betreffende 
Achse sind. Diese „Zweiseitigkeit“ der Trägheitsmomente werden wir 
in der folgenden Nummer noch ausführlicher würdigen. 

Sind für einen beliebigen Punkt die Hauptträgheitsachsen und. 
Haupttrl^heitsmomente bekannt, so kann man in ihm folglich dieses 
Ellipsoid, das sog. „Poinsotsche Trägheitsellipsoid“ konstruieren, 
das mit einem Schlage die sämtlichen Trägheitsmomente um durch 
den betreffenden Punkt gehende Achsen liefert, da der Badiusvektor 



Fig. 104. 


des EUipsoides der Wurzel aus dem Trägheitsmoment um den Badius- 
vektor als Achse umgekehrt proportional ist. 

Sind zwei Hauptträgheitsmomente einander gleich, so wird aus dem 
^i^beitBellipsoid ein Botationsellipsoid ; sind sie alle drei einander 
'gleich^ eine Kugel. Im ersteren Falle ist eine Bichtung ausgezeichnoi, 
aber in der dazu senkrechten Ebene sind die Trägheitsmomente um ali(‘ 
durch den Mittelpunkt gehenden Achsen gleich; im letzteren Falle sind 
alle durch das Zentrum gehenden Achsen gleichberechtigt. Ini id- 
gejmeinen aber haben wir es mit einem dreiachsigen Ellipsoid mit un 
gleichen Achsen zu tun; der längsten Achse entspricht d<‘^ 
Minimalwert, der kürzesten der Maximalwert des Trägheits- 
momentes, und der mittleren endlich das sogenannte „mitt* 
lere“ Hauptträgheitsmoment, wofür man auch manchmal dm 
Ausdruck „sattelwertiges Trägheitsmoment“ gebraucht. 

^ Von beendetem Interesse ist die Konstruktion des Trägheifeselhp' 
spides für den Körper-Schwerpunkt; da die ‘ 

dielen gehende Achseni verglichen mit sollhen^jd^^ Achsen, 
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die kleinsten s^ind, iet nach ^Konstruktion das im Schwerpunkt i 
liegende Trägheitsellipsoid, das sogenannte Zentralellipsoid J 
das größte von allen (Fig. 104). i 

Eine Bemerkung über die Berechnung der Trägheitsmomente und 
Doviationsmomente soll hier noch Platz finden. In vielen Fällen kann 
man die starren Körper als kontinuierlich ansehen und hat dann statt 
das Massenelement dw zu setzen, wobei die Summation in eine Inte- 
gration übergeht. Statt der Gleichungen (10) und (22) hat man dann: 

(10a) « Jdm{y* + z*), L =* J dm {x^ + y% 

(22a) Jdmyzj =- Jhnzx, Jdmxy. 

ln gewissen einfachen Fällen können die Trägheitsmomente und 
Deviationsmoinente nach diesen Formeln berechnet werden. Wie sie 
experimentell bestimmt werden können, w^erden wir im nächsten Kapitel 
erörtern. 


75. Tensoren; Tensortripel; lineare Vektorfunktion. 


In den Trägheitsmomenten stoßen wir zum ersten Male auf eine 
neue Klasse von Größen, die neben den Skalaren und Vektoren in der 
Physik eine große Bolle spielen. Das Trägheitsmoment nämlich 
ist durch seinen Betrag nicht völlig charakterisiert, sondern 
erst durch Hinzufügung der Bichtung der Eotationsachse, 
um die es genommen ist. Aber dennoch ist es kein Vektor, denn 
bei einem solchen ist die Dichtung einseitig, während beim Träg- 
heitsmoment beide Bichtungen der Achse gleichberechtigt 
sind. Dies drückt sich schon, wie wir in der vorigen Nummer erwähnten, 
darin aus, daß wir bei der Konstruktion des Trägheitsellipsoides den*' 


Ausdruck 


G_ 

Vf. 


nach beiden Seiten vom betrachteten Körperpunkte 


aus auf der Botationsachse auftrugen. 

Solche Größen, denen zw^ar außer dem Betrage eine 
Bichtung zukomrat, bei denen aber beide Seiten dieser 
Richtung gleichberechtigt sind, nennt man nach W. Voigt, 
dom man zuerst eine systematische Untersuchung dieser 
Größen verdankt, Tensoren. Der Name kommt daher, daß die 
Dehnung eines elastischen Körpers der typische Repräsentant eines 
fonsors ist. Denn wenn wir einen beliebigen Körper parallel einer be* 
«tmimteri Richtung dehnen, so genügt zur Charakterisierung dieser Deh* 
nicht deren Betrag, etwa die prozentische Verlängerung, sondern, 
muß auch die Richtung, parallel der die Dehnung erfolgt, ängeg^hon 
4.6f6n beide Seiten aber offenbar gleichwertig sind. Ih 
hlastizitätstheorie^ werden wir solche Tensoren häufiger antreff^il, 
ist deshalb zif^lonftßig, schon hier etwas ^nauer 




juwruMW^ fffurrcr joLvrj/tfr, 


schäften einzugehen. Auf einen .Unter^hied gegenüber den Vektoren 
j ipuB von Anfang an aufmerksam gemacht werden: Der Betrag eines 
1 Vektors ist stets positiv, der eines Tensors braucht es nicht ;su sein, 
jwie man am Beispiele der Dehnung erkennt. Eine negative Dehnung, 
! d. h. eine Verkürzung, ist ein Tensor mit negativem Betrage. 

Wir wollen einen Tensor beliebiger Eichtung durch Tj bezeichnen 
und fragen nach den Komponenten desselben, die wir 
nennen. Es läge nahe, nach Analogie der Vektoren Ti^^—Ticos (Tp®), 
TiySsTj cos (Tj,i/), Ti,«TiCos(Ti,;2) zu setzen; doch würden diese Formeln 
dei; Zweiseitigkeit des Tensors nicht Eechnung tragen, da, wenn man 
die Winkel (TpO;), (Tj,j/), um. jr wachsen läßt, die Komponenten in 
den dem Vorzeichen nach entgegengesetzten Wert überschlagen würden, 
während sie nach unserer Auffassung ungeändert bleiben sollten. Mankami 
diesen Übelstand auf folgende zwei Weisen vermeiden, die beide ihie 
Vorteile und Nachteile haben. Man kann nämlich erstens die Größen: 

(52) ^i=TiC0s2(Ti,x), Ei=TiCos2(Ti,2/), C’i=Ti cob^(Ti,z) 


als die Komponenten des Tensors bezeichnen, zweitens aber auch die 
Größen: « 



Al =TiCos (Ti,y) co.^; (Tj,^) , B/ ==T ^ cos (Tj, z) cos (Tj, x ) , 

Ci =T 1 cos (T 1 , x) cos (T i, y ) , 


die man nach Voigt als Tensorkomi)onenten erster und zweiter Art 
unterscheidet. Sie sind natürlich, da drei Stücke zur Bestimmung eim .-’ 
Tensors ausreichen, nicht unabhängig voneinander, vielmehr sieht man 
leicht, daß Eelationen zwischen ihnen bestehen; denn nach (52) ist ja: 

co8*(T„a:) - ^ , cosni,, j/) = = "?;■ ’ 

♦ 

' also ist nach (53): 

(54) = 


; oder, nach A^, 0, aufgelöst: 

(^) = B.» 


Cr’A,' 

~W~’ 


c, 




Wie wird nun durch die Komponenten erster und zweit' ' 
Art der Tensor bestimmt? Seien etwa die Komponenhm A^, Bj, 
§E8ter Art gegeben, so ist nach (52) zunächst 


|(56) • Ti=A+B,+(7,, 

I d. der Betrag des Tensors ist dnrcb die Komponenten erster A^' t 
bestünmt; aber seine Bicbtungskotinusse nur dem absolut' n 
; Betrage nach, denn aus (52) folgt nur: ^ 

! (37) cosCTj.*) - ± ]/^,, cos(T;j,y) - ± - ± / fl ' 
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Paduroh bleibt der Oktant, in dem der Tensor liegt, völlig un- 
bestimmt, indem die Gleichungen (57) acht möglichen Vorzeichen- 


kombinationen entsprechen: 

1) 

+ 

+ 

+ 

2) 

+ 

+ 

— 

8) 

+ 


+ 

4) 

— 

+ 

+ 

5) 

+ 

— 

— 

6) 

— 

— 

+ 

7) 

— 

+ 

— 

8) 

— 

— 

9 


wählend die in einem Tensor liegende Unbestimmtheit des Oktanten, 
die wegen seiner Zweiseitigkeit notwendig vorhanden sein muß, nur 
eine zweifache sein dürfte. 

Anderseits ist. wenn die Komponenten zweiter Art ge- 

geben sind, nach (56) und (55): 


(58) 


T, 


A' ' ^ cy 


d. h. der Tensor ist seiner Größe nach auch durch die Komponenten 
zweiter Art vollkommen bestimmt, aber gleichzeitig auch seiner 
Kichtung nach. Denn aus (53) folgt offenbar: 


cos (li,x) = Bl cos (Ti,y) = cos (Ti,^) 

oder: 

(59) co8(Tp x ) ; cos [l^y): cos(Ti, z) = • Jr » 


während gleichzeitig nach (57) und (55) sich für die Eicht ungskosinusse 
selbst ergibt: 


(60) 


cos(T„a:) = ±|/-^‘'y ; 

cos(T„ »/) = ± j 

1 


COS(T„ 2) = ± J 

' C.'T, 


IHe Größen unter dem Wurzelzeichen sind stets positiv, wie unter Be- 
achtung der Formeln (55) und (52) leicht folgt; die Eichtimgskosinusse 
fallen also stets reell aus, wie es sein muß. 

Eie Komponenten zweiter Art bestimmen also wegen (59) außer i 
d<.‘in Betrage der Eichtungskosinusse auch deren relative Vorzeichen; | 
sie bestimmen somit die Sichtung des Tensors vollständig und zeigen 
«ich somit den Komponenten erster Art überlegen. Sind zum Beispiel 
alle Größen A\ C positiv, so muß man wegen (59) in Gleichung (30) 
die Vorzeichen entweder alle positiv oder alle negativ wählen: 


1 ) + + + 
2 ) ^ - 
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d. h, man hat hier gerade diejenige ünbestimtatbeit, nlmlioh eine zweit * 
fache, die im Wesen des Tensors notwendig begründet ist. 

1 Dagegen zeigen sich anderseits die Komponenten erster Art denen 
I zweiter Art überlegen, wenn der Tensor Tj mit einer der Koordinaten- 
i achsen zusammenfällt; z, B. wenn Tj in die aj- Achse fällt, so ist nach (62); 


(60a) 

. pnd nach (53): 
(60b) 


-4|=:T|, jB^==:C7j=0, 


d, h. in diesem Falle versagt die Bestimmung des Tensors aus den 
^Komponenten zweiter Art, wählend die aus den Komponenten erster 
ZAürt möglich bleibt und sogar besonders einfach wird, da Tj direkt gleicli 
«ner Komponente erster Art wird. Daraus geht sofort hervor,, daß 
Al, Bl, Ci mit Tj gleichartige Größen sind, während dies für Ai,' B/, C/ 
offenbar nicht gilt. 

Wegen des folgenden ist es notwendig, zu untersuchen, wie die Kom- 
ponenten Al, Bl, Ci, Al, Bl, Gl eines Tensors Tj sich ändern, wenn 
man von dem Koordinatensystem (x,y,z) zu einem dagegen gedrehten 
{S,ri,C) übergeht. Von den Vektoren wissen wir bereits, daß sie sich 
fransformieren, wie die Koordinaten selbst; von den Tensoren, deren 
Komponenten ganz andersartig gebildet sind, ist dies schon von vorn- 
’ heran nicht zu erwarten, ♦ 

Es mögen (x,y, 2 ) und (^,ri,C) in folgender Weise zusammen* 
hingen: 

^ == «if + diV + «3^ > 

. 2 = yif + y*«? + ysC • 

^ '* 

I^Die Komponenten erster Art des Tensors Tj in Bezug auf das (f, //,?)■ 
;Ä^tejfn sind nach der Definitionsgleichung (52) offenbar: 

(52Ä) Ji;-T,‘co8>(T,,{); « TiC08*(Tj,!/); (?, « T, co8»(TpD. 

4^nigen zweiter Art nach (58): 

($8a) I * Ti T, co8(Tj,{)J5oti{Tjt{); 




T,cog(T,,ßco8{T,,?). 


Es sei nnn der Tensor T, durch eine vom Kpordinatenanffljig»t'un)^*^ 
|i,^zogene Strecke repräsentiert von der GrdBe Tj und von der ’di iK 
Sensor zukommenden Biditnng, von der wir einen d«| beiden möglichen 
j^nne willkürHeh anszeiohnen, und die daher entwvdel'dmrch die Wink' * 
Jii.»), oder durch (T»Ö,.(T„«), {T„Q;dl^niert »*. Df 
JSndptnkt dieser Strecke habe die K^r^oaträ (a; fj z) ifQ»- iß’ ’?> 

. E| ill d(^ ‘(^enbar; 



fl 

<|«n\i*X • ^fc^** * ÄiAiVV mÄ« <&>^<»C<« •**»-« 

Tct'>-ilV»ii~\^»ti>*y -<“i>/^i'> j Ajc*. fiJieX*. Ajuv*W*»«c4 

uÄ *T»wt ^►v^'LJL^^'n. , 

|?c'i Vi £* 

y U. A r, 


z' 

. 1 1 . 

i : 


rxr,i 

* ^.7i; : 

t 1 


T-, • i </ 

i A* 

t 

r* 

' r,./>,r, 

A r;^, 

A V.' ^ 


A' 

r/ 

A A A 

A r»Zi 

Vt. 

Tsi < : 

A‘ 

r/’ 

AA?i 

Anzj 



ft T„ ZK/, Ar.n \r,*rxf'i v> ^»tn 
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I ■ ' 
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cos (Tj* a?) « ” , cos (Tj, y) » > cos (T^, z) j 


H ' »I 

Abo köimen die Tensorkompbneoten in Bezug auf das {x,y,zySyntem 
geschrieben werden: 

I«) A,.^. C:- 4^: c/.a. 

Ebenso ist für die Komponenten im System: 

(61 a) Jj- , Ö, » ; J/- 4i , ß/- ^ • 


Drückt man nun in den Gleichungen (61) die Koordinaten x, y, z 
durch ihre Werte in rj, C »us, so erhält man z. B. für für das wir 
allein die Eechnung durchführen wollen: 


(52a) =01*1* + 02 *//* + + ^cLiCtzSt] 4- ^OgOgayC + 2a3aiCf , 


(1. h. unter Berücksichtigung von (61a) erhält man das folgende Trans- 
formationsschema : 


(62) 


Al ^ Aiü^ -{• Bia^-\- Via^^-\-%Ai f 

Bl - -Vi* + W+ 

Ci ^ A^yi^ + IiiY2^+ Giy32 + 2.4i'y2y3 + 2/fi'y3yi4"2CVyiy* , 

^ Al = AißiYi + fhßiVz 'l' ^'iß^yz “I“ Ai (ß^Yz +^33'2) 

+ >y (^3yi+/iy3) +^i'(^iy2 +Ä n), 

Bl = Ay,a, + 7 ^ 1^202 + ^irsOa + (^203 +^302) 

+ BJ (ys«! f yiOs) + 7^1' (yia 2 + 7 % «1)^ 

Gl = Aiüißi + ^^\^zß% 4" ^ 1<*3^3 “1" (®2^3 “t' ^ 3 ^ 2 ) 

4" B^* («3^ 4" 01 ^ 3 ) 4“ ^ '/ («1^2 4- «2 ft)* 


Bie Komponenten erster Art transformieren sich also wie 
tlie Quadrate, die zweiter Art wie die Produkte der Ko- 
ordinaten. 


Nunmehr können wir zur Untersuchung von mehreren Tensoren 
übergehen; denn in der Natur kommt häufig, ja sogar meistens, der 
Fall vor, daß Tensoren zu je dreien auftreten, die drei zueinander senk- 
rechte Bichtungen haben. Dann haben wir in der Voi gischen Äus- 
drucksweise ein sogenanntes „Tensortripel“ vor uns. Das Tenaor- 
tripel ist durch sechs Größen vollkommen bestimmt, nämlich offenj^ 
dwh die Beträge der drei Tensoren Tj, Tj, Tj, und durch die 4reä 
Winkel, die die Bichtttng des Tensorachsenkreuzes gegen das Koor^naten- 
^^ystem festlegem Wir wollen nun die Komponenten erster und 
jedes Tetäth dieses Tripels bilden; d. h. die Größen Ai, 
nV Og, Ct und die entsprechenden gestrichenen 


Bilden 


d^n dte, Jumnien der zusanmjengehärifen I^Qjttpdilön^^^ 
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A = 4i + -^2 + 

B =c= Bj -f Bg 4; B3 » 

C = + C 2 + C^f 

A'= .4i'+ ^ 2 '+ A^\ 
B'== B/+ 82 '+ B 3 ', 
C'= 0/+ ^^2 + ^3^ 


SO haben wir sechs Größen, die wir A, B, C, - 4 ', B\ C nennen 
wollen, durch die, wie sich zeigen läßt, das Tensortripel im 
allgemeinen gleichfalls vollkommen bestimmt ist. Man macht 
sich leicht klar, daß die obigen sechs Größen voneinander völlig unab- 
hängig sind, was eine selbstverständliche Voraussetzung der eben aus- 
i^gesprochenen Behauptung ist, daß sie das Tensortripel bestimmen. 

Betrachten wir zum Beweise eine beliebige Richtung s durch den 
Koordinatenanfangspirnkt, so können wdr derselben folgende Funktion 8 
mit Hilfe der sechs Größen A, B, C, A\ B\ C und der Richtung.*^- 
kosinusse cos (s x), cos (sy), cos ( 52 ) zuordnen: 



S=A cos* (s a?) -f B cos* {sy)+C cos* (s ^) + 2 ^ ' cos {s y) cos (s z) 
+ 2B' cos {$z)cos {sx) + 2C' cos (sx)co8 (sy). 


' Die hier definierte Größe S ist ein Tensor, da ihr zwar eine be- 
stimmte Richtung s zukommt, aber eine Änderung der Winkel (sx), 
(syj, (sz) um nichts an S ändert. 

Konstruieren wir nun eine^) Oberfläche zweiter Ordnung, indem wir 

den vom Anfangspunkte gezogenen Radiusvektor B = nehmen, 

wobei das untere Vorzeichen zu wählen ist, wenn S negativ ist. Dann 
«ind natürlich: 

: C 08 (sx) * usw., 

und aus (64) wird: 

,(65) ±l:=^Ax^+By^ + Cz^ + 2A'yz + 2B'zx + 2Cxy; 

(of, p, z) 8ind dabei die Koordinaten eines der Fläche angehöronden Punktes. 

Flache ist offenbar völlig bestimmt, wemi A, B, C, A\ B'. C 
gegeben sind. Man kann auch von den auf das (f , ??, f)*8ystem bezogenen 
GtdSen A, B, Z\ Ä\ Ü, Zf ausgehen, und eine (65) analoge Fläche bilden : 

[65a)^ ±1 + Gf* + 24'i?f+2/?C| + 2C?'|i7, 

wobei (f, rj^C) die Koordinaten eines Punktes der Oberfläiehe sind. Wii 
behaupten nun, daß die durch (65) und (66 a) definierten Fliehen ideu 

*) Dä» Wort „eine“ ist cum gruio seile zu versieben. Es sich ' 
weiteren EtCi^tmng zeigen, daß d» Gleiobung (65) .unter ümsdUidÄi zw^ f/ 

konjugierte Hyperboloid also zwei FUoIien zweiter Grd)|Uiig, darstellt. ' 

verstäiidnls ist durch die obige kurze Aueßtucksweisb ab^ ||d|^u»egßch. 
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" ■i'?=i=^-:rr-_ - -^---=:crj==z==rÄi;: 

tisdh sind, d. h. daß die nach der Vorschrift (65) gebildete Fläche gegen 
eine Koor^natehtransfori&ation invariant ist. Denn benutzen wir dig 
Gleichungen, welche f durch x, y, z ausdrücken, so folgt aus (65a): 

± 1 [a,®+Ay +n«P+ H<hX+ß2y+Yi^f+ öla^x+ß^yi-y^z]* 

-{-2ä [®3®'t*^32/"f'y3^*] 

+ 25 ' ia3X+ßay+ Yaz] [aiX+ßiy+ y^z] 

+ 2C {<iiX-\-ß2y-\-yiZ^[a3X-\-ß3y-\-ß2z]. 

Ordnet man diese Gleichung nach den Größen x*, i/*, z*, yz, zx, xy, 
BO hat man z. B. für den Koeffizienten von x*: 

doi® + 4- + ß/y'agOi + , 

und das ist nach der ersten Gleichung (62) nichts anderes wie A ; ebenso 
folgte als Koeffizient für y^, z^, yz, zx, xy resp. B, C, A', B', C'\ 
mithin geht Gleichimg (65 a) durch die Transformation wirklich in (65) 
über, womit die Invarianz der Fläche (65) gegen Koordinatentrans- 
formationen bewiesen ist. Daß wir auch wirklich die Gleichungen (62) 
hier benutzen dürfen, beruht darauf, daß die hier benutzten Größen 
A, B, C A', B', C nach Gleichung ( 68 ) Summen von Tensorkompo- 
nenten sind (z. B. A ist die Summe Ai + A^ + A^); die Summen 
transformieren sich aber natürlich wie die Summanden. 

Wählen wir nun speziell unser Koordinatensystem (x, y, z) so, 
(laß die Achsen rbspektive mit den Hauptachsen der Fläche (65) zu- 
sammenfallen, so müssen die doppelten Produkte verschwinden, d. h. 
A' = B' = G' =0 werden. Was bedeutet dies hinsichtlich der Lage 
der Tensoren Tj, Tj, T 3 des Tensortripels ? 

Wir wollen, um diese Frage zu beantworten, zunächst voraussetzen, 
daß die drei Tensoren Tj, Tj, T3 des Tripels voneinander verschieden 
sind. Ferner legen wir denselben für einen Moment, um die Zweideutig- 
keit der Bichtung zu beseitigen, einen bestimmten Bichtungssinn 
l'('i, so daß die Winkel (Tj, x) . . . bis (Tj, z) vollkommen eindeutig fest- 
gelegt sind; wir Wählen diese Bichtungen so, daß das Achsenkreuz des 
i ensortripels, ebenso wie das (x, y, 2 )-Sy 3 tem, ein rechtshändiges System 
'urd. Ferner bezeichnen wir der Kürze halber die Bichtungskosinusse 
der T gegen die Achsen folgendermaßen: 

cos (Ti, ®) = Ol ; cos(Ti,p) cos (Ti,s) = 

cos (Tj, x) = Oj ; cos (Tj, y)=ßt; cos (T*, z) — y2-. 
cos (T„ x) = oa ; cos (T 3, y) = ßs', cos (T3, «) = ya . 

0 P^c®®B®*eiohnungen sind so gewählt, damit wir für die zwischen dieatito 
de *VT ® Belationen die Gleichungen (33), (84), ( 86 ), (87) 

* P* 8 » 824 ff. unverändert benutzen können. 

DefmitionsgleicLungen (68) und (68) lassen äch nun die 
’® 8 «ngeir ‘ 4 ' ^ ß' ^ q so.sol^ibeh: 
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I ^ ^ißiYi + ^ißiYt + “^zßsYi — 0 

^6) l B' « Viai + TjyaOa + TayaOs == 0 / ^ 

I Cs T^^ißi + ~\~ *^303^3 Ä 0 . 

, Wir behaupten» daß, wenn diese Gleichungen befriedigt sind unter 
der Voraussetzung Tj 4= Tj =t= T3, die Tensoren mit den Koordinaten- 
achsen, also auch mit den Hauptachsen der Fläche ( 65 ) zusammenfallen. 
Zunächst ist leicht zu sehen, daß das eine hinreichende Bedin- 
gung für das Verschwinden der Gleichungen (66) ist. Denn ist z. B. 
Ti parallel der ®- Achse, Tj parallel der y- Achse, T3 parallel der 2- Achse, 
so ist Ol = Jjj = 73 = ± 1 , dagegen = 03 = y* = 03 = jS, «= 0, 

Man sieht in der Tat, daß unter dieser Voraussetzung die rechten Seiten 
^yon (66) sogar einzeln verschwinden; also ist Gleichung (66) erfüllt. Das 
ist natürlich auch der Fall, wenn Tj usw. einer der anderen Achsen parallel 
ist. Wir wollen nun zeigen, daß das Zusammenfallen der Tensoren mit 
je einer Koordinatenachse auch notwendig zur Erfüllung von (66) ist. 
Benutzt man die Belationen ( 85 ) des VL Kapitels auf pag. 824 , so 
Aann man die erste Gleichung (66) schreiben: 

^ s* Tj {ß2Y2'^ßzyz) + ^zßiYz + ^zßzYz ~ ^ * 

oder 

A s (Tj— Ti)^2y3 -f (T3— T|) = 0 ; 


analog die übrigen, so daß wir erhalten: 

I ^ * (T2~“ T|) ß^y^ + (T3 — T|) ß^y^ = 0 , 

(66a) ß' « (T3 ~ T,) y,a^ + (T3 - T,) 7303 == 0 , 

' I C SS (Tj— Ti) 02^2 + (T3— Tj) 03^3 = 0 . 

^ In dieser Gleichung sind ai,ßi,yi eliminiert; diese drei Größen können, 
wegen der Belation Cj* -f ft* + yj* = 1 nicht alle verschwinden; 
nehmen wir etwa an, Oj 4= 0 . Jetzt erweitern wir die zweite Gleichung (66a) 
mit ß^, die dritte mH y^ und subtrahieren; es folgt: 

^sC^a““ Tj) (yzßt'^Yißz) ~ 0 • 


Vporch Erweitern derselben Gleichungen mit resp. ß^ und 73 und Subtraktion 
i^lgt weiter: 

' 03(12- Tj) {Yzßz-Ytßz) = 0 . 


Öwide Gleichungen können vermittels der Belationen ( 87 ) des VI. Kapih Irf 
, auf pag. 825 einfacher geschrieben werden, da der dritte Faktor gk‘i^ i‘ 
Ol ist; also: 



(T3— Tj)oia, 0 , 

(T2-T,)oia3 = 0. 


Diese Gleichungen köimen nur ‘erfüllt sein, da T3— T|^,0, T3-- T1 + 
^ Oj4^ 0 sein sollen, wenn gleichzeitig ' ^ 
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Wegen oi* + 02 * + <* 3 * = 1 folgt daraus weiter, daß ± 1 , und 
damit aus Oj® 4 - ft* + yi® — Ö,'! daß auch /Jj = = 0 sein ‘ müssen- , 

bas ^stem 

ai = d:l; ßi = Yi = 0 

bedeutet aber, daß (unbeschadet der Zweideutigkeit, die sich 
im doppelten Zeichen von ausdrückt) mit der jr-Achse zusammen- 
fällt. Genau ebenso läßt sich zeigen, daß auch T 2 und Tj mit je einer 
der anderen Achsen koinzidieren; man kann es also durch geeignete 
Numerierung der Tensoren erreichen, daß mit der Achse, Tg mit der 
«-Achse koinzidiert. 

Also: Aus der Bedingung A' = B' = C'=0 folgt, wenn 
alle Tensoren Tj, Tg, Tg voneinander vers.chieden sind, daß 
die drei Tensoren je einer Koordinatenachse parallel sind, 
d. h. mit den Hauptachsen der Fläche (65) zusammenfallen. 

Das folgt jedoch nicht mehr, wenn zwei der Tensoren Tj, Tg, Tg 
einander gleich werden. Wir wollen nunmehr diesen Fall untersuchen, 
also etwa annehmen Ti=T 2 , aber Tg 4 ^ T^ und Tg 4 = Tg. Dann ver- 
einfacht sich ( 66 a) folgendermaßen: 

f (Tg Ti) ^g^g = 0 , 

( 66 c) I (T 3 -~Ti)y 3 a 3 = 0 , 

t (Tg—Ti) Ug^g = 0 . 

Diese Gleichungen sind nur dann und stets dann erfüllt, wenn 
zwei der Größen Og, /Sg, yg den Wert 0 haben; die dritte hat dann den 
Wert ±1 wegen der ßelation ag^+/J 3 ^+y 3 *=l. Sind z. B. a^z=ß^=z0, 
yj^z=z ±1^ so heißt das, daß Tg mit der «-Achse koinzidiert. Würden 
wir eine andere Wahl treffen, so würde Tg mit einer der beiden anderen 
Achsen koinzidieren; doch kann man dann die Numerierung der T so 
abändern, daß stets Tg mit der «-Richtung zusammenfällt. T^ und T, 
liegen dann in der ay-Ebene, aber über ihre Richtung läßt sich nichts 
aussagen. 

Sind endlich alle drei Tensoren einander gleich, Tg = Tg = Tg, so 
sind die Gleichungen ( 66 a) stets erfüllt, bei beliebiger Lage der Tensoren. 

Nehmen wir nun den ersten Fall T, 4= Tg 4= Tg an. Dann folgt 
aus ^'=:B' = C' = 0, daß die Richtungen dieser Tensoren resp. den 
Koordinatenrichtungen parallel sind, und durch geeignete Numerierung 
kann erreicht werden, daß T^ parallel der aj- Achse, Tg parallel der Achse, ; 
Tg parallel der «-Achse wird. Dann werden die Winkel folgende Werte J 
annehmen: 

(T,,a:)«0, ' (Tpy)-.(Tp«)«±Y; 

(Tg.#- ± i , (Tg, y)^0, (Tg,«) « ± f ; 

ä) * dt ^ * (Ts> y) ** i -g * ® > 
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Abo wird nach den Definitionsgleichungen (63) und (52): 

ß = ßj = Tj , 

C=C3 = T3, 

abo die auf (x, y, z) ab die Hauptachwn bezogene Fläche (66): 

± 1 = TjX* + TjÄ* , 

und, wenn die Größen der Halbachsen derselben durch a,b,c bezeichnet 
werden, so muß sein: 

C-T.-). 

Es ist nun die Fläche (65) stets durch die Werte A, B, C, A\ B\ C' 
völlig bestimmt, da die Größen und Bichtungen der Halbachsen be- 
stimmt sind, und damit auch die Größen und Bichtungen der 
Tensoren Tj, T2, Tg des Tensortripels. Dieses ist also, wenn 
Ti+T 2 4 =T 3, durch die sechs Größen A, B, C, A\ B\ (7 voll- 
koBcunen bestimmt, was zu beweisen war. 

Snd dagegen Tj = Tg 4= Tg, so folgt, wenn wir die Bezeichnungen 
unverändert lassen: 

C = Cg = T3 und /f =B==Ti==:T 2; 

]dnd die Fläche (65) wird dann eine Botationsfläche: 

Ti(a:»+.V") + Tg^« = ±l. 

Es sind dann zwei Halbachsen einander gleich (0 = 5), und man hat also: 



Die durch A,B,0, A\ B\ C bestimmte Botationsfläche bestimmt durch 
die Größe der Halbachsen zwar die Tensoren des Tripels der Größe nach 
noch vollständig, aber die Bichtung nur eines Tensors, Tg, während die 
Biohiung der beiden anderen in der zu Tg senkrechten Ebene unbestimmt 
bleibt. Diese Unbestimmtheit liegt in der Natur der Sache, da in dieser 
.letzteren Ebene alle Bichtungen gleichberechtigt sind, wie sich sofort 
der Bedeutung der Fläche als Botationsääcbe ergibt. 

^ Sind endlich alle drei Tensoren einander gleich, so ist zwar die 
* Größe derselben bestimmt, nicht aber die Bichtung derselben. Die 
'^Fläche wird um ihr Zentrum symmetrisch, also eine Kugelfläche, 
und. alle durch das Zentrum gehenden Geraden sind gleichberechtigt. 

'vDie sechs Giößen A, B,C ,A', B',C' nennt man, weil durch si« im 
all^ineinen das Tensortripel völlig bestimmt ist, der Kftrze halber ein- 
lieh die Komponenten erster und zweiter Art des^j^enso^ipelö* 
Sind die Tensoren Tj, Tg,. Tg alle positiy oder aÜ^'he^fäv, so ist 
die jpiäche (66) ein BlUps^id; ist dies 
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Gleichung (65) zwei zueinander konjugierte Hyperboloide. Man spricht 
jedoch der Einfachheit halber gewöhnlich von Fläche (65) als dem 
„Tensorellipsoid“, während man besser „Tensorfläche“ sagen 
sollte. 

‘ Die Beziehungen dieser Untersuchung zu den Trägheitsmomenten 
liegen auf der Hand. Das Trägheitsmoment um eine beliebige durch 
einen gegebenen Punkt gehende Achse in der Eichtung $ ist nach (26) 
ebenso durch sechs Größen T^, T^, T^, bestimmt, wie 

nach (64) der Tensor S in der Eichtung s durch die sechs Größen A, B,C, 
A\ B\ G\ Das Trägheitsmoment um eine beliebig gerichtete Achse 
ist daher ein — stets positiver — Tensor. Das TrägheitseDipsoid ist 
ein spezieller Fall der Tensorfläche, die Trägheitsmomente um die Ko- 
ordinatenachsen sind die Komponenten erster Art, die Deviations- 
momente die Komponenten zweiter Art eines Tensortripels, dessen 
drei Tensoren Tj, Tg, Tg mit den Hauptträgheitsmomenten identisch 
sind. 

Man kann noch in einer anderen Weise, als dies hier geschehen ist, 
die Tensoren einführen; diese zweite Art wollen wir hier erwähnen, weil 
sie in der Elastizitätstheorie die von selbst gegebene ist. Wir köimen 
nämlich die Gleichung der Tensorfläche (65) in folgender Weise schreiben: 

i 1 =s! (A X'\“C y B X 
+ (C'x + By + A'z) y 
+ {B'x-\-A'y + Cz) z . 

Daiin können wir x, y, z, die Koordinaten eines Punktes der Tensor- 
fläche, als die Komponenten t,, ty, Vg des Eadiusvektors t nach diesem 
Punkte bezeichnen; diese sind mit linearen Ausdrücken multipliziert, 
die gleichfalls als Komponenten eines Vektors dt betrachtet werden 
können, so daß 

( = + C"ry + 

iienn da die linke Seite der Flächengleichung ein Skalar ist, so stellt 
in dieser Auffassung die rechte Seite den Ausdruck 

• r, • + «y • ty + », • t, 

und das ist das skalare Produkt der Vektoren fR und t, also eben- 
falls ein Skalar, wie es sein muß; die Auffassung, die durch Gleichung (67) 
ansgedrückt wird, ist also zulässig. In diesen Gleichungen sind Vektor- 
komponenten als lineare Funktionen der Komponenten eines anderen Vek- 
tors ausgedrückt; man nennt deshalb 8t eine „lineare Vektorfunktion 
f ^ V ®P^ 2 iell in unserem Falle ist die lineare Vektorfunktion homogen 
ein absolutes Glied fehlt, und die symmetrisch 
Glieder gleiche Koeffizienten haben, ibiff lineäre 
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homogene symmetrische Vektorfunktion bat sechs unabhängige Koef- 
^ fisdenten, wflirend eine beliebige lineare homogene Vektorfunktion deren 
offenbar neun hat. Die sechs Koeffizienten der Vektorfunktion (67) sind nun 
die Komponenten unseres Tensortripels. Umgekehrt lassen sich stets die 
sechs unabhängigen Koeffizienten einer linearen homogenen symmetrischen 
Vektorfunktion als Komponenten eines Teflsortripels auffassen j denn 
von der linearen Vektorfunktion (67) gelangt man rückwärts zur Fläche 
(66), und diese bestimmt ja, wie wir gesehen haben, ein Tensortripel dev 
Größe und Richtung nach im allgemeinen vollständig. 

Dieser Gesichtspunkt wird in der Elaistizitätstheorie im dritten 
Buche der vorherrschende sein. 


76. Die Eoleriohen Gleichungen für einen in einem Punkte lestgehaltenen 

Körper. 

Bevor wir daran gehen, die Bewegung eines ganz freien starren Körpers 
zu untersuchen, wollen wir zunächst die Bewegungsgleichungen für einen 
in einem Punkte festgehaltenen in geeigneter J’orm aufstellen. In diesen 

Punkt S legen wir den Anfangspunkt 
sow'ohl des (jf, y, ;j)-Sy8tems als auch 
des (f, f)-Systems (Fig. 105). Mit 
Bezug auf das ruhende (ar, y, ^)-Systein 
{ haben wir nun die Momentenglei- 

chungen (7). Die Lage des beweglichen 
Systems (f, r), f) wird entweder diiroli 
** * die neun Bichtungskosinusse Cj . . . 
gegen (a:, y, z) unter Beachtung Hrr 
zwischen ihnen bestehenden sech< 
Belationen, oder durch die Euh i- 
schen Winkel 9 ?, y bestimmt. Wir 
Pig. 106. werden später das O-Bystt in 

mit den Hauptträgheitsachsen «lun K 
di^ festen Punkt zu.sammenfallen lassen; vorläufig aber wrollen wir 
darin volle Freiheit bewahren. 

Nun wollen wir die Gleichungen (7) auf das bewegte Systf^m (f, ri, ' 
beziehen, üidem wir alle Größen a?^, darauf trau * 

formieren. Zwischen den Kraftkomponenten Y^, Z^ und^ H,., Z, 
bestehen die nämlichen Transfonnationsgleichungen, ^e zwiHclnn 
{x,y,z) und (f,i7,f)» nämlich die Gldohungen (29) VI. Kapitels auf 
pag.828, in denen, da die Nullpunkte zusammenfaljei|' oJo» 0 ' 

setzt werden müssen. Dies fol^ sofort aus dem Umstande, daß die Kräit<^ 
vom Koordinatensystem unabhängige Vektoren sii||^ Wir erhalten 
zunächst aus der Glmchnng (29) VI. KiapiM beliebi]^ 

y> k)t, 

. >* 
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^ «j + H «j + 2 «g , 

Y^Eß,'+Hß, + Zß„ 

2»=yj +Hyg + Zy,; 

also folgt z. B. für das Moment der Kraft 9t um die a:- Achse: 
Zy-Yz^[E.Yi+Hr,+ZY»)(iß, + riß^ + ;ß^) 

— (^ßi+ H/?g + Zßg)[iYi + VYi + S^'g)- 

Bevor wir an die Ausrechnung gehen, wollen wir eine kürzere Bezeich- 
nung einführen. Wir nennen das resultierende Drehmoment der Kräfte 
SR und seine Komponenten nach den (x, y, z)- Achsen resp. SW^, »i ,TO^, 
seine Komponenten nach den beweglichen Achsen entsprechend 
SR,, 3R,j, SHj. Also ist z. B. für das Moment einer Kiaft: 

— Y; 2 ; Wl^ = Zi? — usw. 

Man erhält leicht: 

3», = (= V - H Dö'g ß, - Y, ß,) + {H^- ZfiW, ß, - r» ß,) 

+ (Zi-~Q[Ytßi-Yiß»), 

oder, unter Benutzung unserer neuen Bezeichnung und imter Bäcksicht 
auf die Gleichungen (87) des vorigen Kapitels (pag. 825): 

aH. = SR,.ai + SR,.ag + 8Rf.ag, 

und so fort für die übrigen Momentkoni[)onenten. Insgesamt erhalten 
wir also das Kesultat: 

[ SR, tti -f 3»^ • ug + SRf • oj, 

(68) ^y=%-ßi + ^.rß2 + ^>-ß,, 

\ 9l.= «. yi + 3R, >’* + SRf ys. 

otler nach SBj, 3R,, 3Rj aufgelöst: 

( 3R.= aR,-ai + 3«g-ft + 8R,.yg, 

(68a) I + + 

l SRf = SR, • «s + 3Rg • + 3R; • ys. 

6- h. auch die Kraftmomente transformieren sich wie die Kräfte und 
oordinaten. Nicht dasselbe gilt von den auf der rechten Seite auf; 
retenden Geschwindigkeiten, die bekanntlich von der Bewegung des 
Koordinatensystems sehr wesentlich abhängig sind. Hier müssen wir 
anter Zuziehui^ der Formel (29) des VF. Kapitels (pag. 828) einfadt 
■^usrechnen. Wir erhalten so für den auf der rechten Seite von (7) stehf^n.-’ 
Ausdruck — wir behandeln wieder nur die erste Gleichung — ; 

^ - 4' ' - (tYr + ->-3? + £-4?) (« A + 1 A + d) 

, ■ , , ~ (* jf + ■' -jf + f 4f ) (i >’l t « )•,,+ 
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Das liefert ausgerechnet: 



dx dz 

und zwei analoge Gleichungen folgen für die Ausdrücke z — jj- x, 

die sich aus den obigen durch geeignete zyklische Vei- 
tauschung ergeben. 

Nunmehr ziehen "wir, um die Koeffizienten von f*, bequemer 

ausdrticken zu können, die Gleichungen (52) des VI. Kapitels auf pag. 881 
heran, welche die Kotationskomponenten in Bezug auf die C-Achseii, 

4r’ W’ * durch die Kosinusse . . . ^3 ausdrücken. Es ist naelj 
diesen Gleichungen z. B, 


iL 

^dt 

dt 


du 


dfy 


^3 dt dt ^3 dt 


d »t 

‘'2 jr 


+ ßt vf*' + yt 


dfj 

ir 




iBrweitem wir diese, wie angedeutet, mit resp. und 03 und addiiren, 
so folgt: 


«3 Ir + “» d l “ ^^2 “2 “ d 1 ■ 


:^i nnd daö wird nach den Gleichungen (87) des VI. Kapitels (pag. 825 j; 



Ibotalog fo^en die beiden anderen Gleichungen durch geeignete zyklisclif 
Vertimschnng: 



«1 


A* +•« A?- 

di di 
dr , dn 

Ti +“»Tr 


ä|? “'j'ilf • 


Bezeichned wif die Faktoren von jj f , i’l» f jy'in (89^<^lÄuÜg der K'i' » 
halber durch die reep. Abkürzungen 4|', ' 

«dureibar; 
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+ ^ (“> vr + “i 7r) + 4'- « f + '«.'• £1 + 4'- { 0 , 

oder auch in anderer Zusammenfassung: 

(’2) fe* + f*) + «, If- (?* + 1*) + «3 -j?- (I* + 

+ f I -f I . 

Entsprechende Formeln ei-geben sich für aij und x--~ yj • 

äT"' - TT ® j "(>?* + O + + I*) + ^3 (I* + ,2) 


(73) 


(f o; 


dn , 


+ 4"-*?? + 4"*?^ + 4"- 1*7. 


dl ® - -rf = yi -57 ('7* + ?*) + y* (f* + I*) + y, -Jf (I* + ,2) 


Versehen wir in (72) un<l (78) die «roßen £r, y. z. f, y, c usw. mit 
dem Index r. multiplizieren mit m, und summieren über die ganze 
M^se des starren Körpers, so stellen die zeitlichen Ableitungen der so 
erhaltenen Gro^ dm Kiaftmomente um die ®, r- Achsen dar, die wir 
also durch SR^, W,, SR^ zu bezeiclmen haben; rechts treten die Ausdrücke 

27»..(^* + ?/). :^mX* + sV)i 2%(l,* + o, 

auf, die nach den Erörterungen der Nummer (74) nichts anderes sind als resp. 

Tj, T,, Tf, ü^, U^, U^, , 

(1. h. die Trägheitsmomente und die Deviationsmomente um die S- «- 
f- Achsen. Also folgt zunächst: ' 


(74) 


SR B ^ 

st t 

% 


dt 

a» « 

y dt 
d 
dt 


dn. 


45r’'‘f + “2jfT,+«, Jj’Tf + 4 ' -D.+j; .D,+ 4 ' .4 


d(. 


_^^dt ^f'*'4” *^f-^4' ■^7''‘4" 

■^t + ya^[T,+y,-JJ-Tf+4"^D^+4''^^/^+4"^4 

I'ur späteren Gebrauch wollen wir hier noch die Größen J ' A 


( 75 ) 


AJ B 3 il* _ y i/t 4. /} „ dft 

Ps d < 7^» Tr + Pi T? ~ T', -jf 1 

.J ' B Ä _ y 4Ä . o dji _ dft 
t i« ri d/ 7^1 di ^ Fs d« ^*'dt7’ 


L 4' «^“iL _ «4a + Ä ia y 

Sch.. • ^ d< TfF» d* • y» dT* 
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Daraus ergeben sich die entsprechenden zwei- und dreigestrichenen 
Größen, indem man bei konstantem Index die Buchstaben y 

zyklisch vertauscht. 

Die Gleichungen (74) sind recht unangenehm zu behandeln; sie ge- 
statten aber eine weitgehende Vereinfachung, wenn man jetzt das (f , ?/, f)- 
System geeignet festlegt. Bisher w-ar es ja nur insofern Ix'stimmt, als der 
Koordinatenanfangspunkt desselben sich in dem festgehaltenen Punkt ti 
des Körpers befinden sollte; jetzt aber wollen wir das 
System mit den durch diesen Punkt gehenden Hauptträg- 
heitsachsen zusammenfallen lassen. Dann verschwinden nän^cli 
nach Gleichung (47) die Deviationsmomente, d. h. = 

^U3yd Tj, T^, werden identisch mit den Hauptträgheitsmomenten, die 
wir, wie es üblich ist, durch A, B, C bezeichnen wollen. Dami wird ans 
(74); wenn wir gleichzeitig noch (68) W,, 91, durch 91^, 91^, 91^ 

ausdrücken: 



«.•yi+«,-y2+«i:'y3=s7 




dt 


di ' di 


]|ührt man rechts die Differentiationen aus, und erweitert diese Glei- 
chnng^ der Beihe nach z. B. mit «j, und addiert sie, so folgt 

hi^ daher ergibt sich, da rechts 


<h«t+ßißt+yin 

/ 


«i«s + ßu% + Yir, = «1 h? +ßi^ + yy 


dH. 


dt 


dt 


'di 



^ dfi dt 1, 1 dl di ^ 'y dt ) 

+ ^-dt' r » ~dT + ßy dt + yy dT) ' 


od^ äiit fiäcksicht auf die Gleichungen (52) des VI. Kapitels auf pag. 331 : 


^ 7/* ^ 1< 7r + ^ ~iT UV' 


nsw. ffe die eweite und dritte der Gleichungen (76). Mah erhält 
sichlieSlich folgende Gleichungen, die man Leonhard Euler verrianlU, 
die sogenannten „Eulerschen Gleichungen": 



B-Sl + W-CI-lf-If.Siy 

,s , . ' ^ 'V Sr 
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Aus ihnen läÖt sich in gewfssen einfachen Fällen 1^’ 4f 

stimmen, und dann hat man aus den Formeln (61) des vorigen Kapitels, 
die wir hier nochmals anschreiben: 


- sin v- sin^ 4f + 


d Q 
dt 


cos & 


d (p 

hf 


dip 

dt 


die drei Eulerschen Winkel <p, yf, & als Funktionen der Zeit zu be- 
rechnen. Dann ist die Lage des (f,?y,C)-Systems gegen das im Punkte S 
befindliche, an der Botation nicht teilnehmende (a;, ;?)-System zu jeder 
Zeit bestimmt, und damit ist allt^s erledigt. 

Die Eulerschen Gleichungen (77) gestatten Glied für Glied eine 
anschauliche Deutung; es genügt, die erste von ihnen zu betrachten. 

A , das Produkt aus einem Trägheitsmoment und einer Winkel- 

beschlounigung, ist das Analogon zur d’Alembertschen Trägheits- 
kraft, und ist ein Eotationsmoment äußerer Kräfte. Nach den 
Bemerkungen a'm Schlüsse der Nr. 73 würden diese beiden Glieder die 
einzigen sein, die auftreten könnten, wenn die Botationsachse 
gleichzeitig im Baume und im Körper festläge. Die Euler-, 
sehen Gleichungen beziehen sieh nun aber auf ein nur im Körper 
festes Koordinatensystto und die erste der Eulerschen Glei- 

chungen stellt eine Botation um die im Baume variable f-Achse dar. 

Man sieht also von vornlierein, daß das Glied {C—B) sein Auf- 

treten der Botation des benutzten (f, f)-Systems verdankt. Nun 
haben wir bereits früher gesehen, daß bei Zugrundelegung eines rotie- 
renden Bezugssystems scheinbare Kräfte auftreten: die mit der Zentri- 
fugalkraft identische Führungskraft und die Coriolissche Kraft. Die 
letztere entsteht nur, wenn der betrachtete Massenpunkt eine Bewegung 
relativ zum rotierenden System hat, was hier nicht der Fall ist, da 
mit dem starren Körper verankert sind. Es können also — so vermuten 

wir — die Glieder (C— B) ^ ^ und die entsprechenden in den übrigen 

Eulerschen Gleichungen nur Botationsmomente der Zentrifugal- 
kraft sein. Diese Behauptung wollen wir im folgenden verifizieren. 
Es sei in Fig. 106 OC die Bichtung der augenblicklichen Botations- 
achse, die also, wenn wir den Betrag der resultierenden Botatikte 

durch oj abkfirzen, Blphtjmgskosinnsse 
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dt . dt dt 

(ü ’ 6) ’ O 

besitzt. Koordinaten eines beliebigen Massen- 

punktes m/y den Banmpunkt Q bezeichnen wir durch Das 



von ihm auf die Eotationsachse gefällte Lot trejfe iliese in G und habt^ 
die Länge Die auf den Massenpunkt Avirkende Zentrifugal- 
kraft hat dann den Betrag (nach Kapitel II, Nr, 26, 61. (23) auf pag. 86 j : 

und, wenn a, jS, y die Winkel sind, die die von C nach gerechnete 
Bichtang vonB, mit den (f , ?y, f)- Achsen bildet, so sind die Komponenten 
der Zentrifugallaaft auf das Teilchen m/. 

= Wy B,,co8a, 

= cos/?, 

^¥C =** y • 

Älso^ wenn wir über den ganzen Körper summieren^, folgt für die Koiu“ 
ponenten der gesamten Zentrifugalkraft: 

«.«ö>*-2w,B,coay, 

^ y 

nnä tör .cUe Hoaponenten de« 
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7 “ 

=* (>)*'^[m^%R,co8Y - m^C^R^coaß], 

y 

{3»,} = W* 2 {i^y ?» COS a - TO, I, jß, cos r\ , 

y 

{SRfl = «*21”^»^» R,cosß — TO,»/, B,co8«}. 

*• 


Wir müssen nun B^cosa, R^conß, fi^cosy, d. h. die Projek- 
tionen von By auf die drei Achsen ausdrücken. Da B^ gemäß der Fig. 106 

die geometrische Differenz von OP^ und OC darstellt, so sind die Projek- 
tionen von By einfach gleich der gewöhnlichen Differenz der entsprechenden 

Projektionen von OP^ und OC; die Projektionen der ersteren Strecke sind 
offenbar ÖC müssen vär aasrechnen, und zu diesem Zwecke 

bilden wir den Kosinus des Winkels & zwischen der Eotationsachse OC 

und dem Lagevektor OP^; da die Richtungskosinusse der ersteren, wie 
schon oben angegeljeii, resp. 

diT dx dq 

‘ 'df ~dt ~df 


die des letzteren offenbar 




sind, so ist 




COS& = 


-j-r «f + -j r tr 




^*^1" i* ''1- J‘ _ 

lind für die Strecke ÖG erhalten wir aus dem Dreieck OOP/. 

I-Ln 

"At 


OC 


du 

dl 


c « X 

Vy + ~ TT” Vv + "TT 


dt 


Die Projektion OC' von OC auf die f- Achse ist also 

dn dt 
dt 


bc 


dV’”'*' dt 


also ist endlich der zu bildende Ausdruck B,cosa: 


dn 


Sy + 


dq 

dt ^ 


ebenso; 


dn 

dt 


dx 


dq 




B,C0Ba - I, - • 

B,C 08 /?- 1 ,,^^A 

f 4. Al« 4.ALr 
. “ -tf 
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und mit diesen Teerten werden die Momente der Zentrifugalkräfte j 

du . , dx „ 'dd 

■5r^'+-Tr’'+Tr‘' 




;• _ li. . 

^ di 


dx dt dT’’”'*' d* ^ 1 
0,«- — 


und zwei analoge Gleichungen für {3R^j und {SB J . 

Den Ausdruck für {WJ wollen wir ausrechnen, und dabei gleicJj 
die Ausdrücke (22) für die Deviationsmomente einftihren; dann folgt: 


i«.i - -It TT + (4f )' + 2 4f 


dg 

di 


- u, 


dit 

:Tr 


dt 



dt 


dg 

dt 



Da aber die C- Achsen mit den Hauptträgheitsachsen durch dm 

festen Punkt zusammenfallen, sind alle Deviationsmomente gleich Null; 
also ist einfacher: 





. li 

~dt dt 


Die Ausdrücke ond sind die sogenannten Bi net- 

r r 

sehen Trägheitsmomente, die wir in Nr. 74 (Gleichung 17) durch resji. 

und bezeichnet haben; sie hängen nach derselben Gleichung mit 
den Trägh^tsinomenten T, und folgendermaßen zusammen: 

T, = -K-ö,, 

T, = Ä-0f, 

•Im ist Öf— Tf, oder gleich (B—C), da T^und Tj hier uiit 
Hanptträ^rätsmomenten identisch sind. Also «ird {9t.} (ntxi 
gilt für |9l,} und {9^}): 


Es können also die Enlerschen Gleichungen (77) geschrieben werdf n: 




{77a) 

,• * 

1 




womit die fragliidi^ Glieder tatsächlich il^ Dettili^:^ Botation^* 
momente der Pfil||ongB*(Z^tri^8l-)Krafl» ^ 
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ruhte; nur sind die Führungskräfte mit unter die äußeren Kräfte auf- 
genommen, was der allgemeinen Theorie der Nr. 26 auch vollkommen 
entspricht. 

Man kann endlich die Eulerschen Gleichungen in sehr ein- 
facher Form mit Hilfe der Vektorsymbolik schreiben. Denn berück- 
sichtigt man, daß der Drehimpuls ll die Komponenten -4—, 

(7 die Eotationsgeschwindigkeit tt die Komponenten 

hat (alles auf das bewegte (f,ry,C)-System bezogen), so sieht man leicht, 
daß die Botationsmomente der Zentrifugalkräfte als die Komponenten 
des Vektorproduktes [ll tt] aufgefaßt werden können, so daß man die 
Eulerschen Gleichungen in der folgenden Vektorgleichung zusammen- 
fassen kann; 

(77b) + = 

Dabei ist geschrieben, um die vom bewegten System aus beurteilte 
Änderungsgeschwindigkeit des Drehimpulses II von der Änderung 

die vom ruhenden System aus bemrteilt ist, zu unterscheiden. 

Wir haben damit gleichzeitig einen allgemeinen Zusammenhang zwischen 
<ler von einem ruhenden und von einem bewegten System aus gemessenen 
Ändermigsgeschwindigkeit eines beliebigen Vektors Ä gewonnen: 

( 78 ) 

Denn bei der Transformation des II. Impulssatzes (etwas anderes sind 
ja die Eulerschen Gleichungen nicht) auf das bewegte System haben 
wir von ll nur allgemeine Vektoreigenschaften benutzt. 


77. Reduktion der allgemeinsten Bewegung des starren Körpers auf zwei 
einfachere Bewegungen. 

Wir haben jetzt die allgemeinste Bew^egung eines starren Körpers 
zu untersuchen; diese ^äßt sich jedoch auf zwei uns bereits bekannte 
Rewegungstypen zurückführen, nämlich auf die Bewegung eines mate- 
riellen Punktes und auf die in der vorigen Nummer be- 
handelte Bewegung eines starren Körpers um einen fest- 
gehaltenen Punkt. 

Aus den Bewegungsgleichungen (6) und (7) des starren Kör]^ 
äßt sich nämlich folgender Schluß ziehen: Zunächst lehren die Gwi- 
^ringen (6), daß der Schwerpunkt sich so bewegt, wie ein 
^viasse^unkt, auf den die Gesamtkraft 3?#« wirkt, und der 'die' Ge- 
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samtmasse ==5 M Hes starren Körpers besitzt. Der Schwerpunkt 

V 

bewegt sich also wie ein isolierter Massenpuhkt. 

Die Momentengleichungen (7) beziehen sich auf ein im Raume festes 
Koordinatensystem (ä, y, ;?), Wir wollen nun aber zeigen, daß sie 
auch für ein Koordinatensystem {z\ y\ z') gelten, dessen 
Anfangspunkt im Schwerpunkt S des Körpers verankert ist, 
^tind deesen Achsen den x, ^-Achsen dauernd parallel sind. 
{x\ y\ z') führt also im allgemeinen eine beschleunigte Translations- ' 
bewegung gegen das Fundamentalsystem (oder das (ic, 2^)- System) aus 
(Mg. 107). Machen wir uns zunächst klar, was es bedeutet, wenn die 





Oleichungen (7) auch für ein im Schwerpunkt l)efestigtes, (x, y, z) dauernd 
* paralleles System (x', y', O gelten. Das heißt .doch offenbar nichts 
fuaderes, als daß die Translationsbewegung des Schwerpunktes sich in 
den Gleichungen (7) nicht bemerkbar macht, daß also der Schwer- 
pnnkt hinsichtlich der Momentengleichungen (7) als ruhend 
bdtrachtet werden kann. Die allgemeinste Bewegung d(^ 
Katarren Körpers ist damit reduziert auf zwei wesentlich ein- 
eine Translationsbewegung des sich wie ein Massen- 
punkt verhaltenden Schwerpunktes, und eine Rotation 
starren Körpers um den festgehaltenen Schwerpunkt. 

Wir gehen jetzt zum Beweise dieses fundamentalen Satzes übt j. 
Es seien die Koordinaten des Schwerpunktes S im (x, y, r)-Systein, 
stets, durch* jf, t), i bezeichnet; dann sind die Koordinatfm (x'^, 
eines beliebigen Punktes P im neuen System mit seinen I&ordinattn 
(Xy, y^, z^) im alten System durch die Gleichungen Verbunden: 

( x,-E + x;, 

, 
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ßieichnng (7), für die wir die BechiSimg allein durch- 

■ +».-)- y.» + o) - + ^f) (» + v:) . 

oder anders geordnet: ~ (-^y + (ä + «/)} • 

.2|y.y;- y. v| + «2'^. - ä2r. - .42’’». 


+4 


(-21 « -i if) +4 («2».-&'- a2-».^l 


(■2f2''».y.'- 2!-2*>.v) 


Nun sind aber, da die Koordinaten (s',9',i') des Schwerpunktes im 
neuen System stets gleich Null sind: 

M5'=2m,<= 0 

und ebenso: 




so daß schUeßlich folgt, wenn rechts die Differentiation im zweiten 
Gliede ausgeftihrt wird: 

2" i'.v) + (»2^. - *2’'.)- 42-”. (-2?».'- v) 

+ 2 ’”'(S'>-S-»j- 

Zieht man jetzt die Gleichungen (G) heran, so heben sich die auf beiden 

beiten stehenden zweiten Glieder infolge des Schwerpunktsatzes heraus, 
und es folgt: 

die in der Tat nut der ersten Gleichung (7) völlig übereinstimmt. 

H‘ ist der behauptete Satz bewiesen, und wir haben nur noch 

le otation eines starren Körpers um seinen als festliegend gedachten 
werpunkt zu untersuchen. Das ist aber liereits in der vorhergehenden 
rlwi- 8^sohphen, und wir haben also — wenn wir das System {*', *') 

•«^^eichnen, da wir den. Schwer- 
kif 7 1 - betrachten können — durch den vorhergehenden 

sehen rliS* Gleichungen (74) und (76), sowie der Euler- 

system fA Schwerpunkt S liegendes Koordinaten- 

Bichtn bewiesen, und zwar der beiden ersteren für eine beliebige 

daß ^ *?■» f'Achsen, der Eulerschen Gleichungen für den P^, 

Punkt 7 .;? “i* den Hauptträgheitsachsen durch den Schwer- 

r Äusammenfallen. 

b«chsten KfiS “®ht ein, die vielmehr dem 

Kapitel vortobalten bleiben sollen. 


(/*/ 


0 , 
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SiwrKie eintt itiina ESnwi« 


49t es nütssUohi^. den Ausdruck ^diö ldi 
S^l'o^ st^xcn E&rpers zu besitzen. Wir haben natörlioh 


dabei ist die Qesoliwindigkeit jedes Punktes nach dem festen Ko- 
ordinatensystem (x,y,z) zerlegt; aber es muB natürlich dasselbe heraus- 
kommen, wenn nach den Achsen des (f,jy,C)-Systems zerlegt wird. Dann 
haben wir an Stelle der obigen Gleichung die folgende: 


(80) 




' und darin setzen wir für ~-i — die Werte ein, die aus den Glei- 

chungen (51) des VL Kapitels auf pag, 331 sich ergeben, wenn man 
diese durch dt dividiert und zur Grenze dt=0 übergeht. Diese Glei- 
chungen werden dann mit etwas veränderter Bezeichnung: 



d I» ^ d|o . w d X 
dt dt df 



dfjp _ d^ V dp u dj^ 

dt dt dt ’ 

dt dt dt ^^^dt ' 


Durch Kombination vdn (81) mit (80) ergibt sich für die doppelte kinetisclie 
' Energie der Ausdruck: 


(4?)’+ (4f)’t + (If)’ 

+ (4f) + V) + (4f) + o 

+*(4f 4 t - 4f 

+2(4f4f-4f7r)2-^f:,.\ 

Benutzen ■wir die Werte (10) und (22), (är dia ’ 


urnl 
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Peviati»nß,momeij|e b^üglicb der Achsen, so werden diese^i^Bf* 

drücke» ^ Gesamtmasse M einführen: 


(82) 


Ä-«((4f)'+(4«V(4^)} 


.(4r) 

Vt,| 

[dt ; 

r+i 

ü ^ 

dn 

dl*" 

217, 

dn i 

Jt 

(dlo 

d Q 

di. 

dz 

U< 

TT*“ 

dt 

dt 

Mi 

dn 

dS, 

dg 

[dt 

d i 

dt 

~df 

/dio 

dz _ 

dfi. 

d n 

ur 

dt 

dt 

dt 






Wählen wir als Anfangspunkt des (f, C)-Systems den Schwerpunkt, so 
wird 

(4f)V (-!?)•+ 


wenn ^ der 
sind dann 


Betrag der Geschwindigkeit des Schwerpunktes ist; ferner 
==2%?» “ 


und HO folgt für 2L: 

I 21 - «e + T,(^)'+ T, T, (Aj-)’ 


( 88 ) 




Man kann daher L als aus zwei Teilen bestehend auffassen: 

(84) L«fc> + L', 

WO L' eine leicht ersichtliche Abkürzung ist. Das erste Glied ist die- 
jenige kinetische Energie, die der Schwerpunkt haben würde, wenn 
in ihm die Gesamtmasse konzentriert wäre; L' ist die kinetische Energie 
dos starren Körpers bei festgehaltenem Schwerpunkt, also die kinetische 
Energie der relativen Geschwindigkeit in Bezug auf den Schwerpunkt; 
man nennt L' daher auch kurz „die kinetische Energie relativ 
zum Schwerpunkte“, oder auch, da die Bewegung um den fest- 
gehaltenen Schwerpunkt eine Rotation ist, die kinetische Energie 

der Rotationsbewegung, dagegen wird die kinetische 

Energie der fortschreitenden Bewegung des Schwerpunktei 
is'^^nannt. ^ 

Eine weitere Vereinfachung für 2L fo^, wenn wir die 
Achsen durch den Schwerpunkt so legen, daß sie mit den Haupteägheits 
wichsen z^aminenlallto; denn 4ann .werden: 
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und BO folgt: 
(85) 


T,^A, 


T,-B. T,^C, 


2L»Mc» + ^(-Jf)’+ß(4f-)’+c(^)’ 


und wenn endlich der Schwerpunkt festliegt (c=0): 

(86) 

Derselbe Ausdruck ergibt sich offenbar auch, wenn nicht der Schwer- 
punkt, sondern ein beliebiger anderer Punkt des Körpers festgehalten wird. 
Mit Hilfe dieses letzten Ausdruckes für L lassen sich z. B. aus dem 
lEtamiltonschen Prinzip (oder aus den Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen zweiter Art) die Eulerschen gewinnen, worauf jedoch hier 
nicht näher eingegangen werden soll; der Leser sei hierfür etwa auf 
Kirchhoffs „Mechanik“, Vorlesung 6, verwiesen. 


79« Da« Kräftesyatem de« starren Körpers; Statik. 

An einem starren Körper werden im allgemeinen Kräfte der mannig- 
faltigsten Größen und Bichtungen angreifen. Es entsteht so für die 
Djnf^mik die Aufgabe, diese Kräftesysteme auf möglichst einfache Typen 
atiruckzuführen. Diese Aufgabe ist ganz analog der im vorigen Kapitel 
geloeten kinematischen, wo für die allgemeinste Bewegung eines starren 
Körpers nachgewiesen wurde, daß sie auf eine Translation und eine 
Botation zurückgeführt werden kann, die insbesondere so gewählt werden 
können, daß eine „Bewegungsschraube“ sich ergibt. Bei der kine- 
matischen Untersuchung haben wir von der Vektorrechnung keinen Ge- 
brach gemacht; dafür wollen wir sie hier in den Vordergrund stellen. 

Um das jetzt vorliegende Problem zu lösen, führen wir zunächst 
den Begriff der „äquivalenten Kräftesysteme“ ein. Die an einem 
«tarren Körper angreifenden Kräfte kommen in den Bewegungsgleichungen 
(6) und (7) nur in den Kombinationen: 

‘2^.. Ä 

; ~ - z^xS, - x, </,) 

r r 9 

vor. Fassen tnr diese sechs Größen vektoriell zu je dreien zusammen, 
so kann man anch sagen: Wir haben es in den Bewegnngsglei* 
ehuhgen nur zn tun mit den beiden ans den Kräften ge- 
bildeten Vektoren: 


(87f 

2«. 

v^d 


(88) 
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Jedes Kräfte^ystem also, das unter gleichen Umstäliden auf 
den starren Körper wirkt, und das ihit dem wirklich vor- 
handenen in den Ausdrücken (87) und (88) übereinstimmt, würde 
dieselbe Bewegung hervorbringen, wie das tatsächlich an- 
greifende System, und wird daher dem gegebenen Kjaftsystenpi 
als „äquivalent“ bezeichnet. Die Aufgabe ist die, das tatsächliche 
Kraftsystem durch ein möglichst einfaches äquivalentes zu ersetzen. 

Zunächst möge ein ganz einfacher Fall von Äquivalenz betrachtet 
werden, der auf den Charakter der an einem starren Körper angreifenden 
Kräfte ein Licht wirft. Es wirke an dem starren Körper nur eine Kraft 
die durch eine äquivalente St ersetzt werden soll. Dazu muß nach (87) 
und (88) St die beiden Bedingungen erfüllen: 


I «“«1 
i [t«] »[*.«.] 


Darin sind die Lagevektoren der Angriffspunkte P und von St und 
durch X und bezeichnet, konstruiert vom festen Koordinatenanfangs- 
punkte 0 aus. Die erste Bedingung (89) fordert, daß die äquivalente 



Kraft St der wirklich gegebenen Sti an Größe und Bichtung gleich sein 
^oll. Sehen wir für einen Moment von der zweiten Bedingimg (89) ab, 
^>0 haben wir etwa das Öild der Figur (108). Darin ist schon St^Sti ge- 
wählt; nach der zweiten Gleichung muß aber sein, wenn wir die erste 
mit hinzuziehen; 

, [««] = [tl«l] = [*!«]. 

Oder 

Qieichung hat die drei Lösungen: 

(91) • »=0; 8in(t-ti,«)=0. 

l>ie beiden ersten sind trivial; denn iür ist öberba^t 
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Kraft an dem Körper vorhanden, und für würden die Angriffs- 
punkte von St und zusammenfallen, d. h. das selbstverständliche 
Besultat folgen, daß eine Kraft mit einer ihr gleichen am gleichen An- 
fangspunkte äquivalent ist. Somit bleibt nur die letzte Lösung übrig, 
daß der Winkel zwischen (t— t^) und ft. gleich Null wird. | t— tj | ist 
aber die Strecke PPj, d. h. die Verbindungslinie beider Angriffspunkte, 
die demnach mit ft^ (und ft) die gleiche Eichtung haben muß. Es folgt 
also der Satz, daß eine Kraft fti einer gleich großen ft äqui- 
valent ist, wenn der Angriffspunkt der letzteren nur so 

bestimmt wird, daß die Eich- 
tung von fti durch denselben 
geht; im übrigen kann der 
Angriffspunkt der Ersatz- 
kraft auf der so bestimmten 
Geraden beliebig verschoben 
werden. Fig. 108 erfüllt diese 
Bedingung nicht und muß daher 
durch Fig. 109 korrigiert werden. 
Man kann das anschaulicher aus- 
drücken: Eine Kraft kann in 
ihrer eigenen Eichtung im 
starren Körper beliebig ver- 
fiicboben werden; sie ist also — wie der Drehungsvektor — ein 
*,4iBi^öflüchtiger Vektor“. 

Man erkennt ferner leicht die Eichtigkeit des folgenden Satzes: 
Gegeben sei ein beliebiges Kraftsystem und ein ihm äquivalentes, das 
also nach Definition mit dem ersteren die Stücke (87) und (88) ge^ 
meinsam hat; drehen wir nun das äquivalente System um,, d. h. die 
Eichtung jeder Kraft desselben, und fügen dieses inverse äquivalente 
System deip gegebenen Kräftesystem hinzu, so werden für das kont 
fainierte System offenbar: 



(92) 


2 «. 
V 


0 , 


0 . 


Wa« bedeuten diese Gleichungen? Das erkennAi wir, wenn wir die Gl' )- 
diuug des Prinzips der virtuellen Verrückungen bilden: 

(93) - ^ 0. 


Setzen wir darin für dr,, dy„ die Werte von GleithUng (8) diese? 
Kapitels ein und argumentieren im ülurigen genau 90,, wie bei Au&tellun^; 
der Bewegnngsgleiidinngen in Nr, 78, so erhalten ..wir als Gleifii- 
gewicht'sbedingungen für den starren Körper: 

2^. -Sn 
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oder •vektoriell geschrieben: 

d. h. ebendie Gleichungen (92); diese stellen also die Gleichungen 
der Statik eines starren Körpers dar. Ist der Körper zur Zeit 
^=0 in Buhe, so bleibt er unter Einwirkung eines den Gleichungen (92) 
gehorchenden Kraftsystems in Buhe; war er zu Anfang in irgendeiner 
Bewegung (z. B. Eotation) begi'iffen, so bewegt er sich so weiter, als 
ol) gar keine Kräfte an ihm wirkten. Wie diese kräftefreie Bewegung 
ausfällt, werden wir in speziellen Fällen im nächsten Kapitel zu unter- 
suchen haben. 

Wir haben damit den Satz: Das gegebene Kraftsystem und 
ein inverses ihm äquivalentes halten sich am starren Körper 
4as Gleichgewicht. 

Nun gehen wir zur allgemeinen Untersuchung über. Da eine Kraft 
sich nach dem obigen durch eine andere Kraft ft ersetzen läßt, wenn 
nur der Angriffspunkt geeignet gewählt wird, so liegt die Frage nahe, 
oi) stets einem beliebigen Kräftesystem fty(v = l,2...) eine 
Einzelkraft äquivalent sei? Nennen wir diese Einzelkraft ft und 
(len Lagevektor ihres Angiiffspunktes r, so muß nach Definition der 
Äquivalenz für diese Kraft sein: 

J 

\ V V 

d. h. di(^ äquivalente Einzelkraft ft muß einerseits gleich sein der Besul- 
tante der Systemkräfte, und zweitens ihr Moment gleich der Summe 
der Momente 2 SRy der gegebenen Kräfte. Wann ist dies der Fall? Wenn 
wir die zweite Gleic^^ung (94) skalar nüt ft multiplizieren, so folgt: 

»[r ft]«ft23R.* 

V 

Nach der Definition des skalaren und vektoriellen Produktes aber kann 
man sich leicht — eventuell durch Ausrechnung — überzeugen, daß 
ft [t ft] = r [ft ft] ist; der letztere Wert ist aber gleich Null, da [ft ft] =^0; 
tilso lautet die letzte Gleichung: 

r 

oder wenn man nach (94) die Werte einsetzt i 

¥ ¥ 

Woichung (95) stellt die Bedingung dar, der die gegebenen* 
ivrafte gehorchen müssen, wenn sie durch eine Einzelkraft 
setzbar sein »ollan. Da das gegebene Kraftsystem aber ganz will- 
kürlich ist, so nird im allgemeinen Gleichung (95) nicht erfüllt seiB^" und 
Wir haben dkher i^&chst das wichtige Pesultat: . tm allgemeinen ist 
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das an einem starren Körper angreifende Kräftesystem nicht 
durch eine Einzelkraft ersetzbar. 

Immerhin ist der Fall, wo dies dennoch zutrifft, in der Physik von^ 
großem Interesse, und wir wollen daher untersuchen, wann Gleichung (95) 
erfüllt ist. Sie hat drei Lösungen: 

(96) • 

V y V V 

Nehmen wir zunächst Dann ist nach der ersten Gleichung (04) 

auch ft=0; nach der zw'eiten Gleichung (94) muß daher 2 [^k®*- 3=Ö 
sein. heißt aber, daß das gegebene System 

t ¥ 

sich das Gleichgew^icht am Körper hält; in diesem Falle ist es 
durch eine Einzelkraft ersetzbar: aber der Fall ist deshalb uninteressant, 
weil die äquivalente Einzelkraft Null ist. 

Die zweite Lösung wäre = d.h. die gogelnmen Kräfte 

müssen so beschaffen sein, daß das resultierende Drehmoment der- 
selben gleich Null ist. Das ist möglich, wenn entweder alle Kräfte 
gleich Null sind — ein offenbar trivialer Fall — , oder wenn alle ver- 
schwinden, d. h. sämtliche Kräfte im Koordinatenanfangspunkt au- 
greifen, oder endlich, wenn die Richtung jeder Kraft St^ parallel ist, 
d.h. iwrenn die Kräfte radial auf den Anfangspunkt hin oder von ibni 
fort weisen. Dieser letztere ünterfall ist mit dem vorhergehenden iden- 
tisch; denn da die Kräfte linienflüchtige Vektoren sind, so können sie, 
ürexm die letzte Bedingung erfüllt ist, auch stets an den Koordinaten- 
anfangspunkt verschoben werden. 

Der dritte Hauptfall endlich tritt dann ein, ^enn die resultierende 
&aft 2®, und das resultierende Drehmoment ^ derselben 

r ¥ 

z^nkrecht aufeinander stehen. 

Diese letzte Bedingung ist z. B. stets erfüllt, wenn die Kräfte parall^d 
uizd gleichgerichtet sind, wie z. B. die Schwere. Nehmen wir eine 
der wirkenden Kräfte heraus, z. B. ®i, so sind alle anderen mit üir 
^cbgerichtet, unterscheiden sich also nur im Betrage, d. h. nur nni 
einen j^lareni Faktor von derselben, so daß man schreiben kann: 

Abo bt 

¥ ¥ 'l 

wenn wir-dns skaloFe Aggregat 2o, durch a abkürzen; ferner ist cian» 

- ‘ ' V" 
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wollen wir durch X bezeichnen ; 'f ist offenbar eine Art von Mittel- 
wert, der mit Hilfe der a, aus den t, gebildet ist. Dann wird: 

» 

Nach Definition des Vektorproduktes steht nun [i senkrecht auf der 
Ebene des Vektors t und des Vektors fti, also ist hier in der Tat das 
resultierende Drehmoment [««,] senkrecht zur resultierenden Kraft 
= ® fti gerichtet. 

Im Falle paralleler gleichgerichteter Kräfte ist daher die Bedingung 
(95) stets erfüllt: Parallele gleichgerichtete Kräfte — insbeson- 
dere also die Schwere — sind daher stets durch eine Einzel- 
kraft ersetzbar. Diese ist nach (94) nach Betrag und Eich- 
tung gleich der Eesultanten der wirklich angreifenden 
Kräfte. Die Eesultante ist in «fiesem Falle offenbar gleich 
der algebraischen Summe der Einzelkräfte. 

Nachdem im obigen die drei möglichen Fälle charakterisiert sind, 
in denen ein Kräftesystem durch eine Einzelkraft ersetzt werden kann, 
müssen allgemein wir den Angriffspunkt dieser äquivalenten Einzelkraft 
feststellen. Dabei schalten wir den uninteressanten ersten Fall 2#^®* 0 

r 

aus. Dann läßt sich stets aus (94) ein Punkt finden, in dem diese 
J’änzelkraft als angreifend gedacht werden kann. Denn schreiben wir 
die zweite Gleichung (94) in Koordinatendarstelluug, wobei wir aus der 
ersten für tt seinen Wert substituieren, so folgt: 

Dwin sind die sechs Größen • • • gegeben 

und bekannt; es folgt aus (37) z. H. für y und 2 die Darstellung: 


(98) 


2 " ’ 

, „ * 2 + 2(-Yy *y - Zy *,)_ . 


Heide Gleichungen stellen Ebenen dari deren Schnittlinie der geometrische 
Grt für den Angriffspunkt der äquivalenten Einzelki-aft ist. Daß es. 
T. 1.'*^ ^“nkt, sondern eine Gerade ist, ist selbstverständlich, da die 
hnifte linienflüohtige Vektoren sind. Eine besonders einfache Form 
iitdiraen die Gleichungen (98) in dem nicht seltenen Falle an, da$ alle 
.uäfte parallel und gleichgerichtet sind, ä. B. im Falle der Schwere, 
die die Erfüllu^ der Bedüngung (95) schon vorhin naohgewiesen wprde. 
funon wir die Biohtungskosinnsse der narallelen Kraftvektoren a.k.v.« 
w können wir schr^'beni-r*' . 
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\ z, =;y • 


und dann ergibt sich für den Angriffspunkt aus (98) und (99): 


( 100 ) 


2 «» + «2 »V Ä» - ß'2,<^yßs . 

y « 2 a, 

- _ ®x2 *, +i‘ 2 *, «v - }i 25, a, 

* ,r2»/ 


oder in eleganterer Anordnung: 


{ 101 ) 


2 *,a, 


2 a, 




y 


2y,_a, 

28r 



Das ist eine Gerade von der Dichtung {a, ß, y), d. h. parallel der Rich- 
tung der Kräfte, die durch den Punkt 


(102) 


X 


2 »>a, 
2 a, ’ 




2 y,a, 
2a, ’ 


z 


2 *,a, 

“2är 


faindurchgeht. Dieser Punkt ist genau so aus den Koordinaten und den 
Kröten gebildet, wie der Schwerpunkt aus den Koordinaten und den 
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Manen; er beißt „Mittelpunkt der parallelen KrÄft^*. 'In 
Vftnti man die Ein^lkraft anbringen, abw natürlich 9 >n^, da die Kra 
ludttoflüchtig ist, an jedem Funkte der durch ihn hindnrchgehenut « 
Geraden (101). sperielleri Fällen wird der Mil^lpunkt der paralk i'H 
Kräfte mit dom Schwerpunkte identisch, wenn nft^^ ^ gämthc an 
Ä, {HTOportional den Massen % sitid, .wie dies z. B. bw 4® Schw« n- 
der FiÄ ist. 


f Kachdem iHr jetgt die spedeOen f i 
'eine Eiin^krait ' " ‘ 


__ in denen 
ifclst., -wollen WH' 
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zur Vorbereitung auf das Folgende ein einfaches Beispiel behandeln, 
in dem dies nicht mehr^der Fall ist. . * 

Es mögen an einem starren Körper zwei entgegengesetzt gleiche 
Kräfte fti und = angreifen und die Verbindungslinie * ihrer 
Angriffspunkte Pj und Pg falle nicht in die EichtuUg der Kräfte (Fig. 110), 
Die^ vom Koordinatenanfangspunkte aus konstruierten Lagevektoren 
der Angriffspunkte Pj und Pj seien ti und Damit eine Einzelkraft ft 
diesem Kräftesystem äquivalent sei, müßte nach der ersten Gleichung (94) 
sein: 

ft = ftj + ft2 “ 0 > 

und folglich müßte nach der zweiten Gleichung (94) auch 2 ^er- 

* ‘ V 

schwinden. Dies ist hier jedoch keineswegs der Fall; denn nach Fig. 110 
ergibt sich: 

+ [*2 » 2 ] “ [«1- *2» Äil; 

V » 

uud das ist von Null verschieden, da der absolute Betrag des 
Vektors (ti — t*) gleich dem Abstande Pj Pj der Angriffspunkte ist, 
und dieser nach Voraussetzung nicht in die Richtung von 9} f&llt. 
Also ist in der Tat keine Einzelkraft dem betrachteten 
System äquivalent. Dasselbe stellt vielmehr einen selb- 
ständigen Typus eines einfachen Kraftsystems vor; man 



nennt es ein „Kräftepaar“ oder einen „Drehzwilling“. Wir be- 
zeichnen es durch Als Betrag des Kräftepaares ^ bezeichnet man 
(Pig. 111) den Inhalt des Parallelogramms, das gebildet wird, wenn man 
den Angriffspunkt jeder Kraft mit dem Endpunkte der anderen ver- 
bindet (also z. B. in Fig. 111 das Parallelogramm PiQtPtQ^- 
ist gleich dem Produkte aus dem Betrage einer der beiden Kräfte nnd 
ihrem senkrechten ^hstande, oder auch gleich dem absoluten Betrage 
dos Vektorproduktes [*i— *g, Äi], d. h. gleich dem Betrage dfi dWl 
das Paar erzeugten resultierenden Drehmomentes. Tragen, wir se;^ 
recht zur Ebene der bejden Kräfte, etwa längs der Normaten, 

»albiert, die .j ab, und zwar in einet sb^h^ 

dab für ^ iie«(s^^ohtun(LautgegenbUoken^^ Auga ^ K^tl 
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päar umgekdprt dem ührz€jigeisinne zu drehen str^, sp 
Strecke der *6röße und Bichtung nach das Kräftepaar dar; 
das Kräftepaar ist daher ein Vektor, als dessen Angriffspunkt 
wir* vorläufig den Mittelpunkt der Verbindungslinie Pi Pg betrachten. 
Aber ein Kräftepaar ist ein freier Vektor, d. h. der Angriffs- 
punkt kann an jeder Stelle des starren Körpers angebracht werden. 
Denn verlegen wir das Kräftepaar — ohne natürlich seine Bichtung 
zu ändern — an irgend einen anderen Punkt des starren Körpers, so 
ändern sich 2 denn der erstere Ausdruck ist nach 

y ¥ ^ 

Definition des Kräftepaares gleich Null, und der letztere ist dem Betrage 
nach stets gleich dem Produkte der einen Kraft des Paares in den 
se n krechten Abstand ihres Angriffspunktes von der ahderen Kraft; die 
■JächtuBg ist nach Voraussetzung unverändert geblieben. Also ist in der 



^at gezeigt, daß ein Kräftepaar ein freier Vek ’• ist. Es ist natürlich 
I «och keineswegs notwendig, daß bei der Versi ’ebung des Angriffs- 
punktes des Paares i m sta rren Körper der Betrag u, Kräfte ftj (und # 2 ) 
sowie^ der Abstwd PjP* unverändert bleiben; verlangt wird nur, daß 
das Produkt ans der einen Kraft und dem senkrechten Abstande ihres 
An^piffspunktes von der anderen sich nicht ändert. Also köimen z. P- 
,die^lMfte des Paares verdoppelt werden, wenn ihr senkrechter Ab- 
sttt^ anf die Hälfte reduziert wird. Denn in beiden Fällen bleibt ja (ii<' 
der n^h der obigen Vorschrift auf der Ebene des Paares kon- 
'^^merten Normale, nämlich | [ti — t,, 9i} | ungeändert. 

, ,Wir wolkm zunächst den Satz beweisen, daß eine Kraft in.ihri i 
Wirkcung ''ersetzt werden kann, d. h. äquivalent ist eiiier nn 
binem vorgeschriebenen Punkte angreifenden gleich groß' n 
Kraft und einem Kräftepaar, dessen Bichtung senkrecht za 
^er der Kraft ist. Denn sei z, B, in Pig. 112 II, eihfr am Prakto ! > 
^nit dem Lagmivekkf. tj) wirkende Kraft, die dnrc^ eine gleioh gr«“*' 
" lif^ im.Pank^ P, niid ein Paar ersetzt werden , soll. Dann Ist kkw, “ 
'WSikung' der Kraft II, im Punkte P, ni«d»t gekillt 'wen“ ‘ 
ii|::Pttnkte- P, zwei|Krffte;'fc*i,». und 
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diese beideh liefern ja weder zu 2 ®» noch zu 2 [t, ÄJ einen Beitrag. 

Verbinde ich jetzt Pj mit Pq, so kann ich die beiden Kräfte im 
Punkte Pi und —#1 im Punkte Pq als ein Paar ^ auffassen, das senk; 
recht zur Zeichenebene gerichtet ist. Es bleibt noch übrig die in der 
Zoichenebene liegende Kraft Sti in P 0 . Es ist also in der Tat dieses 
Paar ^ und die dazu senkrechte Kraft vorge- 

schriebenen Punkte Po der gegebenen Kraft in Pi äqui- 
valent. Dieser Satz ist offenbar auch umgekehrt richtig: Ein Kräfte- 
paar ^ und eine dazu senkrechte Kraft St können stets 
durch eine Einzelkraft ersetzt werden, wie schon aus dem Um- 
stande folgt, daß hier die Bedingung (95) erfüllt ist. Die Einzelkraft 
ist der gegebenen Kraft St der Größe und Eichtung nach gleich, nur 
greift sie an einem anderen Punkte des starren Körpers an. 

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den Satz: Ein beliebiges 
an einem starren Körper angreifendes Kra^tsystem kann 
stets zurückgeführt werden auf eine Einzelkraft St und ein 
Kräftepaar Denn sei für das wirklich angreifende Kraftsystem 
die resultierende Kraft ^ und das resultierende Drehmoment 

V r 

Dann bringen wir im Koordinatenanfangspunkte eine Kraft 

an; diese liefert das Drehmoment Null, da sie durch den Anfangspunkt 
geht. Ferner lassen wir im Koordinatenanfangspunkte (oder einem 
beliebigen anderen Punkte des starren Körpers) ein Paar ^ angreifen, 

das nach Größe und Eichtung mit dem resultierenden Dreh- 

le 

momente des gegebenen Kräftesystems, übereinstimmt. Dieses Paar ^ 
liefert z» (resultierenden Kraft ^St^ keinen Beitrag, nach Definition 

des Kr Ipaares. Die Kraft ft und das Paar ^ zusammen liefern also 
die resultierende Kraft 2 das resultierende Drehmoment 2 

sind .also wirklich dem gegebenen Kräftesystem äquivalent, 
was zu bew^eisen war. — Dieser Satz ist 
analog dem im vorhergehenden Kapitel 
bewiesenen, daß die allgemeinste Be- 
wegung eines starren Körpers einer Trans- 
lation und einer Rotation äquivalent ist. 

Aber genau wie dort weiter gezeigt 
werden konnte, daß bei geeigneter 
Wahl des Bezugspunktes die Rich- 
tung der Translation parallel 
derjenigen der Botatio*n wird, sö kann auch hier be^wieSi^n 
^’^rden, daß die äquivalente Einzelkraft und das Pafe^? sb 
gewählt werden können, daß die Richtungen beider 
stimmen. Ein ^lojjes Krafts 3 rstem nenttt man eine „Kra|t8cbraij)i^> 
seien z, B, U8)^® und wßf die resultier^i^ 



Fig. 118 . 
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das Paar, bmde im Koordinatenanfafigspunkte angreifend, auf die wir 
oben das gegebene Kraftsystem reduziert haben. Dann können wir fß 
ersetzen durch seine Komponenten und t|Jx> von denen die erste 
parallel, die zweite senkrecht zti ft gerichtet ist. Nach einem vorhin 
bewiesenen Satze können wir nun aber ft und , d. h. eine Kraft und 
ein dazu senkrechtes Paar, durch eine der ursprünglichen Kraft gleiche 
Einzelkraft ft' ersetzen, die lediglich an einem anderen Punkte angreift. 
Also haben wir statt des Systems ft und ^ das äquivalente ft' und 
wobei nun parallel ft' ist. Es ist also der Satz in der Tat be- 
wiesen, daß das allgemeinste Kräftesystem eines starren 
Körpers äquivalent einer Kraftschraube ist. Der Einfachheit 
halber wollen wir in Zukunft bei ft' und die Indizes fortlassen, wo 
^kein Mißverständnis dadurch entstehen kann, und also die Konstituenten 
;^der äquivalenten Kraftschraube einfach durch ft und ^ bezeichnen. 
Es fragt sich nun, wo die Kraft ft angreifen muß, und wie groß das 
Paar ^ sein muß. Was zunächst die letztere Frage angeht, so hal)en wir 
folgende Gleichungen, denen die resultierende Kraft ft und das Paar ^ 
genügen müssen, da sie dem gegebenen Kräftesystem ja äquivalent sind: ’ 


' r y 


Dabei ist t der (zu bestimmende) Lagen vektor des Angriffspunktes 
von ft. Diese beiden Gleichungen sagen nur aus, daß die durch ft und ^ 
hervorgerufenen Werte der resultierenden Kraft Und des resultierenden 
Drehmomentes gerade gleich ^9^ und 2 sein müssen, wie sie 

^von dem wirklichen Kräftesystem hervorgerufen werden. Es tritt noch 
hinzu die Bedingung, daß ft parallel ^ ist; diese werden wir erst später 
vierten. Werden nun die beiden Gleichungen (103) Seite für Seite 
;imtoiQander skalar multipliziert, so haben wir: 

Jtö4),-. «.f + »[t»] 

tpll] ist aber, wie sofort aus der Definition des skalaren und vekto- 
lädlen Prodäktes (oder auch durch Ansrechnen) folgt, gleich Null, dii 
ej gleich *[««] ist; also bleibt: 

pp 

oßar indem yrir jetzt die Yoraussetzui^ der Parallelität von Jl und f 
Wi^efaen: v 

/lAIH 
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dafür au0Bpricht,*4aß das Kräftepaar ^ gleich Nall ist; der Biohtung 
nach stiUunt ^ mit def gegebenen resnltierenden Kraft ibetefn. 

¥ ^ tT* ” 

Wir "wollen nun den Lagenvektor t des Angriffspunktes der tesul- 
tierenden Kraft bestimmen, soweit es möglich ist. Durch skalare Multi- 
plikation der zweiten Gleichung (103) mit t erhalten wir: 

Das zweite Glied der linken Seite ist aber gleich Null, und so kann diese 
Gleichung vereinfacht werden zu: 

( 106 ) = 0 , 

oder weim wir dieses skalare Produkt ausführlich schreiben: 


(107) 


® + y • jip, - 

+ «{*P.-^X«,1} = 0; 


das ist aber Offenbar die Gleichung einer Ebene und stellt eine erste 
Bedingung für den Angriffspunkt {x,y,z) der resultierenden Kraft dar. 

Multiplizieren wir ebenso die zweite Gleichung (103) skalar mit 
S [*,»»]. so folgt: 

Setzen wir das resultierende Drehmoment ^ [t,®,] für einen Augen- 

« V 

blick gleich Sl, so laßt sich diese Gleichung schreiben: 

^•a»-i-«.[t®j = si», 


oder nach einigen leichten Umrechnungen: 

( 108 ) i[®«] = a»»-^a». 

Jetzt ziehen wir die Bedingung heran, daß ^ parallel ® ist, sich afao 
von ® nur um einen skalaren Faktor o unterscheiden kann; folglich ist: 

(109) ¥ = o®. 

Multipliaert man die zweite Gleichung (103) Seite für Seite skalar mit 

(109), so folgt: 

oder indem nochmals (109) angewendet wird: 


schjießh^h* ‘1®*' bnken Seite fort und es |ratt so^ 



Meohanik. skfrrtfr. Sßrpf'‘'_ 

(llb) 

M«iben « di» GWch». K^n.»d»t«li»g: . 

^ . . , j -> Plpiöhuna einer Ebene ist, auf der 

t» erkennt man, daß dies 'ßieichungen (107) und (IH) stellen 

"(05, »,2) sich befanden mu . /^jg Schnittlinie der beiden E^nen), 

dSÄ^« d» — d,B K,.« beu.., 

gewählt werden. Damt ist alles ® Aquivalenzsätze mit den 

Auf die Analogie der hie j+ejs ist bereits mehrfach hin- 

i^nematischen Sätzen ^ «ch! daß speziell der Trans- 

gewiesen worden. Erwähn ^ Botationsvektor und 

'Utionsvektor und das ^;*“®^hartige - resp. freie und linien- 

die Kraft sich entsprechen, da sie gle 8 
flüchtige - Vektoren darstellen. 



Achtes Kapitel. 

Spezielle Dynamik starrer Körper. 

80 . Das physische Pendel ; experimentelle Bestimmung von Trägheitsmomenten« 

Als erstes spezielles Problem der Bewegung starrer Körper behandeln 
wir den Fall, daß ein starrer Körper sich unter dem Einfluß der Erd- 
schwere um eine im Baume und im Körper feste horizontale Achse 
dreht. Diese Bewegung ist einerseits 
besonders einfach, anderseits von 
fundamentaler Wichtigkeit, weil sie 
bei allen wirklichen Pendeln vorkommt. 

Einen so befestigten Körper nennt man 
zum Unterschiede von dem früher l>e- 
handelten „mathematischen“ ein 
„physisches Pendel“. Als horizon- 
tale Drehungsachse wählen wir die 
«/‘Achse, die mit der ?/- Achse Zu- 
sammenfalle. Die Bew'egung geschieht 
dann in der a;;8r*'Eben0; die 2 -Achse ist 
positiv nach oben gerichtet (Pig. 114). 

Die und C- Achsen seien im Körper 
befestigt, und der Winkel zwischen der 
positiven f-Achse und der a;- Achse werde 
durch a bezeichnet. Der Körperschwer- Rg. 114. 

punkt sei S und habe den senkrechten 

Abstand s von der Rotationsachse. Die Beziehungen zwischen den beiden 
Koordinatensystemen sind, wenn durch {x^z^) resp. {|^^) die Koordi- 
naten eines und desselben Punktes in beiden Systemen bezeichnet 
werden : 

cos a — Cr ein a > 
sin a + Cr cos a ; 

«/-Koordinate ist stets gleich der j^-Koordinate und nach 
Sa tzung unveränderlich. Für eine beliebige Verrückung folgt aus 

(2) f Cr sin a — Cy cos a)da 
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5 • 2*»* =. J • -M = 2m, 

^ '>* ¥ 

Bezeichnen wir den Winkel, den der Abstand s des Schwerpunktes, wn 
der Eotationsachse mit der negativen «-Eichtung macht, durch ®,'B 0 
ist offenbar: 

J = 5 • sin <p’, also 2*™» = -M • s • sin <p . 

Da ferner der Schwerpunkt dieselbe Winkelgeschwindigkeit und Winkel- 
beschleunigung hat, wie jeder andere Punkt des starren Körpers, so ist 

d*Jp Ö? Vr 

<i<* “ dp '^~dT’ 

und damit wird die Bewegungsgleichung, wenn wir noch das Trägheits- 
moment um die y- Achse durch bezeichnen: 

(^) + g • M • s • eiji q} 0. 


Um keine umiötigen Komplikationen hervorzurufen, beschränken wir 
auf so kleine Ablenkungswinkel y, daß sin tp durch tp ersetzt werden 
darf; dann wird Gleichung (5): 


Oller: 

( 6 ) 


r dy 

y dp' 


+ g 'M -'s • 


0 


d^<p , gM • $ 
dP + • tT“ 


’ (p — 0. 


Vergleicht man diese Formel mit derjenigen des mathematischen Pendels v 
für kleine Amplituden (Gleichung (188) des dritten Kapitels auf pag. 160): 


( 7 ) 


, 9 
dp l 


•9’ 


= 0 , 


so ergibt der Vergleich, daß das physische Pendel sich so verhält, wie 
ein mathematisches, dessen Länge 


( 8 ) 



^re. Biese Länge J, nennt man die „reduzierte Länge“; durch ihre 
^timmung ist das Problem auf das bereits gelöste des mathematischen 
endels zmückgefühh;. Diese sogenannte „Reduktion des physischen 
ondels“ verdankt, man Chr. Huygens. Eine weitere Behandlung 
>st hier überflüssig. Man findet sofort für die Schwingungsdauer t« des 
physischen Pendels: 


(9) 





aM gMt hat einen besonderen Namen. Es stellt 

dar*d*^^ Dr^ybmbment der äußeren Kräfte, also 

’ “ wird für f = »/, erhalten nn4 ist' ehitf 
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... - - 1 - - ■ - 

gleich dem AtisdruQh Mgs. Iheses maximale Drehmoment nennt man 
% die „Direktionskraft“ D, Ülso ist: ' ^ ' 

( 9 »> ■ = 

in Worten: Die Schwingungsdauer eines physischen Pendels 
ist gleich der 2w-fachen Wurzel aus dem Quotienten: Träg- 
heitsmoment um die Botationsachse durch Direktionskraft. 

In dieser allgemeinen Form ist Gleichung (9 a) nicht auf das physische 
‘Pendel beschränkt, sondern gilt für alle Schwingungsvorgänge, die durch 
eine Gleichung nach Art der Gleichung (6) dargestellt werden, z. B. 
für die Schwingungen von Magnetstäben im magnetischen Erdfelde, 
^oder eines gedrillten Drahtes, der an seinem freien Ende ein schweres 
Gewicht trägt, usw. Diese Gleichung kann auch zur experimentellen 
Bestimmung von Trägheitsmomenten benutzt werden. Zur Besprechung 
dieser Methode gehen wir jetzt über. 

Es sei am unteren Ende eines vertikalen, sehr dünnen Drahtes ein 
irgendwie gestalteter Körper von der Masse M befestigt; derselbe kann 
‘ dadurch zu Schwingungen um die vertikale Drahtachse veranlaßt werden, 
däß der Draht gedrillt und dann sich selbst überlassen wird. Die Schwin- 
gungen des befestigten schweren Körpers erfolgent dann, ebenso wie vor- 
her^ um eine im Baume und im Körper feste Achse, nur werden die äußeren 
. Kräfte jetzt nicht durch die Schwere, sondern durch die elastischen Kräfte 
^ des Drittes geliefert. Diese sind in weiten Grenzen unabhängig von der 
Belastung des Drahtes, d. h. von der Größe der angehängten Masse: 
V alao ändert sich die Größe der durch die elastischen Kräfte 
6|:8eugte;n Direktipnskraft D nicht, wenn wir außer dein 
Ki$rper M noch einen zweiten anhängen. Das ist der Vorzug 
dieser Anordnung vor dem gewöhnlichen Pendel, bei dem die Direktions- 
von der Masse abhängt. Nennen wir das zu bestimmende Trägheiis- 
mombnt des angehängten Körpers T (ein Index kann hier fortgelassen 
, so haben wir für die Schwingungsdauer dieser Anordmmg 

(9a): ^ 

’ vCIO) , • T, 

MtUunehr fügen •wir zu dem Körper M noch einen zweiten hinzu, desptn 
Tlftg^mtzmoment T' bekannt izt; wie das zu erreichen ist, wollen wn 
Bi^r besprechen. Da nach dem Vorhergehenden die Direktionskfaft I> 

^ dadmh nicht ver&ndert wird, folgt für die neue Schmngimgsdauor 
-idci" Systems: 

tll) • . ; ' , . = 

ui^durch Kombination von (10) und (11) ergibt da» 

.'\|RIH!^te TiA^ätsnmin^ :'■»■• 
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( 12 ) 


T-T'-- 


,1 — 




Da man Schwingungsdauem sehr genau bestimmen kann, ist die MetUl:k}e 
großer Genauigkeit fähig. Es bleibt nur noch zu erörtern, wie man das 
'Trägheitsmoment T', das bekannt sein muß, gewinnt. Dies kann durch 
Eechnung geschehen, wenn der hinzugefügte Körper eine regelmäßigie 
geometrische Gestalt hat, und dies steht ja in unserer Gewalt. Nehmen 
wir z. B. an, der hinzugefügte Körper sei ein Kreiszylinder von der Höhe h 
und dem Eadius B, der so — etwa 
mit Hilfe einer kleinen Schraube — 
an dem Körper M befestigt werde', daß 
er um seine Pigurenachse als Rotations- 
achse schwingt. Bezeichnen wir (Fig. 116) 
den Abstand eines Massenelementes dm 
des Zylinders von der Rotationsachse 
mit r, so ist nach Definition des Träg- 
heitsmomentes 


r=/. 





Fig. 116. 


wobei das Integral über den ganzen 
Zylinder zu erstrecken ist, oder, wenn wir 
in einer zur Rotationsachse senkrechten 
Ebene Polarkoordinaten (r, cp) einführen, 

so daß dm =:«»dT = €* hr drdf wird (ß soll das spezifische Gewicht 
bedeuten), so ist: 


R 2.T 


(13) 


^■=// € • hr^drdqjt 


0 0 


wobei die Integration über <p von 0 bis "In, über r von 0 bis B zu. er- 
strecken ist. In dem meist vorliegenden Falle, daß die Dichte « konstant 
ist, hat man nacheinander: 


(14) 


r 




2n 






wenn mit Af' die Masse des Zylinders bezeichnet wird. M' kann au! 
jler Wage, B durch Längenmessung bestimmt werden, so daß T' in der . 
I-at be'kannt ist. Man ist natürlich nicht gezwungen, gerade einen Zylinder 
za nehmen; sondern irgendein Körper, für den das Trägheitsmoment 
chnerisch bequem feststellbar ist, tut denselben Dienst. 

D(*r Einfachheit halber wollen wir gleich hier noch das Trägheits-^ 
^lonumt eines Hohlzylinders vom inneren Eadius und dem .äu^r^n 
^adius B angeben, wieder bezogen auf die Pigurenachse. Man hat 
b^ U Integration über r statt von 0^ bis B von 


zu^erstrec^l^; 
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1 

(14a) T Hoiiiyiinder “ J Je - k • dr ^ d(p ^ ~(B^ 4- Bo*)’ 

* " Ä, 0 

Darin soll M'' die Masse des Hohlzylinders bedeuten; Gleichung (14 a) 
werden wir in der nächsten Nummer benutzen könhen; in dieser werden 
wir erörtern, wie man mit Hilfe der Wage Trägheitsmomente bestimmen 
kann. Diese Methode hat zwar kaum praktische Bedeutung, liefert aber 
dafür einen guten Einbhck in die physikalische Bedeutung von Träg- 
heitsmomenten und erläutert über^es in einem einfachen Ealle den 
Sinn des d*Älembertschen Prinzips. 


81. Rollen eines Zylinders oder einer Kugel an! der schiefen Ebene; 

Bestmunnng von Trägheitsmomenten mit der Wage. 

Wir wollen einen Zylinder (Voll- oder Hohlzyhnder) olme Gleiten 
^eine schiefe Ebene herabrollen lassen. Er dreht sich dabei um die durch 
den Schwerpunkt gehende Figm’enachse als Rotationsachse; diese bleibt 
sonach im Körper fest, während sie sich im Raume — sich stets parallel 



lebend verschiebt. In genau derselben Weise, nämlich um einen 

als Rotationsachse, die sich stets parallel 
kann man auch eine Kugel die schiefe Ebene herabrollen lassen. 
|j|t dhm derartigen Versuchsanordnung hat Galilei die Fallgesetzc 
geprüft; die exakte Theorie dieser Methode ist also auch von historischem 
Interesse. 

‘ Wirwerden zur Ableitung der BewegungsgleiohungdieLagrangescheii 
Qleiehungen zweiter Art benutzen, haben also nur in den geeigneten 
Koordinaten die kinetische Energie L und die potentielle Energie 0 zu 
bilden. f 


Der Zylinder oder die Kugel habe den Badir^ B, däs trägheits- 
moment um die oben charakterisierta Botationsaehse T, die Masse M; 
dei^ Winkbl der schiefen Ebene sei a. Die Fig. 117 stellt einen ^v^ikelcu 
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zeigt, worin die Bahn eines Fonktes gestrichelt ist. Man sieht n<Ut 
(laß alles^ bekannt ist, wenn' erstens die Lage des Achsenpunki^s iwf 
dieser Geraden bekannt ist; wir können diese angeben durch das StüOk s, ' 
um welches der Achsenpunkt noch von dem Schnittpunkte A seiner 
Bahnlinie mit der Horizontalen entfernt ist. Markieren wir ferner iit 
der Ebene des Schnittes der Fig.llT einen Radius in dem betrachteten 
Körper, und nennen etwa den Winkel, den derselbe mit der Horizon'- 
talen bildet, <p, so ist offenbar durch Angabe von s und f alles bestimiht. 

Nach den Ergebnissen der Nummer (75) besteht die kinetische 
Energie L aus zwei Teilen, der fortschreitenden Energie des Schwer- 
punktes, und der rotatorischen um den Schwerpunkt. Die erste hat 

offenbar den Wert Geschwindigkeit des Schwer- 


punktes ist; die rotatorische Energie hat, da die Winkelgeschwin- 
digkeit um die durch den Schwerpunkt der Rotationsachse ist, den Wert 
Y T j : also ist die kinetische Energie: 

m 


(15) 




'■Ht 


[d<py 


die potentielle Energie der Schwere ist offenbar einfach: 

(lö) 0^Mgs-sma» 

In (15) müssen wir noch eine Vereinfachung vornehmen, indem wir die 
Bedingung des Rollens einführen. Rollt der Schwerpunkt um das Stück 
ds längs der schiefen Ebene, so muß nach der Definition des Rollens 
ohne Gleiten (pag. 802) der auf der schiefen Ebene zurückgelegte Weg 
ds gleich dem Stücke des Zylinderumfanges sein, das zwischen den Ber 
rührungspunkten zu Anfang und zu Ende liegt; das ist aber gleich 
Rd(p, also ist hier die Bedin^ng des Rollens: 

, ds = Bdq>, 

oder : 


<!• b. die „Umfangsgesöhwindigkeit" ist gleich der Geschwin- 
digkeit der.^fortschreitenden Bewegung des Schwerpunktes. Damit wird 
L aus (15): . ° ° 


( 18 ) 


L 


M (ds\- 

T (37,/ ■ 


T 

Ä» 




li egen des Folgenden wollen wif nodi den Wert der kinetischen cinergie 
der sio^ ip dem FaUe ergibt, ddß die betreffenden Körper 
j i®®**dern herabgleiten. Daml^ isi 

der i^uU oad ’e^sfr eiitfaöh: 
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( 10 ) 


L’ 


-M 


' ä ’.f 


(ds\\ 

\dtj ’ 


die potentielle Energie bleibt unverändert. 

Die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art (Kapitel IV, Glei- 
/chung (93) auf pag. 224) werden in unserem Falle: 


(20) 


dt 


dL 




60 

8s 


. 0 , 


and das ergibt die Bewegungsgleichong: 


^1) 


{m + — +Mff8in« = 0, 


d»« 


aus der wir sofort die Beschleunigung des betrachteten Körpers längs 

. der schiefen Ebene haben, die wir durch ü mit dem Index „roll“ be- 
zeichnen wollen: 

M 


( 22 ) 


Äroll = 


>^8ina. 

3/ 4, 

^ R* 


Wfirde man anderseits statt L den Wert L' nach (19) zugiunde gelegt 
baten, so würde man für Ogiea die Beschleunigung eines herabgleitenden 

Körpers erhalten haben: 



(23) 


«giea 


Durch die Rollbewegung ist also die Be- 
schleunigung im Verhältnis 


- (24) 


ttroü 

•gleit 


M 


M + 


Ä* 


verkleinert worden. Diesen Wert wolli n 
wir für Vollzylinder, Hohlzylinder und 
Kugel berechnen.. 

Das Trägh^tinnonient eines Voll und 
Hohlzylindera,< 5 jfet bereits in den’ Glei- 


P%. 118. Es handi^^sich also noch um die Bi • 

rechnohj^ des ‘Tr&gbeitsniomwtes einer 
Kng^ nm einen Dmehmesser als Nennen wir den senkrechb u 


^^Nrtand.ones Hassenelementes dtn von der Bota|lonBaehse a, die Ent- 
epm Kngelzentrum r {Rg. 118 ),. so ist das Tr&gheitomoni«'i' 

o* äm'» fj’ aj d T 1 /. 


whüng vom 
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räumliche Polarkoordinaten (r,i9*,9) aus, wobei die Wahl der Winkel 
der Fig. 18 entspricht, so ist bekanntlich 

dr = T^äTSsin&id'dip ; 

da ferner r •sin & ist, so folgt für das Trägheitsmoment der KugeU 

R n 2.-r \ 

TKugei f f r*drsiu^&dO'd<p, 

0 0 0 

und das gibt ausgerechnet: 

(25) TKugei — i • i n e I M R* , 

wenn M die Masse der Kugel ist. Nach (14) ist für den Zylinder das 
Trägheitsmoment : 

(26) Tzyi^MR^f 

und weim wir in Formel (14 a) den Hohlzylinder sehr dünn, wir wollen 
sagen als einen „Bing“, nehmen, so ist R sehr nahe gleich Rq, und das 
liefert dann: » 

(27) TEing = MB^ 

Nach (25), (26) und (27) ist für die genannten drei Körper das Verhältois 

Oro ll . 

Ogieit 

' ( für den Zylinder: Vs» 

(28) I für den Bing 

1 für* die Kugel: V?* 


Diese Folgerungen lassen sich an der Fallrinne leicht prüfen, bequemer 
aber noch ist die folgende Anordnimg. Läßt man in einer großen hohlen 
Halbkugel vom Badius l der Beihe nach Zylinder, Bing, Kugel rollen, 
so stellt diese Anordnung ein mathematisches Pendel dar, und man kann 
daher, wenn g bekannt ist, aus der Schwingungsdauer x den Kugelradius 
I bestimmen. Nur darf man nicht die gewöhnliche Formel für die 
Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels 

ziigrunde legen, sondern muß berücksichtigen, daß die Beschleunigung 
bei dieser Anordnung nicht g, sondern g multipliziert mit einem der 
Werte aus { 8) ist. Wir haben also in der Formel des gewöhnlichen mathe- 
Hiatischen Pendels an Stelle von j, das ja die Beschleunigung beim Gleiten 
allgibt, die mit den entsprechenden Verhältnissen (38) multiplizierten 
Werte zu setzen. Man erhält so für den Zylinder eine Schwingunis- 
«iauer t': ■ . 


r'«= 

fitr den Bin|;'feit8^fcb'en^’ 



^6 
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nnd für die Kogel endlich: ' 

Dann findet man aus allen drei Formeln den nämlichen Wert von J, 
womit die Eiohtigkeit derselben erwiesen ist. 

Diese einfachen Versuche stellen die schon früher charakterisierte 
Natur des Trägheitsmomentes in das rechte Licht: was die Masse für 
die Translationsbewegung, ist das Trägheitsmoment für die Eotations- 
bewegung. Um dies noch besser hervortreten zu lassen, sind in der 
folgenden Tabelle sich entsprechende Größen bei beiden Bewegungs- 
J^jfcirten einander gegenübergestellt. 


Translation 


Rotation 


Geschwindigkeit 

BeschJeunigung 

Masse 

Kraft ~ Masse x Besohleu- 
nigung 

Kinetische Energie der fort- 
schreitenden Bewegung « 

7t Masse X (^adrat der Ge> 
schwindigkeit 
u. fi. w. 


Winkelgeschwindigkeit 
W inkelbesch ieunigung 
T rägheitsmoment 
Drehmoment •» Trägheits- 
moment X Winkelbeschleu- 
nigung 

Kinetische Energie der Ro- 
tationsbewegung » 7, Träg- 
heitsmoment X Quadrat der 
Winkelgehohwindigkeit 
u. 8. w. 


Die Versuche mit der schiefen Ebene bilden auch ein 
? Mittel, Trägheitsmomente mit der Wage zu bestimmen. Man 
•denke sich die schiefe Ebene auf die eine Seite einer großen Wage ge- 
bracht, und diese äquilibriert. Dann bringt man auch den Körper, der 
die schiefe Ebene herobrollen oder herabgleiten soll, auf die schiefe Ebene, 
’ sidem man ihn durch einen dünnen Faden an dem oberen. Ende der 
Ebene befestigt; die Wage wird wieder äquilibriert. Wir wollen 
Körper zunächst herabgleiten lassen, also mit der Beschlennipng 
a parallel der schiefen Ebene. Dann kann wä h rend des Gleitens 
“A^Piage nicht im Gleichgewichte bleiben, da jetzt noch eine d’Alem bert- 
esefae Trägbeitskraft Mg Bin a entgegengesetzt der Beschleunigung 
wirksanf ist, deren vertikal nach oben gerichtete Komponente +Mgsnr a 
' ist.' Gleitet also der Körper nach unten, so bebt si^ diese Seite der 
Wage, da pie scheinbar um die Masse M 8in*a erleichtert ist. ^B,n kann 
sie alcK) v^hrend des beschleunigten Gleitens wieder ins Gteichgewidit 
btungen dnreh Anflegeit der Masse M sin* o. Lassen vrir nun denselben 
Körper rollen, so Ist seine Beschleunigung parallel der twWelea 

zii^b (22) 'gleich -■ g ■ - ~-ia- sin a, alsojst die'd’Al|>imWl'i^® 


Jf + 
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heitstyaftv gleich M g ^ und deren senkrechte Komponente 


if + 


M 


Ä» 


-\-Mg j-- sin*a. Während des Rollens muß jetzt, um die Wa|^ 




im Gleichgewicht zu halten, eine Zusatzmasse M 


M 


sm^ a 


M + 




legt werden. Das Verhältnis der in beiden Fällen aufzulegenden Zu- 
satzmassen ist also tt-, woraus, wenn M und ß bekannt sind, sich 


M + 


R'* 


sofort das Trägheitsmoment ergibt. 

Natürlich hat die Methode kaum praktische Bedeutung; sie erläutert 
aber den Sinn des d’Alembertschen Prinzips in einem einfachen Palle 
und zeigt wieder die Analogie z\\ischen Trägheitsmoment und Masse. 


82. Mechanuiclie Bedeutung der Deviationsmomente; ihr Nachweis mit 

der Wage. 

Die mechanische Bedeutung der Deviationsmomente zu 

erörtern sind wir ebenfalls jetzt in der Lage, nachdem wir die^ allgemeinen 
Bewegungsgleichungen in der Form (74) des vorigen Kapitels (pag. 369) 
besitzen. 

Wir wollen zu diesem Zwecke nach den Bedingungen fragen, unter 
denen folgende möglichst einfache Bewegungsform des starren Körpers 
eintreten kann; die Achse falle dauernd mit der a:- Achse zusammen, 
>d, h. der Körper führe um die ^-Achse eine Rotation, und zwar mit 

der Winkelgeschwindigkeit ^ = ro aus, die wir der Einfachheit halber 

als konstant annehmen w^ollen. Welche Kräfte und Momente müssen 
wirken, damit diese Bewegung realisiert werden kann? 

Die Anfangspunkte des (x, j/, 2 ^)- Systems und des (f , i;, C)- Systems 
fallen zusammen, und zwar in dem festgehaltenen Punkte des starren 
Körpers, oder, falls letzterer völlig frei ist, in seinem Schwerpunkte; im 
übrigen aber sei die Richtung der f-, C-Achsen noch willkürlich. 

Gemäß ihrer Bedeutung als Richtungskosinusse nehmen die 
die das (f , ly, f). System festlegen, folgende speziellen Werte bei der 
siipponierten Bewegung an: 

I Oi=l; 02 = 0; 03 = 0; 

ßi^O; /33=—sind; 

?'i = 0; ya =* + sin 73 = + ®ns Ö . 

^abei ist der variable Winkel zwischen der Achse und ty» Achse 
bezeichnet. Dadurch werden die Rotationskomponenten nach 
f deichungen (62) des VI. Kapitels au! pag. 831 : 

^ 4i«41 4iL*o 

irr 4t r 
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.Mt diesen Vereinfaolinngen wird (74) des vorigen 'Bfepitels (pag. 869) 
unter JBenutzui^; von (75) desselben Kapitels: . ' ' ' 




(31) 


T T d'n 

't dt ~ dt 


[r[“ 


dta 

TT 


% 

Ä, cos # — SK^ sin 8 
W, sin d + 3»^ cos d - i [ - cos ü, - sin ^ 




Da 0 ) = 


dd 


dt 


chungen: 

und für d der Wert; 


konstant sein soll, so folgt aus der ersten dieser Glei- 

d = o>< . 

Führen wir diesen ein und differentiieren rechts aus, so ergibt sich 
(82) 


I Sl, cos ö>i — 311^ sin = CD* cos cdJU^ + o)^ sin (oi , 

1 sin 0 t cos <ot = ft>* sin o)tU^ — w® cos wi , 

^er wenn man nach ®,, auf löst: 


.(38) 




.Damit ist die gestellte Frage beantwortet: Zur Erzeugung der vor- 
geschriebenen Bewegung muß das Kotationsmoment um 
die Botationsachse gleich Null sein, während die Eotations- 
momente um die resp. f-Achse abgesehen vom Vorzeichen 
re«p. gleich den mit dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit 
r multiplizierten Deviationsmomenten um diese Achsen sind. 

Die mechanische Bedeutung der Deviationsmomente ist also die, 

' daß sie^ mit dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit multipliziert-, 
Drehniomente darstellen. Und zwar sind die Größen und 
;v#bg886heu vom Vorzeichen die Drehmomente der auf jeden Massen- 
^pua|:t des starren Körpers „wirkenden“ Zentrifugalkraft. 

hier auftritt, ist ja selbstverständlich, da wir jetzt ein mit d' i 
co um die Achse rotierendes Bezfugssystem benutzt 


ben. Die Zentrifugalkraft hat für den Massenpunkt den Wert: 


Ifreim 2^«= Vij/ + C* den Abstand des Massenpunktea fu, Von der 
y Botailom*i also -von der f*Achse bedeutet. Für die Komponenten d< ^ 
J^trifugflikraft zmcb den t]- tmd f-»Achsen folgt, do^diedelbe stets radial 
: rmd paräl||l d^ . 
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Also erhalten mi für die Komponenten des Drehmomehtes in. Besmg 
auf die Achsen: 

(36) I ^ySy - 

1 MJ,-E^f}^^ + m^o)^Vyiy- 

Also, wenn wir über sämtliche Massen summieren, erhalten wir für die 
Komponenten des gesamten Drehmomentes der Zentrifugalkräfte; 

(37) - ZJ,) = ^ 

womit tatsächlich unsere obige Behauptung bewi<‘sen ist. Diesen Dreh- 
momenten muß das Gleichgewicht gehalten werden durch geei^ete, von 
den expliziten Kräften hervorgebrachte Momente SR^ und SR^ gemäß Gl. (33). 
Was ist nun die Wirkung eines Drehmomentes —coU^ um die »y- Achse? 
Doch offenbar die, den Körper um die Achse zu drehen; also mit 
anderen Worten, die f- Achse aus ihrer Anfangslage zu verdrehen; 
ebenso ist es mit dem anderen Drehmoment (o^ü^. Würden also die 
Momente *— und +ü)^U^ der sogenannten Zentrifugalkräfte nicht 
in jedem Momente durch die von passend angebrachten äußeren Ki*äften 
erzeugten Momente SR^ und 9R^ äquilibriert, so könnte die voraus- 
gesetzte Bewegung um die Achse nicht dauernd stattfinden; die Momente 
und haben ja das Bestreben, die Achse, d. h. die 

Eütationsachse, zu verdrehen. Daher erklärt sich der Name „Deviations- 
momente“. 

Die Momente der äußeren Kräfte 3R^ und 3R^ werden am einfachsten 
hervorgebracht durch ein festes Lager, in dem die f-Achse gehalten 
wd; wird dasselbe entfernt, so ändert sich die Bewegung total. 
Nur in einem Falle nicht, nämlich dann, wenn die Devia- 
tionsinoinente und D. verschwinden, d. h. wenn die Rota- 
tiionsachs« mit einer Hauptträgheitsachse des Körpers zu- 
sammenfällt. In diesem Falle bleibt die Eotationsachse erhalten; 
sie ist eine sogenannte „freie“ oder „kräftefreie“ Achse. Eine be* 
liebige Achse muß in zwei Punkten gehalten werden, damit einie 
dauernde Botation um dieselbe erfolgen kann; von einer kräftefreieii 
Achse dagegen braucht höchstens ein Punkt festgehalten zu werden; 
sie geht ja durch den festgehaltenen Punkt des starren Körpers hin* 
durch, und in dem Falle, daß die kräftefreie Achse durch den Schwer* 
P'^t des starren Körpers geht, braucht kein Punkt gehalten zu werden 
ßie freien Achsen durch den Schwerpunkt heißen daher die ,,nakür 
Achsen“ des Körpers. 1 

Man kann sich leicht klar machen, daß tnan DeviationgnK)i|iTO|i 
nut der, Wage Pi4ohwfli|(9n ^tmn. Wir bringen dazu d^n Köij^, W 
‘‘U Cine .Acl^.rjridi^«Hkfii<»'' .iii*if.i«i«ni^iinU: zpnäohsl. i# ' 
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mit den beiden Enden der Achse» auf ’je eine Wagsphale, und zwar so; 
daß die ^ptationsachse parallel dem T^agebalken liegt, und äquilibrieren 
die Wage. Wenn dann der Körper gleichmäßig rotiert, so müssen auf 
die Wage noch die bei der Eotation auftretenden Zentrifugalkräfte wirken, 
die -nach dem Vorhergehenden den Deviationsmomenten proportionale 
Drehmomente ausüben; also wird die Wage unter dem Einfluß derselben 
in erzwungene Schwingungen geraten — außer eben in dem Falle, daß 
die Botationsachse eine Hauptträgheitsachse ist — , und aus diesen 
e]i:zwungenen Schwingungen lassen sich Schlüsse auf die Größe der 
Öeviationsmomente ziehen. Wir begnügen uns mit dieser Andeutung, da 
die eitakte Lösung der hier auftretenden Differentialgleichung ziemlich 
kompliziert ist.^) 


^ 88* Kräffefreie Bewegung eines starren Körpers um einen festen Punkt. 

Wir woUen jetzt einen Körper, der in einem beliebigen Punkte 8 
befestigt sei, irgendwie in Eotation versetzen und dann sich selbst über- 
lassen; der weitere Verlauf der Bewegung, der ohne Einwirkung von 
Kräften vor sich geht, ist zu imtersuchen. Einen Körper, der in einem 
Punkte fest ist, nennt man einen „Kreisel“. Es ist bei unserem Problem 
statthaft, auf einen Kreisel die Schwere wirken zu lassen, die ja einer 
einzigen im Schwerpunkt angreifenden Kraft äquivalent ist; nur muß in 
Lesern Falle der Schwerpunkt des Kreisels der festgehaltene Punkt sein. 
Auch dann ist er nämlich kräftefrei, da die Eesultante der Schwere durch 
dia zum Festhalten des Schwerpunktes nötige Kraft kompensiert wird. 

Wir benutzen zu diesem Zwecke die Eulerschen Gleichungen, 
^em wir das ({,i^,4)-System mit dem Anfangspunkte in den festen 
Pimkt S des starren Körpers legen und die Eichtungen resp. mit den 
';^uptträgheitsachsen durch diesen Punkt zusammenfallen lassen. Die 
Kom^te Viyf verschwinden dann nach den Bedingui^eu des 
^Problems, und die Gleichungen (76) und (77) des vorigen Kapitels auf 
pag. 870 werden: 

It 


m 


und: 


d 

IT 

ji^ 

dt 

d 

di 


j d*n 

^ di* 








f 




+ ip * 


di 

1± 

di 

ico; 


.0, 
* 0 , 
t 0, 


>)Vy. Gi 




’ ' SpexMk Dynamik starrer Körper. * , 407 

Beide Oleicbungstripel sagen nach den Auseinandersetzungen 
des vorigen Kapitels die, Erhaltung des Botationsmomentes 
der Bewegung aus, oder anders ausgedrückt: die "Konstanz 
des Drehimpulses. Ferner sieht man leicht ein (da ja keine Kräfte 
wirken), daß das System seine anfängliche Energie unverändert bei* 
behalten muß. 

Beschäftigen wir uns nun genauer mit den Gleichungen (39). Er- 
weitert man dieselben resp. mit ^ ^ und addiert, so folgt: 


oder: 

oder endlich: 
(40) 


d*n dn j. ^ dx_ de 

dO Yt ^ do dt ^ dfi dT~'^' 

sM" (!-?)■+ 


dieser Satz ist die analytische Formulierung des Energieprinzips, wie 
ein Vergleich mit Formel (86) des vorigen Kapitels auf pag. 880 zeigt; die 
linke Seite ist gleich der doppelten Energie (die hier gleich der kinetischen 

ist). Multiplizieren wir anderseits (39) mit resp. A , B , C -^y und 
addieren, so folgt: 


oder: 

(41) 


jfd^n dn d,x d^q dg 

A yjf + B yy + C y, - ( 


Ferner ergeben die Gleichungen (38) sofort; 
(42) + + 


fcj , 

^2 > 
kj» 


wo Jcj, ^ drei Konstanten mit leicht erkennbarer Bedeutung sind 
Die Gleichungen (^) stellen ja den Satz von der Erhaltung des Botationi 
momentes der Bewegung dar; lci,k^,k^ sind also die Komponenten diesem 
Momentes nach den im Baume festen {s,y, «)- Achsen. Oder anden 
ansgedrüokt: h^, sind die«-, y-, z-KomponentendesDrehimpidBeall^ 
der Drehimpuls ist also nach Größe und Bichtung iln Bauijpat 
lOnstant, schon oben horvorgehoben. 

Mw erke^ lei^t, daß die K^ttoten ki, 1^, \ in en(^^ Ed 
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und addiert sie, so folgt unter Beachtung der Belation^n, die zwischen* 
den . . . ^3 wegen ihrer Natur als Bichtuhgskosinusse bestehen, sofort: 

(48) \4.(.J')'+B*(ii)‘+C'(4f)'-V + V + V. ■ 

und der Vergleich mit (41) liefert sogleich: 

(44) + V + V“ 


Üq ist also der absolute Betrag des Drehimpulsvektors Uq, 
dessen Bichtung im Baume durch die drei Bichtungskosinusse 



b h. h. 

To’ C/o 


r ben ist. Diese drei Bichtungskosinusse bestimmen auch natürlich 
zum Drehimpuls senkrechte, durch den Koordinatenanfangspunkt 
gehende Ebene, die nichts anderes als die invariable Ebene 
des Systems ist. Anderseits folgt aus (41) sofort, daß die Bichtung des 
Drehimpulses gegen das l>ewegliche System durch resp. die 

Bichtungskosinusse 


m 


I d 7f 

Ti 


B 




ü. 


JL 

u. 


c- 




definiert wird. Dies folgt auch mit Hilfe von (42), woim man bedenkt, 
daS äer Drehimpuls ein von der Bichtung des Koordinatensystems un- 
jirbhängig^ Vektor ist, daß er sich also auf ein anderes Koordinateu- 
%$1fcem transformiert, wie die Koordinaten selbst und z. B. die Kräfte. 
Erweitert man die Gleichungen (42) z. B. resp. uiit a^, pi und addiert, 
so folgt sofört: . h 

A -jj- =>&!«, + + fc, y, , 


and die rechte »Seite ist nach der obigen Auseinandersetzung die I-Kont- 
des Drehimpulses (— tt,), woraus das Behauptete folgt. 

' ‘ ^^]k;8peziellen Fällen läßt sich nun schon der Charakter der Bewegung' 
hl^hficken: Nehmen wir z. B. an, für den betrachteten festen 
#ankt de» starre, n Körpers seien alle drei Hauptträgheits- 
hioniente untereinander gleich, J — B ==: C; das ist z, B. du 
JFaU fär den Mittelpunkt einer homogenen Kogel, weshalb »o 
|ehaffener Kreisel ein „Kugelkreisel“ genannt wird. Aas den Eub'r- 
B(d»en Qleiehungen (89) folgt in diesem Falle sofort, daß die Eotation- - 

komponenten nm die f-, tj-, {;>Achsen, zeitlid' 


kj^stant sein mü88eh,jdaß also di e Botatio ^ 
Bindigkeit vom v^etrage 



sieht maUi 




die 




dt ’jit , 

Üt'khhslMiter Wink*?*' 

erffig*'- 

skehse i®- 

% ■ 
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Bichtungskosinusse gegen das (f ,, »;;5).System^ 


ät'' dt 


d.t 


alle konstant sind. Ferner ist nach (46) der. Dreh- 

impuls, der beim kräftefreien Geisel im Raume stets nach Größe und 
Richtung konstant ist, auch im Körper konstant, und seine Richtung 
fallt, ebenfalls., nach (46), mit der der Rotationsachse zusammen 
Also hat auch die Rotationsachse im Raume eine konstante 
Richtung. Die Bewegung ist also folgende; Der Körper dreht sich 
um eine im Raume und im Körper feste Achse mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit; die Richtung der Rotationsachse 
stimmt uberein mit der Richtung des Drehimpulses. Die Be- 
stimmung der Eulerschen Winkel y, ist in diesem einfachsten Falle 
fast tnvial; doch wollen wir sie durcl^ühren, um die Methode zu erläutern, 
die wir auch in komplizierteren Fällen anwenden werden. Wir wollen 
zimäch^st das (x, i/, Ä)-Sy3tem uns bequem legen, nämlich so, daß seine 
xy-Ebeno mit der invariablen Ebene, die 2 -Achse mit der Richtung 
des Drehimpulses zusammenfällt. Dann vereinfacht sich (42) folgender- 
matten: ® 

1 -jf + ß«, + Ca, -|-J- = 0, 

~ ^ o du _ 


(47) 


A a. 






Spezialisieren wr diese Gleichung auf un-ser augenblickliches Problem, 
und setzen die Anfangswerte der Rotationskomponenten resp. gleich 
‘^ 0 ’ Xd, Po (die dauernd bestehen bleiben), so ist: 


(48) 


K + «* 4 + *^3 Po = 0 , 

ßiK + 4 + ßt Po = 0, 

^1 4 'S XiXd J^sPo “J" 


K 

Oder:, 

y, = 4"’ 

md ahnüph für die Werte y, und yj. Berücksichtigt man ferner, dal lEfir 
unsereii' Fall ijaoh (48) . 

,,V-f[(>r)'+(if-)’+(4f)’] 

4-4® »fc «.V ^ drÄ.WjMtfri 



und diese liefern, wenn wir die Gleichungen (69) des VI. Kapitels auf 
- pag. 387 heranzieheui die die Richtungskosinusse Oj . . . durch die 
Eulerschen Winkel ausdräcken: 


yj =s sin t// sin ö- = . 

(5b) y, = cos ^ rin tS' a , 

y, = cos ^ = it . 

Ke beiden ersten Gleichungen (50) liefern: 


(51 a) taug \p=t 

^ die letzte: 

.(51b) COS^aA. 


■ der dntte Eulersche Winkel ergibt sich aus der letzten Gleichung (61) 
<|e8 YI. Kapitels auf pag. 338, die hier lautet: 



cos,»|f 


i?- . 

bi dt 


«tizo ivird: 


(51c) 


f eine Integrationskonstante ist. Die den Winkeln y> und noch 
, anbaftei^e Unbestimmtheit wird beseitigt durch Hinz nnahme der An- 
' fai^beduagungen; mit ihrer Hilfe bestimmen die drei Gleichungen (51) 
die' Xage des Körpers vollständig t die Winkel tp und & behalten ihre 
^ kcostaaten Anfangswerte bei, <p ändert sich proportional der Zeit;< d. h. 
' älfO ^oaoh den allgemeinen Auseinandersetzungen über die Bedeutung 
^<der Eulerschen Winkel in Nummer 72, daß sich der Körper mit‘ 
'der ^nstanten Winkelgeschwindigkeit o> = |^o*+ + Po* ““ 
idie im ^umd und im Körper feste z- Achse (gleichzeitig die Richtung des 
Drehimpulses) dreht, was wir oben bereits erkannten. 

■ ■h - Wir wollen nun wieder allgemein weiter gehen tud uns. geometQSCh 
einige Züge der Bewegung klar machen. Zu diesen Zwecke geben w 
von einer geometrischen Deutung der beiden Gleichu^^ (40) und. (41) 

aus. Betirachten wir nä^ch a!f knteris^ Kodi|^f«o 

n, i eines Punktes, so stelisn (40)*Qnd (41) . 

4 Sölde dar, die auf ihn^' Hauptachsen 



(^a) / 

und 

(41a) 
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^f*+B»;*+CC* = 2£o, 
+ B*jy* + C'*C* = t/j« . 


Die , Halbachsen des ersten Ellipsoides, das wir das H,-ElIipsoid nennen 
wollen, sind resp. 

(52) 

die des zweiten Ellipsoides, das I7o-Ellipsoid heiße: 

( 68 ) 


wenn wir ein für allemal die Bezeichnung -4, JB, C der Hauptträgheits- 
momente so wählen, daß 


dann sind in (52) und (53) die Halbachsen nach steigenden Werten 
angeordnet^ Da wir als kartesische Koordinaten auf- 

fassen, so bedeuten die beiden Gleichungen (40a) und (41a), daß die di# 
Eütationskomponenten repräsentierenden Punkte auf beiden 
Ellipsoiden gleichzeitig liegen müssen, d.h. auf ihrer Schnitt- 
linie. Ziehen wir also vom Zentrum nach einem Punkte der Schnittlinie 


einen Kadiiisvektor, so hat dieser die Größe 

dn dx dq 

~dt^ ~~dT * ~dt 

und die Eichtungskosinusse , stellt also nach Größe 



und Richtung die Rotationsgeschwindigkeit dar. Den End- 
punkt dieses Vektors nannten wir schon früher den Drehpol. Die 
stets geschlossene Schnittlinie der beiden Ellipsoide ist 
also die Kurve, die der Drehpol im Laufe der Zeit im Körper 
beschreibt, also die sogenannte „Polhodiekurve“, die zusammen 
uiit dem Koordinatenanfangspunkt den „PolhodiekegeT* bestimm^ 
der von dem genannten Radiusvektor beschrieben wird, wenn der Dreh- 
pol die PoDiodiekurve durchläuft. Daß die Schnittkurve beider Ellip- 
soide stets reell ist, folgt sofort aus physikalischen Erwägungen: der 
Radiusvektor vom Betrage «> = + + ist ja bei physikalischen 

Problemen stets reell. Die Gleichung des Polhodiekegels läßt sich leicht 
aus (40a) und (41a) ableiten. Erweitert man (40a) mit Uq* und (41 aX 
mit 27?^, so erhält man durch Subtraktion: 

i*(4üo*-2H„^»)+,;*(BÜo*-2EoB*) + C»(Cfüo*-2,EoC>)s=0. 


l*ieB ist, wie* man sofort sieht, die Gleichung des gesuchten Kegels. ^ 

Etsetat ^(5. , Ä überall durch ^ >nit 

der 


y. ohne Schwierigkeit gesdhehen kanh. so 
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haim (40) und (4!) mit Bezug auf das feste System ausd|ücken; 
die Sch^ttktörve der so erhaltenen’* Flächen liefert offenbar die Her- 
polhodiekurve, die zusammen mit ' dtem Koordinatenanfsingspunkte 
den Herpolhodiekegel bestimmt. Doch hat ein näheres Eingehen 
darauf keinen Zweck» da die ai . . .y^ als Funktionen der Zeit unbekannt 
sind: es ist ja gerade das Ziel der Untersuchung, sie kennen zu lernen. 

Wir können die Untersuchung, die wir eben für die Rotationsachse 
^ausgeführt haben, auch für den Drehimpuls % ausführen. Nach (46) 
sand die »y, f-Komponenten dieselben: 

(551 = 


Setzen wir dies in (40) und (41) ein, so erhalten wir zwei Gleichungen: 

tl** tl • 


57) + + 

Deuten wir 11^, als kartesische Koordinaten, d. h. als die Koor- 
dinaten des Endpunktes des Impulsvektors Uo, und nennen wir sie r/, C» 
^ so haben wir die beiden Gleichungen: 

.468) J + + 

, (59) . I» + = ü,*, 

von denen die erste ein Ellipsoid mit den Halbachsen 
(60)' y2E^^f2E^^y2E^, 


die zweite eine damit konzentrische Kugel darstellt, deren — wie früher — 
stets reelle und stets geschlossene ßchnittlinie die Kurve darstellt, di«^ 
der Endpunkt des Drehimpulses im Körper beschreibt; auch diese so- 
genannte „Impulskurve'* bestimmt mit dem Koordinatenanfangspünkte 
ein^ Kegel, den der Drehimpulsvektor bei der Bewegung des Körpers 
itk diesem erzeujgt, den man etwa den „Impulskegel" nennen kann, 
^in^ . Gleiohung ergibt sich analog wie vorher zu: 


( 81 ) ^ 25.) + n» (-^ - - iE,) - 0. 

%m kam Aiu(toke zu haben, wollen wir das EUi^id (58) das „rmpui.-^- 
,ellip8oid*‘, die Kngel (69) die „Impulskagel“ nennen. 

* , Im Batune ist der Impnis nach Größe and Bicbtong rmd dalu r 
erkennt m«n die Impnlsaehse eine viel einfachere G^tzm&6>gk('>^ 
{äifweist als die Botationsacbse, die sowohl im Ilörper -Als im BaW'' 
eimm Kegel besdurmbt; dafür bat vielleicht die* Bbtat|wMi»d»ee 
mediomsch afischaaliebm Bedeutung. fWir, woUen, uitt:^e 
.lang von bospids* and Boti^ensael^ aa8sa|^|liej^,^^;^ F’”'' 
.Uran- Kreisei^tmattir' ■berahen;'-dda^ 
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Stellung — gleichzeitig sowohl die, Lage des Botationsvektorö kls au<^> 
de^ Impulsvektors betrachten. 

Da die* Schnittlinien der Ellipsoide (40 a) und (41a) sowie des EIllp- 
soidÄ (58) und der Kugel (59) stets reell sein müssen, so ergeben sich 
sofort folgende Grenzen für die relativen Größen dieser Oberflächen. 
Zunächst kann nämlich der Eadius TJ^ der Impulskugel (59) nicht kleiner 
als die kleinste und nicht größer als die größte Halbachse des Impuls- 
eUipsoides sein; denn in beiden Fällen wäre die Schnittlinie nicht reell, 
da die eine Fläche die andere ganz umhüllen würde, ohne einen Punkt' 
mit ihr gemeinsam zu haben. Die beiden Extremfälle sind also die, 
da,ß der Kugelradius gerade gleich der kleinsten oder gerade 
gleich der größten Halbachse des Impulsellipsoides ist. Dann 
umschließt zwar noch immer die eine Fläche die andere völlig, aber es 
tritt Berührung an den Endpunkten der kleinsten oder größten Halb- 
achse ein: die Schnittlinie ist reell, wenn auch auf zwei Punkte reduziert. 
Im ersten Fall haben wir nach (60): 

(62) 

im zweiten: 

(63) C7.= V2^. 


^ Diesen beiden Extremfällen für die Bewegung des Impulsvektors im 
Körper entsprechen zwei ganz analoge für die des Rotationsvektors. 
Denn wenn (62) erfüllt ist, also die Impulskugel (59) innerhalb des Impuls* 
ellipsoides (58) liegt, und nur Berührung an den Endpunkten der klein- 
sten Halbachse stattfindet, so gilt nach (52) und (53), daß die grö ßte A chse 

des (7(,-Ellipsoides ~ gerade gleich der größten Achse des 

Fo-Ellipsoides ist; denn ist vermöge (62) gleich === 

dann haben wir für die Halbachsen des 



und für die des ÜQ-Ellipsoides nach (58) und (62): 




'1- h. aber, da ein echter Bruch ist, daß die anderen Halbachsen des 
fVEllipsoides kleiner sind als die entsprechenden des Bo-Ellipsoides; mit 
inderen Worten: das Üo-Ellipsoid ist gestreckter als das B,* 
Ellipsoid und liegt gans innerhalb des letzteren, dasselbe nnt 
denEndepder großenHalbaohse berührend. Auch hier redutie^ 
sich also die ^hnittlinie, d. h. die Bahn des Drehpoles, «if zwei 

Um ein Tollst&ndiges Bild der gegenseitigen Beziehung von Imptus* 
Vektor lutd müfiten die \riet fUkhon 
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Körper einge^eiohnet , werden, mit dem gemeinsamen Zentram im festen 
Punkte Si diese FlÄohen' liegen im ^Körper fest und machen dessen ]^- 
wegung mit. Um indessen die Zeichnung nicht zu unübersichtlich zu 
machen, zerlegen wir sie in zwei, indem in Fig. 119 a ein Schnitt dturch 
die Impulskugel und das Impulsellipsoid, und in Fig. 119 b ein Schnitt 
durch das jB^- und das Uo-Ellipsoid gezeichnet sind. Die Figuren nebst 
den eingetragenen Buchstaben sind wohl ohne weitere Erläuterung ver- 
ständlich. 

‘ Wie ist die Bewegung in diesem Falle? Aus den Figg. 119a und 
119 b geht hervor, daß dann sowohl der Impulsvektor als auch der 
Eotationsvektor im Körper und im Baume festliegen; d. h. sie fallen beide'* 



sstisammen, und zwar bei unserer Wahl des (f,?y,C)-Koordinatensy8teins 
mit der C-Achse, d. h. der Achse des kleinsten Trägheitsmomentes C 
dur<^ den Punkt S. Diese Achse ist also auch im Baume fest, ohne 
anderweitig festgehalten zu sein, als nur in dem festen Punkte S. 
ist/^o in der früheren Ausdruoksweise die Achse des kleinsten Haupt- 
tri^eitamonxent^ eine ,4reie‘‘ oder „permanente** Botationsachsf . 
Ke Betatron um dieselbe geschieht mit konstanter Wihkelgesohwindig- 
' da der Eotationsvektor auch der Größe nach konstant bleibt; ob 
int Sinne oder entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers bleibt unent- 
r schieden; das hängt von den Anfangsbedingungen ab. Diese Unbestimmt- 
heit entspricht dem Umstande, daß wir in den Figg. 119 Jedesmal zw< i 
^Bermtfoii^ also zwei mögliche Bichtungen von Drehimpuls- umi 
Itotationsvekior haben. ; ^ ^ 

Beträdiltea wir jetzt den zweiten Extremfall, der dufch;(^H<»^^^‘ 
iBlärt ist. Dann sind gleiehzetiig die Adisen des ii||A 
n|^b (52) und* {m)i. " ^ 
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Uj-Ellipsoid; 


]/W^i/W'U\/¥ 


£ 

C 


d. h. die beiden Ellipsoide stimmen in der kleinsten Halbachse tibejjBin, 
und das Ho-EHipsoid umhüllt das JBo'Ellip^oid vollständig, dasselbe 
nur in den Endpunkten der kleinsten Halbachse berührend. Wir er- 
halten also das Bild der Figuren 120 a und 120 b. Auch in diesem Palle 
haben wir eine Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um 
eine im Raume und im Körper feste Achse vor uns, die jetzt mit der 



9 



Fig. 120a. 





Achse des größten Trägheitsmomentes A zusammenfällt; auch diese 
Achse ist eine permanente Rotationsachse, wie wir schon aus Nummer 82' 
von der Untersuchung. der Deviationsmomente her wissen. Die Rich- 
tung der Rotationsachse und natürlich ebenso der Impulsachse bleibt 
zweideutig. 

Zwischen diesen beiden Extremfällen steht in der Mitte derjenige, , 
daß der Radius der Impulskugel gleich der mittleren Halbachse des 
Impulsellipsoides ist. Dann ist nach (60); 

üo = V^Tb- 

Dann berühren sich Impulskügel und Impulsellipsoid in den Endpunkten 
der mittleren Halbachee, durchschneiden sich aber gleichzeitig. Demi 
der Kugelradius ist dann ja kleiner als die größte, aber größer ab. dv 
. j ß l'® Hälbaokse des Impulsellipsoides. Man macht sich leicht llat 
„ die beiden Flächen »oh infolgedessen in zwei Kreisen dutehsohnekb^ 
®’i8sen, 'die durch die Berührungspunkte an den Enden der mittdeil^ 
albaohse hindittcfcgehen <1%. 121 a). Gaeioh«ei% stimmen jdaha 
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das £o-ElHpl>id und das üg-EUipsoid in ihren mittleren Halbachsen 
überein und durchsohneiden sich aus demselben Grunde wie vorher in zwei 
Kurven, die durch die Berührungspunkte hindurchgehen (Pig. |21 b). 
Auch hier ist die Bewegung von demselben Charakter: konstante Bo^ations- 
geschwindigkeit um die Achse des mittleren Trägheitsmomentes B, 
wobei die Bichtung des Botationsvektors und Impulsvektors zweideutig 
bleibt. 

Die Bewegung um die mittlere Achse unterscheidet sich übrigens in 
einem wesentlichen Funkte von derjenigen um die beiden anderen Haupt- 
trägheitsachsen, worauf \rir nachher noch näher eingehen müssen. 



Na^h 4^ Behandlung der Extremfälle gehen wir jetzt zum allgemeim ii 
FiBe ü^r, wobei wir uns aber auf die Betrachtung des Botationsvektors, 
jbb das und Ug'EUipsoides, beschränken können, da für Impuls- 
und Hnpulskugel alles ganz analog ist. Wir wollen also, nnt 
4d0i’'«hrtea Extremfalle beginnend, wo das {Jg'Bllipsoid ganz innerhali) 
jE^EBipsoides li^, das Hg-EUipsoid wachen lassen, wobei wir das 
'JBg'El^aoid- konstant halten. Dieses ist gestattet, da es uns ja nur a<it 
die rektivett Ordfien beider Flächen ankommt. Lassen wir das I o- 
EOipsoid ans seiner Anfai^lage wachsen, die durch Fig. dargesii ilt 
ist, so dnrchseboeidet es das Fg*Ellipsoid, und spSrat j»ffenb«r in 
kl^n oytdeh Kurven, die die größte Halbachse .w^beä (JSg- 
,|a größer d}» l7«*EIIip«nd wird, desto größer -werdönjracb die Schm ^ 
rraven; aber sie uin|[eh.e*,stetB die größtd^aÄuohse»' 
mittleren ,Balh«<^jfie'h^'N'h(»idey' 
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feind, d. h. bis der Fall der Fig. 121 b realisiert ist. in diesem Fal0iiurch- 
schneiden sich dje beiden ßchnittknrven in den Endpunkten der mitt- 
leren Halbachsen, und man kann daher hier sowohl sagen, daß die Schnitt- 
linien die größte wie die kleinste Halbachse umgeben. Lassen wir das 
170-Bllipsoid weiter wachsen, so daß wir uns dem Grenzfall der Fig. 120 b 
annähern, so haben wir nunmehr Schnittkurven (Fig. 123), die die 
kleinste Halbachse umschlingen. Diese werden immer kleiner 
und kleiner, und reduzieren sich . endlich auf zwei Punkte, wenn der 
Fall der Fig. 120 b tatsächlich erreicht ist. 



Die Schnittlinien stellen jedesmal die Polhodiekurve dar; daß man 
stets zwei erhält, entspricht der Unbestimmtheit des Kotationssinnes. 
Da wir bei unserer Darstellung das Hj-Ellipsoid konstant gehalten haben, 
so schneidet das Uj-Ellipsoid nacheinander alle möglichen Schnittkurven, 
die wir oben besprochen haben, auf dem JSp-Ellipsoid aus, wie es in 
1^'ig. 124 dargestellt ist. Wir köimen nun auch den vorhin erwähnten 
Unterschied der Botation um die mittlere Hauptträgheitsachse im Yer- 
bältnis zur Botation um die beiden anderen Hauptträgheitsachsen 'yfer- 
, Zu diesem Zwecke erläutern wir, was wir unter „Stabilität" 

'md „Labilität" einer Bewegung verstehen wollen. Das ist ein^. &• 
wcjtf^ng der in Nummer 68. eingeführten, genau definiwtten Beritt« 

/er ötahilität und' IiahiUtät,;^e8 Gleichgeu?Ät^;,6in^^?nlnkt8y8t^^ 

Sohaefet, ' 
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Um die Stabilität einer Gleichgewichtslage* zu definieren, gaben mt 
dem System einen kleinen Stoß und untersuchten dänn, was eintritt, 
wenn dieser Stoß immer kleiner und kleiner gemacht wurde. Wenn 
dann auch die Entfernung jedes Punktes des Systems von der Gleich- 
gewichtslage und die ihm durch den Stoß mitgeteilte Geschwindigkeit 
immer kleiner und kleiner wurden, so nannten wir das Gleichgewicht 
stabil, im anderen Falle labil. Falls das Gleichgewicht stabil ist, ent- 
fernt sich das System nur wenig von der Gleichgewichtslage und führt 
kleine Schwingungen um dieselbe aus; ist die 
Gleichgewichtslage labil, so verläßt das System 
dieselbe mit endlicher Geschwindigkeit, um nie 
wieder in dieselbe zurückzukehren, wie klein auch 
der Stoß gewählt wird. 

Nach dem Vorgang von E. I. Bouth') er- 
weitert man diese Begriffe auf die Bewegung; 
allerdings ist die Routhsche Definition nicht 
zweckmäßig. Wir sagen im Anschluß anF. Klein 
und A. Sommerfeld*), eine Bewegung sei stabil, 
wenn die sämtlichen sie bestimmenden Elemente 
(die aufeinanderfolgenden Lagen des Körpers im 
Raume, die Lagen des Drehungsvektors und des 
Impuls Vektors im Körper und im Raume usw.) 
um so weniger durch den Stoß geändert werden^ 
je kleiner der Stoß ist. Im anderen Falle nennen 
wir die Bewegung labil. 

Wir wollen nun die Stabilität der kon- 
stanten Rotation um die Hauptträgheitsachsen 
oben ausführlich besprochen haben. Wenn 
dl ^5 Körper um die Achse des größten oder kleinsten Trägheits- 
momentes rotiert, bo ändert jeder Stoß die Bewegung so ab, daß die 
/^forher sich in den Endpunkten der betreffenden Achsen berührenden 
’ ® 0 *%nd Üp-Ellipsoide sich ein wenig durchschneiden, so zwar, daß 
8Qbi4ttkurvÖ den ursprünglichen Berührungspunkt umschließt, de 
' der Stoß, um so enger umschließt die Polhodiekurve (gleiches 

gilt vbn der Impulskurve, was wir nicht mehr besonders, hervorhehen) 
jdi% betreffende EUipsoidachse, um schließlich, wenn der Stoß unendlicli 
|;ö]naebt wird, auf den Berührungspunkt emzuschrumpfenr Bei(h‘ 
Bewegungen sind also stabil. 

Da die Rotationsachse sowohl im Körper als im Baume fest ’ 

' w kann eiii in dieser Weise rotierender Kreisel offenbar zum Nachw^^^ 
der ErdfotatiQn dienen« Ein solcher Versuch ist mit Erfplg von Föppl ) 


*) £. L Rontk. on tbe fitutHlity d 

*i r. Klein n. Ä, 

- A, Fippi, Bf t. - ■■ ■ 
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untersuchen, die wir 
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Andere steht es mit der Rotation um die Achse, des mittleren Träff- 
heitemomentes. Ge^n wir dem rotierenden Körper einen noch so kleien 
Stoß, so umschheßt die entstehende Polhodiekurve — es sind' nur die 
Fälle der Figg. 122 und 123 mögüch - entweder die Achse des 
kleinsten oder des größten Trägheitsmomentes. Nie aber 
kann eine Schnittkurve entstehen, die die mittlere Haupt- 
trägheitsachse umschließt. Der Charakter der Bewegung ^rd 
durch den kleimten Stoß radikal abgeändert: die Rotation um die 
Achse des mittleren Trägheitsmomentes ist also labil 

Um die Bewegung im allgemeinen Falle in allen Einzelheiten über- 
sehen zu können, bleibt nichts anderes übrig, als auf die Eulerschert 
Gleichungen resp. die daraus bereits abgeleiteten Integrale (40) und (41) 
raruckzugehen. Wir werden für den unsymmetrischen kräftefreien 
Kreisel (A ^ B C) die Rechnungsmethode nur andeuten und sie in 
der folgenden Nummer für den symmetrischen kräftefreien Kreisel wirk- 
lieh durchführen. 

Erweitert man die Gleichung (40) mit B und subtrahiert davon 
Gleichung (41), so erhält man n ausgedrückt durch ö, nämlich: 

2BE„- 

A(A-B) 


(65) 


('S’ 


Erweitert man entsprechend (40) mit A und subtrahiert dann (41) 

, so folgt eine analoge Darstellung für z • 

(66) {^lY - f/,« _ a{A - Oy* 

U< j B{a- B) ' 

ffieht man die Quadratwurzeln und setzt diese in die dritte der kräfte- 
freien Eulerschen Gleichung (39) ein, so folgt: 

C = ± j/ •f' - Öy« ^ ^ - t7.» - a(A -'Ö)j* , 

oder: 

(67) 


_ _ de 


A ai Variabein getrennt und die Integration liefert für 

Li.* ^““Ktion von t offenbar eine elliptische Funktion, da das links* 
»renende Differential ein eUiptisches Differential ist. Ist « bekaniü 
so ergeben sich nach (66) und (66) sofort n und t Damit sind aüe dt^ , 

Leven “ *’**’^8 bewegte System bekannt,^^ 

z-Rieht^”^ die feste »y-Ebene in die invariable Ebene, so daß die po^tiva 
chunsen ^ 7 ^* I*“P«l8acJ»se zusammenfällt, so liefern äß 
die iw P Richtui^fskosinusse ansgedifiok^ 

‘■M. <J9) «k. VI. JCptol. mt, dep Eiu/ihSS' 
»mmenhüMM,;. Mm «hUt dim W^.SWjdffidfedi» 
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sehen Winkel durch ä, ^ ausgedrückt, d. h. als Funktionen der Zeit, 
womit alles bekatmt ist. Wie schdn^ bemerkt, führt, die Li5süng auf ellip- 
tische Punktionen; wir müssen darauf verzichten, näher auf diesen 
Gegenstand einzugehen. 

V 

84. Kräftefreie Bewegung des symmetrischen Kreisels. 

Dagegen wollen wir einen wichtigen Spezialfall, den des symme- 
trischen Kreisels, behandeln. Darunter versteht man einen solchen, 
für den zwei Hauptträgheitsmomente gleich groß sind. Wir nehmen 
etwa B=A^G, Die Behandlung dieses Falles können wir zweckmäßig 
• sofort in die geeignet spazialisierten kräftefreien Eulerschen Glei- 
idiungen (39) anschließen. 

Dies werden hier: 




Von diesen liefert die letzte sofort für die Komponente der Bo* 
'tationsgesch^nndigkeit am die Achse (wir bezeichnen die Kotations* 
k^ponenten im folgenden vielfach der Kürze halber durch n, x, (1); 

(69) (i «■ Const = (j, . 

. ,'1 Da die Lage der C-Achse, um die die Botation Pg stattfindet, bisher 
nur dadurch definiert ist, daß sie mit der Achse des feinsten Trägheits- 
raomentes C zosammenfällt, so wollen wir diese Bestimmung dahin 
ergSnzen, daß wir diejenige Bichtang als positive C'Achse nehmen, in 
bezug auf die die Botation im positiven Sinne vor sich geht, d. h. wir 
,1i^öimen ohne Beschränkung der Allgemeinheit ('o>0 annehmen. 

yAus (69) folgt mit Benutzung der für unseren Fall spezialisierten 
^^ciiung (41) sofort weiter: 


's^istäueb **+^* +<>**<«>* konstant, d.h. die Botationsgesebwin- 

i^igltpit ist konstant. Damit vereinfachen sich die beiden erstem 
^^Ql^ühungen (68) foi^ndermaßen: 

I . 


A — (( 7 - 4 ) ^ 0 -^ '* 


^d.b. wir haben zwei 'miteinander gekoppelte Ixneatm^luOgBn® 
chnngen/ wie wir 'sie. gpnz ähnlich b^ den ^l|(WÜo||uag^<^^ 
l^ei^ Mut^pnolttf . fer 


(iQgene 

Systems 
m man d'-'' 
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Kunstgriff benutzt, die letzte der Gleichungen (71) mit d^ imaginären 
Einheit i= Y—l zu multiplizieren' und zur ersten zu addieren, erhält 
man die einfachere Gleichung; 

^ * T^') - 1«? - ^) ('o ('d" + » “ 0. 

oder wenn wir für einen Augenblick ~/f + i^ = V setzen: 


(72) 


dV 

dT 


C-A 


(>oV, 


die wir durch den schon früher bei dem Schwingungsproblem bewährten 
Ansatz zu lösen versuchen: 

(73) V - c“<, 

wo a eine zu bestimmende Konstante ist. Gleichung (72) liefert sofort: 

.C-A . 

« •=»— 2 — (>o> 

so daß wir aus (73) erhalten, wenn wir noch eine willkürliche Konstante E 
• einführen: 

• ?r A 

(74) Vs:i + iz = Ee'' ^ . 


Im allgemeinen wird E komplex sein, also gleich ß+iy zu setzen 
sein. Trennt man in der letzten Gleichung das Beeile vom Imaginären, 
so erhält man unmittelbar: 

Ä = /9 cos {>at-r sin «0 f > 

r = yeoa (5* t + /? sin 1, 

oder, wenn wir noch setzen: 

ß SS J? sin#, 
y «FcosJ, 

kann man für A und y schreiben: 

(76) 1 *— 

.1 j^-r+FcOS^^-pJ- 5 ), 

“der, unter Einführung einer anderen Integrationskonstanten i«, erhält 
luan für alle drei Botationskomponenten: 

ff = - F sin (ijf-g, 

m CA 

;?r+F 008 -^P„(t-U • 
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Die Konstante P bestimmt sich nach (70) zu: ± ^ ■ « Nun 

drücken wir vermittels der geeignet spezialisierten Gleichungen (47) i,' 
Q durch Uj . . . yj aus. Wir haben zunächst aus (47)^: 

A(ßin + ß2X) + Gß^^f^=^0, 

Ai/i ^ + ri^ + CrsiK^h- 

IJCjI ist offenbar = TJqI aber es kann im allgemeinen nicht geschlossen 
werden, daß selbst gleich Uq ist. Wir werden jedoch nachher sehen, 
daß eine derartige Festsetzung über das Koordinatensystem getroffen 
werden kann, daß stets ist. Bis dahin führen wir das Zeichen 

IB verschieden von Üq mit. Erweitert man die letzten Gleichungen 
' init resp. Ui, ßi^ yi und addiert, so folgt: 


^(77) 


A 


dn 

'dT 


hm 


ebenso folgt durch Erweiterung mit ctg, ß^, y^i 

( 78 ) ^^^hr,-, 

tmd endlich ebenso: 

|t>(T8) C (>0 = h^f 

^Pardns folgt weiter mit Benutzung von (75): 




(80) 


A . 
A . 
G . 


T-.-Pcos-^— Po«-«.). 


AF ^ C ““ A * ft 4 \ 

an — 3 — «0 (!“<»)» 


nach (59) des YI. Kapitels auf pag. 387: 

■ ' rin-ytsinif^ 

se, - . v- 

■(fljj cos^sint^ = + -j-cos-^^— (},(<- g, 

v; y^\ < ^ , i 

. ' COStJ'-» 


A 

A 


Ans den beiden eisten folgt: 


0 . 


oder: 

(8^ 

-ä^ 


tang ip - - taug ^o(f - g, 


■f C-A . iv _ 0 

2 P9(t~g> “ 


Pabei^jbMbt in v soeh «me" Pnbestiilimtbeit 
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verden kann. Aus der letzten Gleichung (81) folgt, daß d konstaint gläch 
}q ist. &Q ist der Winkel zwischen der positiven 2 :- Achse und der bereits 
ndgültig festgelegten f-Achse. Nun können wir die positive Eichtung 
ler > Achse, welch’ letztere bisher nur dadurch festgelegt war, daß sie 
nit der Normalen auf der invariablen Ebene zusammenfällt, jetzt so 
vählen, daß derj Winkel (zC) spitz ausfällt, d. h. sein Kosinus und 
Sinus positiv werden. Nach der letzten Gleichimg (81) ist dann Ä 3 , da 
7 und qq positiv sind, gleichfalls positiv; es ist also direkt mit {7q identisch 
md kann daher dadurch in Zukunft ersetzt werden. Für den Sinus 
ron ^0 erhalten wir also: 

81 a) sin ,9-, = + ^ p,* . 


ins der dritten Gleichung (61) des VL Kapitels auf pag. 338 folgt 
ndlich zur Bestimmung von (f: 


lIso ist: 
83) 


('o 


d(p 

IT 


A^C , 

A 


d q> 

d i 

(p «» 


-3 

A coa 


V, 

A 


, und 






venn eine neue Integrationskonstante bedeutet. 

Wie stellt sich nun die Bewegung dar ? Da um die Achse des kleinsten - 
Trägheitsmomentes C, die mit unserer f-Achse zusammenfällt, ’Sym- 
netrie herrschen muß (da A = B), so werden wir jetzt die C- Achse als 
Symmetrieachse oder Figurenachse des rotierenden Körpers bezeichnen. 
Der Winkel zwischen der Figurenachse und der mit der invariablen Achse 
5usammenfallenden Achse ist gleich konstant. Um diese Figuren- 

ichse findet eine Eotation (in der früheren Bezeichnung eine „Eigen- 

Irehung“) mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit Po 

3tatt (vgl. Pig. 100 ), die vom Winkel §q zwischen Figurenachse und 
^-Achse unabhängig ist; deim nach der letzten Gleichung (81) hängen 
^0 und nur durch eine willkürliche Konstante (k^) zusammen. Die 
Rotationsgeschwindigkeit ist bei unseren Festsetzungen positiv, da (7<i4 
Gleichzeitig ände^ sich der sogenannte „Präzessionswinkel“ ^ 
zwischen der Knotenlinie und der :r-Achse mit der gleichfalls posititen 

jjPräzessionsgeschwindigkeit“ ^ , die vom Verhältnis der Trä^its« 

uiomente C und ^4, der Eotationsgeschwindigkeit um die Figüien- 
achse, und der Neigung #0 derselben gegen die invariable Aohsa aäiS 
. ist. Da #0 konstant ist, so beschreibt^die Pigurenachse 
um die invariable Achse (^ Achse), 
^ab 6 n.es^nuj^||i^t jr|§|i «u tun. 
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Stallung ist die ganze Bewegung völlig bestimmt, da für jede Zeit die 
Lage d^ Körpers d^ch die Eulersch^n Winkel festgelegt ist, ^ 

Man bemerke, noch folgendes: Wie oben betont, haben und 

dm 

dasselbe Vorzeichen, da nach unserer Festsetzung C<A ist; die 

Eigendrehung um die Figurenachse und die Präzessionsbewegung der 
Figurenachse um die invariable Achse gehen also gleichsinnig vor sichj 
weshalb diese Präzessionsbewegung speziell „progressive Präzession“ ge- 
nannt wird. Würde die Figurenachse die Achse des größten Trägheits- 
momentessein, (C>A), so wären und von entgegengesetztem 

Vorzeichen; die Präzession heißt in diesem Falle „retrograde Präzession“. 

Die hier gewählte Darstellung ist äußerst anschaulich, ab^r es ist 
nicht die früher besprochene Poinsotsche, bei der man auf das Abrollen 
zweier Kegel aufeinander geführt wird. Wir wollen der größeren Deut- 
lichkeit halber, imd damit Verwechselungen der verschiedenen Achsen 
und Kegel nach Möglichkeit ausgeschlossen werden, jetzt noch die 
Poinsotsche Darstellung, aber in analytischer Form, geben. 

Zu diesem Zwecke haben wir zunächst die Lage der instantanen 
Botationsachse im Körper und im Baume festzustellen, was keine Schwierig- 
keiten bjetet, da die Größen und damit auch die Größen 

beltannt sind. Die Gleichung der instantanen Botationsachse im Körper 
int, ^enn mit tj, C die Koordinaten eines derselben angehörenden 
Punktes bezeichnet werden, offenbar: 

oder wenn^ man die Werte (75) benutzt und D ein Proportionalitäts- 
jbktör ist: 

I DFÜn^±ö,[t-t,), 

— DF — 

Die instuitane Botationsachse geht durch den festen Koordinaten- 
aiifangspunkt; wir wollen nur solche Punkte derselben betrachten, <lii 
,|rom Nullpunkte aus gerechnet nach der positiven Seite liegen; d. I>- 
wir kdnnen D als positiv voranssetzen. Setzen wir D direkt gleich 1, 
80 ' sind offenbar ({, f ) die Koordinaten desDrehpols, und mit 
stellen die Gleichungen (84) in Farameterdarstellung die Polho^kw^^ ’ 
d. h. die sukzessiven Lagen des Drehpoles dar. Diese GIei<d}ungen stellen 

;^Ieich bei beliebigem D in Parameterdarstellupg den!t PoÄodiekeg«' 

dir, d. h. die Gesamtheit der sukzessiven Lagen der instantanen Botationfj- 
adise im Kipper. , Zulassung negativer D-Werte wfhde -bedeuten, da 
wir iH&bden .diametralen“ Kegernützl^ 
ymf t D nrhfth m«i Imebt: < 
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I* + 
C* 


^IL 

9o* 


(7 * — * 

oder wenn für F* sein Wert gesetzt wird: 

(85),. + + )»0, 

die eine Kegelgleichung in ihrer gewöhnlichen Form darstellt. Und 
zwar einen Kreiskegel um die C-Achse. Der Kegelwinkel Ej ist offenbar 

dadurch bestimmt, daß der Ausdruck — gleich der trigono- 
metrischen Tangente von «i ist; also: 


( 86 ) 


taug«, 


1 

«0 




Das Vorzeichen der Wurzel muß so gewählt werden, daß der Zähler 
j/l* + - ± DF = ± ||/Do*-C*(V 

positiv 'ausfällt, da er den stets positiven Abstand des betrachteten 
Punktes von der C- Achse darstellt. Dieselbe Betrachtung entscheiclet 
auch nachher beim Herpolhodiekcgel über das Vorzeichen. 

Natürlich hätte man das Resultat auch direkt durch Spezialisierung 
der allgemeinen Gleichung des Polhodiekegels gemäß (54) erhalten können; 
man überzeugt sich in der Tat leicht, daß (54) für unseren Fall in (85) 
übergeht. 

Jetzt wollen wir die Lage der instantanen Rotationsachse im Baume 
bestimmen; ihre Gleichung ist: 

X :y:z^p:qir. 

P,q,r hängen mit den bekannten Eulorschen Winkeln nach 

Gleichung (60) des VL Kapitels auf pag.887 folgendermaßen zusammen; 

p Ol cos (p • & + sin (p • sind' • yj f 
^ sin qp • ^ — cos gp • sin ^ • 1//, 

1 ^ «a ^ + cos • tj/ . 

Gemäß (81), (82) und (88) wird daraus für die Rotationskomponenten 
in bezug auf die festen Achsen: 


(87) 


p « sin l/i ~ ^ 




Ä 


'Qo* 


Ejl 

A 


C 


C-Ä . , 
(V* 


A 


, , B also, wieder einen positiv zu wählenden Ptoportiopit^l^^'' 

aztor.-Bo haben vrf» fÄ Funkte der instantanep BotatioiiiOl^ 
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188) 


A 

i, - + E cos A (t _ g y 1 _ ^ 


Po I 


Bü, 


EC G-A . j 

U, A 


Das ist gleichzeitig die Paraineterdarstellung für den Herpolhodiekegel. 
Eliminiert man die Zeit t und die Konstante E, so folgt leicht: 


(89) (**+ y* 


(V, 

C 

u ■ 

■ P. A 




UQd das ist offenbar wieder die Gleichung eines Kreiskegek, jond zwar 
tun die xf- Achse. Für die trigonometrische Tangente des Kegelwinkels «2 
hat man wieder: 


(90) 


Fl 

Ä 


ü. 


Ä 




Das Hinnszeichen. rechtfertigt sich auf die vorhin beim Folhodiekegel 
>useinandergesetzte Weise. Es ist leicht, «g mit Zusammen- 

l^jEuig zu langen. ^ Denn man kann (90) so schreiben: 


tangf, 




1 + 


ACi,' 


' ta“g(»^o - « 1)3 


darin ist die rechte Seite gleich: 

tg». -tg«i 
i+tg#,tg», 

.folgt sohlieBlich: 

,^,(91) •* “ <^0 “ *1 * 

‘ j^aben also die Verhältnisse der Fig. 125 vor uns. Man erkennt ins- 
|b{i)?8Qiidefre folgendes: Von der Eigendrehnngsgescbvindi^eit yi wissen 
bwmts, daß sie positiv ist; ebenso von der Präzessionsgeschwindig- 
1:^ ^ am die z* Achse. Deshalb ist am die S' Achse und in di<' 
loreisfArinige 6mndflä(die des sog. „Präzessionskegels“ je ein Pfeil mit 
posititvm Botationssinne eingezeichnet worden. Innerhalb dieses Kegeln 
liegt zofolge (91) dia instantane Botationsachse, die den Kegelwinkel A, 
in zwm (Peile «j and ^ teilt. Im Baome beschreibt die BotatfawecbM’ 
/den Kegdl'init der Ofhmng und zwar im positiven S^e, wie niati 
. 80 ^ aas den bdden ersten Gleichungen (88) entohmi^^kann;. desha j 
^in entiprechender Pfeil eingezeichnet word^. ;l^r; Ptdhbdiekege 

nut der Offmi]^ s. wird dag^n im negativen ffinne fäiiüÄiißötatwn^- 

-jL. i<:' tTi- lassen 

^^)ien Siim» 


aöhie: nn^ofen, aciejdie besden ersten ÖleieM 
•• " “ • 
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besohreiben; wir kommen darauf noch zurück); ein ent8precbci|ier 
Pfeil ist eingetragen. Endlich erfolgt die Botation um die insW^e 
Botationsachse im positiven Sinne, d.‘ h. in demselben, in dem die B^- 



Pig. 125. 

wegung der Botationsachse auf dem Herpolhodiekegel erfolgt, d. h. die 
Präzession ist progressiv. Bei dieser rollt also der Polhodie- 
kegel stets von außen auf dem Herpolhodiekegel ab. 

Betrachten wir nun den Fall, daß C > ^ ist. Die Unterschiede gegen 
flen bisher behandelten Fall werden am besten hervortreten, wenn wir 
die folgende Tabelle studieren. 


Eigendrehtmgsgeschwindigkeit 


Umlaufsinn der inet. Rotaticms- 
achse auf Fblhodiekegel 
auf Herpolhodiekegel 
Beziehung zwisohtti den Winkeln 

^0* ^1 1 »t 

Charakter der Fräaeedon 


negativ 


progressiv; Polho- 
diekegel rollt von 
außen auf Herpolho- 
dieke|;el ab (fig. 12ß) 


•i.®* *1 

Spez. Pedi der retib* 
graden MmmkAi 
Polhodieke^ umleiBt 
den Heri»^tkltokn|^ 
vhd roUtyfbfciMlian •» 
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, e^u; . T;,:r;iTiv;;)rBr/r7 :r::=^ - = 

^ ^ Wir erhalten BO dad Bild der Fig. 126 die gansr analog wie Fig. 125 
angelegt ist tind mit BSlfe der Tabelle ohne Schwierigkeit verständlich 
sein wird. 



Kg. 126. 


te. Saminiiiiielw Betnebtuv der Bewegungen einei lynunetriMlien Kceiiels 
unter dem EinflnB von KriUten.*) 


Die Behandlung des allgemeinen Problems des symmetrischen Kreisels 
nhter dem EinOuB von Kräften, insbesondere der Schwere, würde den 
■ Slidimen dieses Buches überschreiten; der lieser sei dafür auf die be- 
Mite genannte umfassende Monographie über die Theorie des Kreisels 
von F. Klein und A. Sommerfeld verwiesen. Wir beschränken uns 
auf eine summarische Betrachtung der dabei auftretenden Ver- 
HdUtaisse. 

.^r denken uns einen sehr schnell nm die Figutenachsü rotierenden 
Ejce^l, dessen Drehimpuls nach Größe nnd Bichtung tt sei. Wirkt 
«ns aof den Kreisel ein Drehmoment 91 ein, so sagen die Momenten- 
Ipddinngen oder der damit gleichwertige zweite Impulssatz (Gleich^ 'Ib) 
ly.’ Kapitels dnf p^. 194) ans, daS die zeitiiehe Ändei^ng d» Dreli- 
irngnlsM gleidi. dem wirkenden Momente ist. Alsd: 



dit 

df 
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Dabei ist^ BelbstTerstSndlioh die Änderang i 9 )m festen S]r8tem ans 

beurteilt. Aus der zweiten Pormulierung der Gleichung (92) geht hervdr, 
(laß die Änderung dtt des Drehimpulses ein Vektor ist, der mit 9t die 
gleiche Biditung hat, aber vom dt-fachen Betrage ist. Der Impub Q 
geht also infolge der Wirkung des Drehmomentes 91 nach der Zeit d( 

über in II + d tt. Wir wollen jetzt die gegenseitige Lage der drei Vek- 

— >“ — >- 

toren ll, SR feststellen. Es mögen in Fig. 127 0^ und OB der 

Größe und Bichtung nach die beiden Vektoren 3R und 11 darstellen, 
die von einem Punkte 0 aus aufgetragen sind. Dann kann dtt etwa durch 

das in Richtung von 9t abgetragene Stück OP charakterisiert werden, 


A B> 



Nach der Farallelogrammregel finden vrir dann den Punkt B' der- 
artig, daß OB* der Größe und Richtung nach den neuen Drehimpuh 
tt+dll darstellt. Der Vektor tt+dtt liegt also stets in dem Winkel 
den die beiden Vektoren 9t und U miteinander bilden, und daher kani 
man das Resultat so aussprechen, daß der Drehimpuls bestreb! 
i»t^ der Richtung nach sich derjenigen von W zu nähern 
also sich 9t parallel zu stellen. Man bezeichnet dieses Verhaltet 
des Impulses, das keineswegs auf den Kreisel beschränkt ist, Bonden 
offenbar in gleicher Allgemeinheit wie der Impulssatz gilt, beim Kreise 
als „Tendenz zum gleichsinnigen Parallelismus“. ^ 

Nun ist allerdings die Impulsachse nicht gut zu beobachten. Weni 
^r aber einen sehr schnell um die Figurenachse rotierenden Kreiste 
annehmen, und das wirkende Moment 9t nicht allzu groß ist, so wetdei 
w erwarten dürfen, daß angenähert die Verhältnisse etwa der Fignr ISü 
oder 126 des l^iSftftefreien. Kwiseb bestreu bleiben, dih. 

vfjtl, iniibiütane Rotationsaohie , noe^ 
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der Im^älsaohse ,:.bdnaohbart sind und dieselbe rasch im 
greise umlaufen. ' ‘ 

, Im Mittel ,wd daher die Tendenz zum gleichsinnigen Farallelis- 
mtm auch noch für die Figurenachse gelten, aber natürlich nicht in 
Strenge, wie für die Impulsachse. Es wird daher im Mittel sich die 
Fignrenachse des Kreisels der Bichtung des wirkenden Momentes 8R 
parallel zu stellen suchen. 

Dieser Satz erklärt das scheinbar paradoxe Verhalten eines schnell 
rotierenden Kreisels gegenüber äußeren Kräften (Pig. 128). Nehmen 
wir den in Fig. 128 gezeichneten Kreisel am Griffe in die Hand, halten 



ihil vertikal und versetzen ihn in eine Drehung, die, von oben aus l’c- 
ärt^, positiv ist. Dann ist die positive Bichtung der Impulsachse tiadi 
oto> geriditet. 

■ Vmudit man den Kreisel so zu bewegen, dag das obere Ende ilei 
I^iarenachse sich nach hinten bewegt (d. h. dreht man ihn um <!>>' 
horizontale Achse HH), so übt man ein Moment ans, dessen Bichttmg, von 
yome g^hsn, in der Zeichenebene nach linke liegt, wie^es der Pfeil »n- 
^eutet. Also bewegt sich nach dem eben Gesagten die Kreisel- 
spitze» statt nach hinten, wie man erwarten sollte, im 
Mittel nach links (die Impnlsao|i8e streng nS»eh links). 

Würde die Botatimi um die Figurenaehse im umgekehrten 
^Igen, so*wfirde ihre positive Bichtung ngch unt^ sn netoen 
^ i&eiselspitze würde Meh dann nt^ rechts ndgen,^lj^ die 
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sinnig werden können. Speziell erklärt sich auf diese Weise die Wirkuügf 
der Schwere auf einen, symmetrischen Kreisel, der nicht in seinem Schwer- 
punkt S, sondern in einem anderen Punkte 0 festgehalten ist (Pig. 129^ 
Auf ihn wirkt im Schwerpunkt S die Kesultante der Schwere Mg, 
die das Moment 8R ausübt. Diesem stets horizontal gerichtetem 
Moment sucht sich die Impulsachse parallel zu stellen, was, da der 
Punkt 0 des Kreisels fest ist, zur Folge hat, daß der Endpunkt des 
Impulsvektors einen horizontalen Kreis in Bichtung des 
Momentes SW beschreibt; dabei nimmt er im Mittel die Fi- 
gurenachse und die instantane Eotationsachse mit sich. 
Würde diese Bewegung in Strenge für die Figurenachse gelten, so 
liätten wir eine „reguläre Präzession“ vor uns. Aber eine solche kommt 



0 

Fig. 129. Fig 130. 

im allgemeinen (von speziellen Fällen abgesehen) beim schweren 
8;^metri8chen Kreisel nicht zustande, sondern nur im Mittel, indem 
die, Kreiselspitze kleine Zykloidenbögen beschreibt, die bei schneller 
Rotation zwischen zwei sehr nahe gleichen Kreisbögen liegen und die 
sich der Beobachtung vielfach entziehen (Fig. 180). 



86. Das Potential kontinuierlich verbreiteter Hauen, speziell einer 
homogenen Kngelsohale; der Burtitt des Gradienten. 

Den Schluß dieses Kapitels sollen einige Ausführungen über Bo? 
ontialtheorie bilden, die eine Vorbereitung zu den detaillierteren Aus- 
emandorsetzungen bilden, die wir in der Elastizitätstheorie jumF, im 
dieses Wwies in der Theorie der Elektrizität jebenmfl»eü. 
as hier Folgende hat hanptsäohli«^ den Zweck, uns mit dem auftroten^ 
‘ cn AufKirü^tei:^‘^tw;ai ^ machen; wir ^winnen, 
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•hier durch geeignete Verallgemeinerung der früher für das Potential 
diskreter Masaenpunkte aufgestellteh Werte. 

In Gleichung (182) des V. Kapitels (pag. 286) hatten wir für das 

P'otential eines Systems von Massenpunkten folgenden Ausdruck gefunden: 

" Dabei ist k die sogenannte Gravitationskonstante, und fj bedeutet den 
Abstand des A“” Massenpunktes mit den Koordinaten (X;,, tfi, z^) von 
dem Aufpunkt (x,tj, z), in dem das Potential angegeben werden soll. 
Dieser Ausdruck verliert seine Bedeutung, wenn der Aufpunkt mit 

einem der Massenpunkte (a:^, j/^, z^) zusammenfällt, da dann — un- 

- -endlich wird. Bei fortgesetzter Annäherung an einen Massenpunkt ist 
es eben nicht mehr zulässig, sich die Masse als punktförmig vorzustellen, 
sondern jede noch so kleine Masse nimmt genau genommen einen end- 
lichen Baum ein. Wir müssen daher die früheren Betrachtungen er- 
gänzen, und zwar wollen wir uns die Materie der Einfachheit halber 
als kontinuierlich vorstellen, d. h. ihr eine bestimmte Dichte zuschreibi n, 
, die wir c nennen wollen und die im allgemeinen als Funktion des Chte.'f 
«u betrachten sein wird. Die in einem Volumelement dx-Ax’ dy’ dz' 
vorhandene Masse ist dann e {x' y' z') dx' dy' dz' und der Anteil, den 
diese Masse zum Potential beiträgt, ist offenbar: 

♦ _ kj(x' y r’) djc’^ y' d z^ ^ 


f'^wo r den Abstand zwischen Aufpunkt (xyz) und diesem Volumeleuient, 
mittlere Koordinaten {x'y'z') seien, bedeutet. Haben wir alse 
endlich ausgedehnte Massen, so erhalten wir für das Potential eine Sunnue 
ähnlichen Ausdrücken, die über den betrachteten Körper erstrei k 
ist, d.h. ein bestimmtes, über den Körper erstrecktes Integral. Also: 


(93) 


4 , . _ 


Dieser 'Aüsdmck ist eine Funktion von x, y, z, d. h. den Koordinatij 
Änfponktes; die Integration dagegen erstreckt, sich über x. .v-- 
■ ^.h, die mit räumlicher Dichtigkeit e erfüllten Stellen des betreffeu'i' J* 
S -TKarpers. Es ist .nun leicht, zu sehen, daß dieser Ausdrack eni 
bleibt, auch wenn der Aufpunkt im Innern des betreffenden 
li^, d.h. mit einem der Punkte (x’y'z') ttbsUvird 

^ wird in dem Integranden allerdings r=0, »ber ^ ,,i„, 

nicht unendlich groß. Denn führt mim Polarkoordmaten f, <P 
so kimn man das Volnmelement dx schreiben,? 

dt —r* drein ^ d^df. 

Damit wird das Potential nach. (98)j . 
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und der Integrand wird für r=0 keineswegs unendlich groß, sondern sog« 
unendlich klein; der Ausdruck (93) für das Potential behält also seine * 
Bedeutung bei auch für „innere“ Punkte. 

Betrachten wir nun die Komponenten der Anziehungskraft, die 
von unserem Körper auf die Masseneinheit ausgeübt wird, und nehmen 
wir den Aufpunkt zunächst außerhalb des Körpers an. Darm erhält ma-p • 
offenbar: 


Auch diese Ausdrücke bleiben endlich, wenn der Aufpunkt ins Innere 
des Körpers hineinrückt, wie man auf dieselbe Weise zeigen kann. 

Nehmen wir wieder zunächst den Aufpunkt im Äußeren des Körpers 
an, so läßt sich leicht zeigen, daß die obigen Kraftkomponenten die 
negativen partiellen Ableitungen des Potentials sind, das durch (98) 
definiert ist. Denn da für einen äußeren Punkt 1/r stets endlich bleibt, 
so kann man die Differentiationen nach den Koordinaten des Aufpunktes 
unter dem Integralzeichen ausführen. So folgt zum Beispiel für: 


60 

dx 




und das ist wirklich nach dir obigen Gleichung gleich A; also gilt 
jedenfalls für äußere Punkte die alte Beziehung: 


(94) 


V — ^ ^ 7 _ ^ ® 

ö*’» ^ “ dy ’ ^ ~ Tz" 


Liegt der Aufpunkt innerhalb der attrahierenden Materie, so läßt sich 
Differentiation unter dem Integralzeichen nicht mehr ausführen, 
cs läßt sich also nicht mehr auf die bisherige Weise zeigen, daß noch immer 
die Kraftkomponenten die negativen partiellen Ableitungen des Po- 
entials sind. Vielmehr hat man zu diesem Zwecke einen geeigneten’ 
trenzübergang auszuführen. Wir wollen jedoch an dieser Stelle nicht 
naher darauf eingehen, sondern die Allgemeingültigkeit dieser Beziehung , 
a s bewiesen annehmen. Wir müssen im zweiten Bande (in d« Elektri- * 
gehen ®Lnehin noch einmal ausführlich auf alle diese Dinge mn* 

wollen wir die Beziehung, in der das Potential lur Kraft 
^ .^und die duf^h (94) f(|;maliert ist, in der Sprache der Vektor ^| ^^iu 
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ausdrücken. Dies geschieht mit Hilfe des Begriffes des „Gradienten“ 
einer skalaren Funktion. ; 

Es sei eine beliebige Funktion <P gegeben; wir können derselben 
♦ einen Vektor tl durch die Beziehung zuordnen: 

ar d 0 ^ _ d 0 Qj _ 8 0 

dann gilt für eine beliebige Richtung $ entsprechend, wie eine leichte 
^ l^chnung zeigt: 


d 0 

stellt den auf die Längeneinheit bezogenen Zuwachs der 
. skalaren Funktion <2> dar, wenn man in der Bichfung s um das Stück ds 




weitergeht; analoge Bedeutung haben natürlich • 

Den so definierten Vektor Ä nennt man den „Gradienten von 
geschrieben „grad (P“. Wir haben seinen Betrag und seine Richtung 
besjunznen. Der Betrag des Gradienten ist offenbar gleich 

leine Biehtong ergibt sich aus folgender Erwägung: Die Komponeuti 
Ä, del Vektors Ä wird selbstverständlich am größten, weim die 
A tung s mit der des Vektors selbst zusammeniällt, da dann 9, direkt 

9 wird. Gemäß der Bedeutung von ist also , in diesem Fall« di'' 

Bichtung von s, d. h. die des Vektors grad <P, /diejenige» ^ 
die Funl^on 0 den stärksten Anstieg hat. . Die Bichtung des Gra- 
dienten von 0 ist alsp allgemein die dpi Anstiege 
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von <P. In dieser Ausdrucksweise läßt sich (94) jetzt schreiben, wenn 
die Gesamtkraft durch St bezeichnet wird: 

( 95 ) ft = - grad 0 . 

Wir wollen nunmehr einen speziellen Körper ins Auge fassen, näm- 
lich eine Kugelscliale vom inneren Radius und dem äußeren Ba 
lioniogenem Material, d. h. e sei konstant. Wir werden dabei sowohl den 
Fall untersuchen, daß der Aiifpunkt außerhalb wie innerhalb des von 
Materie erfüllten Raumes liegt. 

Zunächst nehmen wir den ersten Fall, der sich noch in zwei Unter- 
fälle sondert, je nachdem der Abstand a des Aufpunktes P vom Zen- 



trum 0 der l)eiden die Schale bildenden Kugelflächen größer als Bj oder 
kleiner als B^ ist (Figg. 131a u. 181b), d. h. je nachdem der Aufpunkt 
außerhalb oder innerhalb des Hohlraumes der Schale liegt. In beiden 
Fällen ist offenbar P ein äußerer Punkt. 

Nehmen wir (Fig. 182) OP als Achse eines Polar koordinatensystems 
(B, &y (p)y d. h. nennen wir den Winkel, den ein von 0 nach einem be- 
liebigen Punkte Q der Schale gezogener Radiusvektor OQ mit OP bildet, 
und nennen wir den Winkel, den die Ebene OPQ mit einer festen 
Ebene bildet, 9 ?, so wird die Kugelschale beschrieben, wenn B zwischen 
Bl und B^, d zwischen 0 und 71 , (p zwischen 0 und 27t variiert. End- 
lich werde der Abstand des Q enthaltenden Volumelementes 

dr = B* d B sin ^ dt? dtp 
Aufpunkte P durch r bezeichnet. 

Wir haben nun das Integral (98) für unseren Fall auszuwerten. Dad 

gibt: > 


Z8* 
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(96) 


Ji$ n 2.^ 


r 


®— ‘•/// 

ü, 0 0 

Rt n 2; 

, r r r rhrah 


R* d R »in &d\f^d(p 
2a}2co8 & ' 


wobei die Wurzel mit dem Pluszeichen zu nehmen ist, da r eine stets 
positive Größe bedeutet. Die Integrationen nach & und y lassen sich 
sofort ausführen, und man erhält so: 

(97) 0 = - ft « . 2 J B d B |l/o“ + B* + 2 0 B - ]/ä* + B» - '2o B • 


Jetzt sondern sich die vorher besprochenen Unterfälle ab. Denn 
die Wurzel ya^ + — 2aÄ = ±(u— B) ist so zu wählen, daß ihr 

Wert positiv ausfällt, also im ersten Unterfalle (Pig. 181a) ist a— ß, 
im zweiten (Kg. 131b) B — a zu wählen. Also ergibt sich im ersten 
Unterfalle {a>B^^ für den wir das Potential durch 0^' bezeichnen: 

R, 

(98) 0;« ^ B 4^ (B,® - B,®) , 

Ml 

* 4n 

oder, wenn wir bedenken, daß -y- «(Bg^—Bj^) gleich der Masse M ist, 
die in der Eugelschale enthalten ist, so ist einfacher: 


(98a) 



IcM 

Var* + y* + a* 


d.h. in einem äußeren, von der Kugelschale nicht umschlösse- 
nep Punkte verhält sich das Potential so, als ob ihre Masse 
im Kugelzentrum konzentriert wäre; die Kugelschale wirkt 
" also in diesem Falle wie ein einzelner Massenpunkt. Das 
gilt offenbar auch noch, wenn wir im Vorhergehenden 
Ä|S=:(), d.h. an Stelle einer Schale eine Vollkugel nehmen. 
Attch dann kann die ganze Masse im Zentrum der Kug«^*! 
Aonzentfiert gedacht werden, wenn es sich um die Berech- 
nung der Wirkung auf einen äußeren Punkt handelt. Das 
Gleiche gilt natürlich auch für die Anziehungskräfte, 
eine Vollkugel auf einen äußeren Punkt ausübt. Dieses Ei 
sultat füllt eine Lücke aus, die wir in Nr. 61 lassen mußten. Dort setzten 
wir bei der Berechnung der Wirkung der Erde auf einen an ihrer Ober- 
fläche befindlichen Punkt voraus, daß die Masse der Erde in dem Erd- 
mittelpunkte ^konzentriert gedacht werden können diese Voraussetzung 
ist jetzt insoweit bewiesen, als man die Erde ab bpmo|c^ Kugel bi - 

trachten darf. 

* 
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Im zweiten Ünterfalle (a<2?i) erhalten wir dagegen aus (97): 

Ä, 

oder ausgerechnet (das Potential bezeichnen wir jetzt mit 
(99) ~ = Const., 


(Lh. das Potential einer Kugelschale in bezug auf einen 
äußeren vom Hohlraum der Schale umschlossenen Punkt 
ist konstant. Daraus folgt für die Kräfte das wichtige 
Eesultat, daß dieselben für 
einen umschlossenen äußeren 
Punkt gleich Null sind. 

Wir betrachten jetzt den zwei- 
ten Hauptfall, daß der Aufpunkt P 
im Innern der Kugelschale liegt 
(Fig, 133), und nennen für diesen 
Fall das Potential 0,-. 

Dieser Fall kann auf die beiden 
vorher behandelten zurückgeführt 
werden. Denn schlagen wir um 
das Kugelzentrum 0 mit dem Ra- 
dius a die durch den Aufpunkt P 
gehende Kugel (in der Figur 
punktiert), so erhält man zwei Fig. 133. 

Kugelschalen, eine innere und eine 

äußere. Für die iimere sind die Bedingungen des ersten Ünterfalles er- 
füllt (Gleichung 98), für die äußere diejenigen der zweiten (Gleichung 99). 
Addieren wir die Potentiale beider Kugolschalen, so erhalten wir das Po- 
tential der gegebenen Kugelschale auf einen inneren Punkt, Man erhält 
30 in leichter Rechnung: 

:i 00 ) Ö), = _ („3 _ _ 2 „ fe , (B^i _ «») , 



und wenn man wieder gleich 0 setzt, so folgt für das Potential einer 

0 Ikngel mit dem Eadius B« auf einen inneren Punkt im Abstande a 
vom Zentrum: 

0i^-2nkt\Ej* - ^a'], 

oder endlich, da ist, wenn wir den Koordinate nanfang a. 

p nkt ms Kugelzentrum legen: 

“) <I>, - _ 2 « fc , {fi,« - Hx* + + z*)\ . 

äon findet man hieraus durch Differentiation nach 
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(101b) 


‘ö* 7 


4n j 


471 7 


z = - 


4n 


Ic ^ * Z f 


d.h. die Kraft auf einen inneren Punkt ist proportional 
dem Abstande vom Zentrum, während für einen äußeren 
Punkt aus Gleichung (98a) die Kraft sich als umgekehrt 
proportional dem Quadrate des Abstandes ergibt. 

Die letzteren Formeln sind unter anderem von Nutzen, wenn wir 
die Differentialgleichung bestimmen wollen, der das Potential (98): 

— i J in allen Punkten des Baumes gehorcht ; bevor wir dazu über- 

gehen, \yolIen wir noch zwei wichtige Typen von Potentialfunktionen 
besprechen. 


87. Potential von OberiiächenMegnngen und Doppelschiohten. 

Wir haben in der vorigen Nummer den Ausdruck — k ^ ^ derartig 

verallgemeinert, daß wir annahmen, die Massenpunkte seien kontinuier- 
lich über ein bestimmtes Eaumgebiet verteilt. Nunmehr wollen wir 
annehmen, daß Massenpunkte auf einer Fläche S angeordnet seien, deren 
Zahl wir allmählich immer mehr und mehr wachsen lassen, jedoch se, 
daß die auf die Flächeneinheit entfallende Masse endlich bleibt. Gehen 
wir schließlich zu einer kontinuierlichen Verteilung der Massen jiuf der 
Fläche über, wobei ebenfalls die Masse pro Flächeneinheit, die wir r/ nennen 
wollen, die sogenaimte „Flächendichte“, endlich bleibt, so erhalten wir 
eine sogenannte „Oberflächenbelegung“. Nennen wdr einFlächen- 
etement mit den Koordinaten (x'i/'/) dS, so ist die Masse desselben 
fjiS; seine Entfernung vom Aufpunkte sei r; dann erhalten wir als Po- 
tential einer Oberflächenbelegung den Ausdruck: 

(102) = 

Dieser Ausdruck ist wieder Funktion von x, y, z, d. h. den Koopli- 
naten des Aufpunktes; die Integration erstreckt sieb über x', y', £ > 
alle Punkte der Flficfae, für die tj von Null verschieden ist. Man zeigt 
leiefat — ebenso wie für räumliche Potentiale in der vorigen Nummer — 
daß der Ausdruck (102) auch dann endlich bleibt, wenn 

Aufpunkt in die Fläche S hineinrückt, r also in dem Integration?- 

Weich den Wert Null annehmen kann. Mit Potentialen dieser . r 
werden wir , es hauptsächlich in der Elektrizitätdehre zu tun haben. 
die elektrische Ladung im Gleichgewichtszustände aaf ^ 

der Oberfläche sitzt; dort werden wir uns anofa'ihii .j, 

^n (102) gepauer zu beschäftigen Imbea. Di^ tp^# 
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der Form (102) auch schon in der Elastizitätslehre auf, weswegen die 
kurzen Betrachtungen dieser Nummer schon hier notwendig waren. 

Ebenso eine Bolle in der Theorie der Elektrizität (wie auch der 
Elastizität) spielen gewisse Anordnungen von Flächen, sog. „Doppel- 
schichten . Bas Newtonsche Attraktionsgesetz kennt nur Anziehungen, 
keine Abstoßungen; solche aber gibt es bei den Kräften, die elektrische 
Ladungen aufeinander ausüben. Abstoßende Kräfte vergrößern die Ent- 
fernung r, sind also positiv zu rechnen. Wir wollen nun einmal auf 
Flächen verteilte Massen von der Dichte t] fingieren, die abstoßende' 
Kräfte aufeinander ausüben; dann würde das Potential solcher Massen 
nach (102) sein: 

(102a) 0 = + fc f -~/~ • 


Wir wollen uns nun zwei Flächen denken (Fig. 134), von denen 
die eine mit anziehender, die andere mit abstoßender Materie von gleicher 
Dichtigkeit rj belegt sei. 

Diese beiden Flächen seien in der Figur durch das ± -Zeichen cha- 
rakterisiert. Der sehr kleine Abstand der beiden Flächen voneinander 
sei konstant und zwar* gleich h. Greifen 
wir jetzt auf der einen Fläche ein Ele- 
ment derselben heraus, dessen Größe dS 
sei, und ziehen wir difreh den Eand 
desselben die Normalen, so schneiden 
diese auf der anderen Fläche eben- 
falls ein Element heraus, dessen Große 
bis auf Glieder höherer Ordnung 
ebenfalls dS ist. Der Abstand dieser 
beiden „entsprechenden“ Flächenele- 
mente von dem Aufpunkt P sei 



^‘esp. und r_; dann haben wir 


Fig. 134. 


als Potential dieser beiden 
(102) und (102 a); 


„entsprechenden“ Flächenelemente nach 


d0 


kfidS 




ftlso haben wir als Potential der beiden ganzen Flächen einen Ausdruck 
von der Form: 

Wir wollen nun die beiden Fläclien einander immer näher rücken 
assen. Würden wir dabei ij unverändert lassen, so würde das Potential 

wach (108) immer mehr abnehmen, da die Differenz y — der Null 

kommt. Wir wollen jedoch tj entsprechen! wachsen lassen, 
aß das Produkt ^ • k aus Fl^bendichte tj und Flächenabstand h 
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^ - ;-a. _■■■ ^ s=-=nr^>r-r-_- 

ßtets endlich bleibt. Nimmt ä zu Null ab, so wird nach dieser Fest* 
Setzung gleichzeitig rj unendlich. Diese Anordnung von Massen 
* nennt man im Grenzfall eine „Doppelschicht“, das Produkt 
fjh dsis „Moment“ derselben. 

In dem jetzt betrachteten Grenzfalle, wo h unendlich klein werdend 
gedacht wird, können wir (103) einfacher schreiben, da r^. und nür 
um einen infinitesimalen Betrag voneinander verschieden sind. Ent-* 
wickeln wir nach dem Taylorschen Lehrsätze und brechen hinter 
dem zweiten GUede ab, so haben wir: 

( 104 ) + 

diff positive Richtung der Normale n ist dabei von der negativen zur 
positiven Fläche hin gerichtet (Fig. 134). Zunächst wird aus (108): 

® • ■'S = ‘/-i ■'S- 

Für das Produkt r-*r+ ist dabei einfach r+* gesetzt, was nach dem 
, Vorgehenden nur um Größen höherer Ordnung davon verschieden ist. 
Dann können wir endlich auch den Index + an r fortlassen, indem wir 
unter r jetzt einfach die Entfernung eines Elementes der Doppelschicht 
vom Aufpunkt verstehen, und so erhalten wir schließhch: 

( 105 ) 

In dieser Form stellt sich also das Potential einer Doppehichicht 
dar. Solchen Ausdrücken werden wir ebenfalls schon in der Elastizitäts- 
«lehre begegnen, die dann ihre Deutung als Doppelschichtpotentiale finden 
können. Die Eigenschaften dieser Potentiale werden wir in extenso 
allerdings erst im zweiten Bande untersuchen. 

88. Die Poisioniche Ditterentialgleiclniiig. 

Die Laplacesche Differentialgleichung versagt für den 

Fall, daß wi|r mit dem Aufpunkt unendlich nahe an den Massenpunkt 
ftii heranrücken. Welche Gleichung innerhalb der in natura doch stets 
ausgedehnten Massenpunkte gilt, kann durch die früheren Betrachtungen 
nicht entschieden werden, vielmehr ist gerade dazu die Vorstellung kon- 
tinuierlich verbreiteter Massen nützlich. Betrachten zunächst nn» 
Punkte, die außerhalb des mit Materie gefüllten Raumes liegen, so gn^ 
Mt diese jedenfalls die Laplacesche Gleichung 40*=aO. Denn m 

Ausdruck J |oder auch oder dsj tritd für 

Punkte f niemals gleich Nullt also kann man die||iffwi|l^ di* ' 
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da eben J 


unter dem Integralzeichen ausführen, und das liefert, 
= 0, stets J <P = 0. 


Dieser modus procedendi ist nicht mehr brauchbar, wenn der Auf- 
punkt in der anziehenden Materie liegt. Denn dann kommt in dem In-^ 
tegrationsgebiet der Wert r = 0 vor, und daher ist die Differentiation 
unter dem Integralzeichen nicht mehr statthaft. Wir wollen für das 
folgende annehmen, daß die Dichte € konstant sei; das vereinfacht unsere 
Eechnung sehr erheblich. Das Resultat gilt aber allgemein, 'viie wir 
später sehen werden. In Fig. 135 bedeute K den anziehenden Körper, 
in dessen Innern der Punkt P liege. 



Um in diesem Falle zum Ziele zu kommen, schlagen wir um einen 
Punkt 0, den wir zum Koordinatenanfangspunkt nehmen wollen,^ eine 
Kugelfläche derartig, daß P innerhalb dieser Kugelfläche und die Kugel- 
fläche selbst noch ganz innerhalb des Körpers K liegt. Wenn man 0 
hinreichend nahe an P wählt, so ist das immer zu erzielen. Dann können 
wir das Potential des Körpers K aus zwei Teilpotentialen zusammensetzei;i^ 
dem der Kugel (0^) und dem von der EJugel nicht umschlossenen Körper- 
(<Pa). In dem Ausdrucke für (P* wird, da der Aufpunkt außerhalb des 
betreffenden Körperteiles hegt, f nicht gleich Null, also kann in 0^ 
^nter dem Integralzeichen differenziert werden. Das liefert 
^02=0. Uns intereSGyiert also jetzt nur der Teil 0i* Nennen wir den 
Kadius der um 0 fi^lagenen Kugel B,» könnep wir direkt die 
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Formel (101a) hier anwenden; deijm hier ist ja P innerer Punkt der 
Kugel. Also wird Gesamtpotential des Körpers K in P: 

(106) 0 = <J>i + 03 « 03 - 2jrfc6{Bg* - i(x* + y* + «*)}, 

Bilden wir jetzt die Operation d und beachten, daB J02=O, so 
folgt sofort: 

(107) J0 « J01 + J 03 « Anke, 

Diese Differentialgleichung ist zuerst von Poisson aufgestellt 
worden und trägt seinen Namen. Sie ist hier nur für homogene Körper 
abgeleitet worden, gilt aber allgemein; sie umfaßt als speziellen Fall 
für €=0 die Laplacesche Gleichung. Mit der allgemeinen Lösung 
der Poissonschen Gleichung beschäftigt sich die Potentialtheorie; wir 

haben oben nur gezeigt, daß der Ausdruck J ein partikuläres Inte- 
gral dieser Gleichung ist, und wir werden erst später auf die allgemeine 
Integration eingehen. Der ganze hier eingefügte Abschnitt über Poten- 
tiale sollte überhaupt nur einige Begriffe vorbereiten und geläufig machen. 



Drittes Buch. 


Mechanik* der Kontinua 
(Elastizitätslehre und Hydrodynamik). 


Einleitung. 

89. Allgemeines. 

Während wir bisher in der Mechanik uns nur mit Massenpunkten 
und starren Körpern beschäftigten, werden wir jetzt unsere Unter- 
suchungen gewissermaßen verfeinern. Bisher nahmen vnt ja an, daß 
die Gestalt des Körpers durch die wirkenden Kräfte nicht verändert 
werde, und alles, was wir zu tun hatten, war, die Fortbewegung des 
Schwerpunktes des betreffenden Körpers und die Rotation um eine 
durch den Schwerpunkt gehende Rotationsachse zu bestimmen. Diese 
Aufgabe karm als grundsätzlich gelöst betrachtet werden: Die allgemeinen . 
Gleicliungen sind bekannt, und es bleibt im Einzelfalle nur noch mathe- 
matische Arbeit zu tun. 

Jetzt dagegen wollen wir einen Schritt weiter gehen. Denn wenn 
auch die Vorstellung, daß ein Körper starr sei, in der Natur vielfach 
mit großer Annäherung realisiert ist, so ist es doch eben nur ein spezieller 
Grenzfall, der, streng genommen, nie vorliegt. Bei genauerer Beob- 
achtung kbnstatiert man vielmehr, daß alle Körper durch die angreifenden 
Kräfte mehr oder weniger deformiert werden. Mit der Untersuchung ^ 
di(‘ser Deformation in ihrer Abhängigkeit von den äußeren Kräften ' 
haben wir uns nun zu beschäftigen. Von der Translations- und feotations- 
bow(‘gung dieser deformierbaren Körper können wir dabei absehen, denn 
das ist eine bereits in der Mechanik starrer Körper erledigte Aufgabe. 

Die deformierbaren Körper nennt man im Gegensatz zu den bisher* 
betrachteten starren Gebilden „elastische“, und die Eigenschaft, ver- 
deren sie Formänderungen zeigen, „Elastizität“ im Gegensatz zur 
»Starrheit“. Eine genauere Definition des Begriffs „Elastizität** kann 
^'^st später gegeben werden, und hier sei nur noch folgendes bemerkt: 
/^wischen den .elastischen Eigenschaften der Körperwelt bestehen starke, 
quantitative tinteJ^glnede. Läßt man z.B, dieselbe äußere Kraft €|nmal auf 
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einen Glaskörper, ein anderes Mal auf einen Körper gleicher Gastalt aus 
Kautschuk wirken, so ist schon aus der Erfahrung des täglichen Lebens- 
bekannt, daß im letzteren Falle die auf tretenden Deformationen viel 
größer sind als im ersteren. Man nennt Glas den „stärker elastischen**, 
Kautschuk im Verhältnis zu Glas den „schwächer elastischen“ Körper. 
Man beachte, daß diese Ausdrucksweise sich^keineswegs mit dem Sprach- 
gebrauch des täglichen Lebens deckt. 

90. Molekulartbeone und Kontinuumshypothese (Natur der elastischen 

Medien). 

Bevor wir nun an unsere eigentliche Aufgabe herangehen, müssen 
wir zunächst einen eigentümlichen Umstand besprechen. In der Mechanik 
^ diskreter Massenpunkte hatten wir einen starren Körper einfach durch 
die Bedingung definiert, daß der Abstand je zweier seiner materiellen 
Punkte {x^ z^) und (rCj j/j z^) voneinander konstant ist, d. h. 

V(*a - *»)* + iVa - + “ »•,*. = Const. 

Wir hatten uns aber nicht darum gekümmert, ob in der Natur solche 
Körper realisiert werden köimen. Jetzt, wo wir mit dem Begriff der 
elastischen Körper bekannt geworden sind, ist es für das Folgende doch 
notw^djg, daß wir uns klar machen, wodurch denn eigentlich die Eigen- 
schaft der Elastizität der Körper hervorgerufen wird. Dabei wird von 
selbst ein Licht auf die Natur der starren Körper fallen. 

Die am nächsten liegende Vorstellung üter die Natur des elastischen 
Körpers ist die folgende: Man denkt sich ihn aufgebaut aus einer sehr 
großen Anzahl kleinster Teilchen, die wir etwa Moleküle nennen können; 
diese Annahme ist auch in Übereinstimmung mit den Anschauungen 
4er Chemie und zahlreichen, anderen Erfahrungen. Zwischen diesen 
Molekülen müssen wir Kräfte — sogenannte „innere“ Kräfte — als 
‘mrkend annehmen, die den Körper Zusammenhalten und ihm seine 
Gestalt geben. Sind keine äußeren Kräfte vorhanden, so nimmt der 
Körper eine gewisse Gestalt an, die wir die „Normalgestalt** nennen 
^ollem Lassen wir aber äußere Kräfte wirken, so muß nach den all- 
^meinen Gesetzen des Gleichgewichtes die Konfiguration der Moleküle, 
dirunseren Körper bilden, sich ändern, d. h. die Normaigestalt geht ver- 
loren, der Körper nimmt unter der gemeinsamen Wirkung der inneren 
und der äußeren Kräfte eine neue Gestalt an. Er geht aber im allgemeinen 
nieder in seine Normaigestalt zurück, wenn die äußeren Kräfte , wieder 
vferschwinden. 

Hier haben w also ein Modell eines Körpers vor ubs, der unter 
dem Einfluß äuferer Kräfte sich deformiert, den wir also als eiastis(^ 
bezeichnen nuissen. Da wir die Eigenschaft der Elastizität dtuNl^h 
molekulare Struktur erklären wollen, wäre es offenbar^ em 
Titiosiis,^W9nn wh nun die Moleküle ebenfalls 
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wollten; diesen müssen wir vielmehr offenbar die Eigenschaft 
der Starrheit im obenbezeichneten Sinne des Wortes 2iu- 
schreiben. 

Akzeptieren wir diese Erklärung, so haben wir die Elastizität 
zurückgeführt auf die „inneren“ Kräfte zwischen starren Gebilden. Die 
Starrheit selbst bleibt als primärer Begriff unbegreiflich. Dieser Stand- 
punkt ist derjenige, der sich fast von selbst auf drängt und der auch 
historisch bei der Entwicklung der Theorie der Elastizität zunächst in 
den Vordergrund getreten ist. 

Aber es ist auch eine ganz andere Auffassung möglich. Wir können 
versuchen, den Begriff der Starrheit zu verstehen, wobei wir dann die 
Elastizität als primären Begriff unerklärt lassen müssen. Denn wenn 
wir uns an die Beobachtung halten, daß alle Körper melir oder weniger 
elastisch sind, so werden ^vir als starr von diesem Standpunkt aus einen 
Körper bezeichnen müssen, der „unendlich stark elastisch“ ist, 
d. h. nach der oben gegebenen Definition durch sehr starke äußere Kräfte 
nur minimale — im Grenzfall gar keine — Deformationen erfährt. Hier 
wird ein starrer Körper als Grenzfall eines elastischen aufgefaßt, die 
Starrheit durch die Elastizität verständlich gemacht. 

In dieser Auffassung bleibt die Elastizität ganz ungeklärt, und es 
liegt daher auch keine Veranlassung vor, die elastischen Körper als aus 
Molekülen aufgebaut zu denken. Vielmehr liegt es nahe, die entgegen- 
gesetzte Annahme zu machen, die sich durch ihre Einfachheit empfiehlt, 
daß der Körper, wie es ja übrigens auch unsere Sinne zu zeigen scheinen, 
kontinuierlich ist. 

Mathematisch lassen sich die beiden, scheinbar so verschiedenen 
Vorstellungsweisen versöhnen. Denn wir können uns auch das Volumen 
eines aus Molekülen aufgebauten Körpers in Volumelemente geteilt 
(lenken, und diese so groß wählen, daß ein solches immer noch sehr 
viele Moleküle enthält; derartige Volumelemente nennt man wohl 
„physikalisch unendlich klein**. Man muß nun Mittelwerte der 
Kräfte bilden, die von den einzelnen Molekülen eines Volumelementes 
ausgehen, und kann diese Mittelwerte dann als die Kräfte betrachten, 
die ein Volumelement eines Kontinuums auf die benachbarten ausübt, 
womit offenbar die Brücke zwischen beiden Anschauungsweisen geschlagen 
Diese Art der Mittelwerts bildung, von der wir hier natürlich nur 
eine oberflächliche Andeutung geben konnten, wird uns im zweiten 
Bande dieses Werkes, in der Elektronentheorie, zu beschäftigen haben. 

Beide Anschauungsweisen haben ihre Vorteile und Nachteile. Der^ 
Vorteil der Molekulartheorie der Elastizität besteht hauptsächlich darin, 
daß die ihr zugrunde liegende Vorstellung einer molekularen Struktur 
dt^r Materie von fast unzählig vielen Tatsachen gefordert wird; der 
, Nachteil derselben darin, daß eine Molekulartheorie der Elastizität not- 
^vondig Hypothesen über die Natur der uns doch wesentlich noch un- 
bcikannten Molekularkräfte machen muß, die zurzeit nicht hinreichend 
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, gestützt werden tiönnen. Das hat sich auch bald bei den alten Molekular- 
theorien gezeigt, deren Besultate in vielen Pallen mit der Wirklichkeit 
nicht übereinstimmten, weil eben die zugrunde gelegten Hypothesen 
nicht zutrafen. 

Im Gegensatz zur Molekulartheorie hat die Vorstellung von der 
Kontinuität der elastischen Medien den Vorteil, daß man solcher Hypo- 
thesen nicht bedarf. Letztere ist daher beim augenblicklichen Stande 
der^Wissenschaft vorzuziehen. Auch wir wollen diese Annahme machen, 
und so rechtfertigt sich der Titel dieses Buches: „Mechanik der Kon- 
tinua“. 

Freilich darf nicht vergessen werden, daß dieser Standpunkt kein 
definitiver sein kann. Das Ideal bleibt stets eine Molekulartheorie, die 
immer einen tieferen Einblick in die Vorgänge gewähren kann. Deshalb 
ist natürlich auch die Ausbildung der Molekulartheorien dringend not- 
wendig. W. Voigt ist es auch gelungen, die älteren Molekulartheorien 
wesentlich zu verbessern. Dennoch ziehen wir der Einfachheit halber 
die Kontinuumshypothese vor. Wir verzichten daher von dem hier 
eingenommenen Standpunkte aus freiwillig auf das Verständnis 
mancher Prozesse, z. B. des Bruches oder des Zerreißens von Materialien, 
die ursprünglich bei der historischen Entwicklung der Elastizitäts- 
theorie eine große Bolle gespielt haben. Derartige Vorgänge schließe 
wir nbtgedrungen von vornherein aus. Es bleibt für die Elastizität,"- 
themrie also die Aufgabe übrig, bei gegebenen äußeren Kräften die ent- 
stehenden Deformationen zu berechnen oder umgekehrt, bei gegebener 
Deformation die wirksamen äußeren Kräfte anzugeben. Weitere not- 
wendige Einschränkungen dieser Aufgabe werden wir später kennen 
lernen. 


91. Ungeonbiaie und geordnete Bewegungen. 

Zwischen den Bewegungen, die einerseits die Moleküle eines Körpers 
und anderseits die Volumelemente eines Kontinuums ausführen kömien. 
besteht ein fundamentaler Unterschied. 

Denken wir uns ein Gas in ein ruhendes Gefäß eingeschlossen, oder, 
wie man sich im Anschluß an ein Beispiel von Helmholtz etwas 
drastischer ausdrücken kann, einen Mückenschwarm. Jede Mücke 
ist von der benachbarten vöUig unabhängig, ihre Bewegungen sind völlig 
verschieden von denjenigen der' benachbarten. Eine solche Bewegung 
können auch die Moleküle eines Körpers ausführen, und vri^ nennen 
in leichtverständlicher Bezeichnung „Ungeordnete, Bewegung* . 
eine solche führt z. B. die sogenannte „Mechmaische Wärmetheorit 
die Erscheinungen der Wärme zurück. Es ist aber klar, daß s^lch^‘ 
wegungsvorgänge bei einem Kontinuum nicht jVorkommen^ könnt 
Denn die Zerlegung in Volomeleme|ite ist ja keine I 

bloß gedachte, ist lediglich ein mathematisbhfs 



Die aneinandergrenz^nden Volumelemente sind voneinander nicht 
abhängig, sondern müssen notwendigerweise in enger Beziehung zu- ; 
einander stehen, da sonst der Körper auseinandergerissen werden würde. : 
Wenn also ein Volumelement eine gewisse Bewegung ausführt, so müssen > 
die benachbarten ähnliche Bewegungen ausführen, die um so mehr mit . 
derjenigen des ersten Volumelementes übereiustimmen, je näher die ! 
Volumelemente einander sind. Diese Art von Bewegung, mit der wir I 
es im folgenden allein zu tun haben werden, da wir ja die elastischen ! 
Medien als Kontinua denken, nennen wir „Geordnete Bewegung“. j 

Geordnete Bewegungen können natürlich neben den ungeordneten 
bei den Molekülen eines Körpers Vorkommen. W^enn wir z. B. dem 
obenerwähnten Gefäß, in das wir den Mückenschwarm eingeschlossen 
haben, etwa eine geradlinige Bewegung erteilen, so erteilen wir allen 
Mücken (Molekülen) eine geordnete Bewegung, und zwar eine besonders 
einfache, bei der alle gleiche Geschwindigkeit in derselben Eichtung 
haben. Lassen wir das Gefäß sich auch deformieren, so deformiert sich 
auch der Mückenschwarm, und wir erhalten eine kompliziertere, aber 
zweifellos geordnete Bewegung, neben der ungeordneten. Natürlich 
kann man sich das ganze Gefäß auch schließlich vregdenken und die 
ganze Überlegung auf einen freien Schw^arm anwenden. 

Die obigen Erwägungen zeigen uns, daß man bei den wirklich vor- 
handenen Körpern (die aus Molekülen bestehen, welch letztere infolge 
ihres Wärmezustandes stets ungeordnete Bewegungen ausführen) zwischen 
den geordneten und ungeordneten Bt'wegungen unterscheiden kann. 
Man kann also grundsätzlich die Phänomene der Elastizität, die auf 
geordneten Bewegungen beruhen, behandeln, ohne auf die ungeord- 
neten Wärmebewegungen eingehen zu müssen. Diese Möglich- 
keit mußte nachgewiesen werden, da andernfalls die Vorstellung der 
elastischen Medien als Kontinua unzulässig gewesen wäre. 

Unsere nächste Aufgabe ist nun eine geometrische Untersuchimg 
der in kontinuiegrlichen Medien entstehenden Deformationen. Diese 
Aufgabe behandeln wir im IX. Kapitel: „Kinematik eines Kontinuums“. 
In den Kapiteln X und XI werden die Kräfte untersucht, w^elche diese 
Deformationen hervorbringen; diese Abschnitte gehören der „allge- 
meinen Dynamik“ eines Kontinuums an. Alle übrigen Kapitel dieses 
Buches sind dann der speziellen Dynamik gewidmet. Da die spezielle 
Dynamik hier einen sehr großen Kaum gegenüber der allgemeinen Dynamik 
einnimmt, so ist hier die strenge Einteilung des I. und II. Buches" in 
Kinematik, allgemeine und spezielle Dynamik in den Kapitelüberschriften 
nicht mehr zum Ausdruck gebracht worden. 



Neuntes Kapitel. 

Kinematik eines Kontinuums. 


9^. Analytische Danteilnns: von Deformationen; lineare Deformationen. 


Die Bewegung eines Volumelementes oder, wie wir kurz, aber nicht 
ganz exakt, tms ausdrücken können, eines „Punktes“ des elastischen 
Mediums ist bekannt, wenn seine drei Koordinaten (x, die auf 
irgendein im Baume festes Koordinatensystem bezogen sind, als Funk- 
tionen der Zeit t bestimmt w'orden sind. Also in Gleichungen ausgedrückt: 


(1) y=^y{i); 


Liegt das Koordinatensystem nicht im Baume fest, sondern bewegt 
es sich irgendwie in demselben, so muß natürlich außerdem die Be- 
wegung des Koordinatensystems bekannt sein. In vielen Fällen kommt 
es jedoch nur darauf an, die Bewegung relativ zum bewegten System zu 
kennen. 

Die in Gleichung (1) auf tretenden Funktionen müssen, aus dem 
nämlichen Grunde wie in der Mechanik diskreter Massenpunkte, stetige 
Funktionen der Zeit sein, sowie stetige Differentialquotienten nach der 
Zeit besitzen, denen die Bedeutung der Geschwindigkeitskomponenten 
und der Beschleunigungskomponenten zukommt. Wir würden also in 
dieser Bezeichnungsweise haben, wenn wir die Geschwindigkeitskompo- 
nenten resp. u, V, w nennen: 


( 2 ) 



w « 


dz 

dt 


> 


mtd ganz entsprechend für die Beschlennignng. Es sei nochmals hervor- 
"gehoben, daß dabei x, y, z stets die Koordinaten eines und desselben 
Massenpnnktes bedeuten. 

» Man kann aber auch etwas anders verfahren. Wir greifen etW'i 
zur Zeit /=0 einen Massenpunkt heraus, der zu dieser ZSeit mit (U'"' 
üj^aompniücte (a, h, e) zusamiwnfällt. Im Laufe der Zeit gelangt dies' ) 
uassenpu^t an immer andere Stellen des BanmesJ Ries können w) 
dadurch ausdrücken, daß wir (a, h, c), d. h. die betteffende S|elle i») 
Bamhe festhalten, uiad die Zuwächse (|, tj, {:),^e8er Qrö^ 

Zn mnet anderen Zeit befindet sich der nämliche 

d«r Stelle dte Baumpunktes, der durch die Ko<grdipiill;<*!T^V. 
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(j+f charakterisiert ist. Die Größen C bezeichnet man als die 
Komponenten des Vektors der „V e r 8 c h i e b n n g“ oder der „V e r r ü c k u n g“ S 
des betreffenden Massenpunktes, Sie sind natürlich Funktionen der 
Zeit, aber auch von a, b, c, den „Anfangswerten“, abhängig. Wir er- 
halten also eine zweite Darstellung durch die Formeb: 

(3) i). 


Denken wir uns die Verrückungen df , dC in der kleinen Zeit di 
vor sich gegangen, so stellen die Quotienten wobei die 

Differentiationen bei konstantem {a,b,c) vorgenommen sind, 
d.h. die Ableitungen von rj, C nach t, die Komponenten der Ge- 
schwindigkeit dar, und die zweiten Ableitungen — eben- 

falls bei konstantem a, b, c — die entsprechenden Komponenten der Be- 
schleunigung. 

Um auszudrücken, daß die Differentiationen nach t sich stets auf 
ein und dasselbe Massenteilchen beziehen (d. h. a, b, c fest- 
gehalten werden), schreibt man diese Differentiationen mit großem latei- 
nischen D. Also haben wir: 


(4) 




w 


d: 

Df' 


oder auch, da a;=a+f, = und die a, b, c unabhängig 

von f sind: 


(4a) 


Dx 

Df^ 


V = 


Dt ' 


IC = 


Dz 

Dt 


Ebenso hat man für die Komponenten der Beschleunigung die ver- 
schiedenen Ausdrücke : 

^ ^ D f *“ IBJ ■" ~dT ’* dT “ Df *’ D ^ Dt* ^ Dt ' 

Die f, rjf C, w, t?, 7 Cf als Funktionen von a, b, c betrachtet, müssen^, 
cl)enfalls gewisse Stetigkeitseigenschaften besitzen; denn wir legen ja 
ein kontinuierliches Medium zugrunde, d, h. betrachten nur geordnete 
Bewegungen; d. h. aber folgendes: FjS seien die Verrückungen eines 
Banktes (a, b, e) mit f, »y, f bezeichnet, die eines anderen Punktes 
(S> hy Cq) mit ^ 0 » foJ lassen wir die Punkte (a, b, c) und (o,,, b^, c^) 
wt'h nähern, so daß la—o^jjlb— bQ|,|c~*Co| kleiner und kleiner werden. 
Dann nähern sich auch | f — f o1 » I ’y ““ ’/o U ^ fo I unbegrenzt dem Werte 0, 
h. aber nichts anderes, als daß die Funktionen stetige 

Funktionen von a, b, c sind. Ebenso nehmen wir die Differential- 
fluotionj»en nach a, b, c als stetige Funktionen von a, b, c an. ^ 

Das Auftreten von partiellen Ableitungen nach a, b, e\ 
rscheidet die Mechanik der Kontinua von der diskrete# 
f^Risenpunkte, Jöiese Ableitungen hätten ja dort auch xncht d^n 
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■■ ■ : ;■ f'TTTvr' r r, V' , ■' i ’ ,iiv,n i ■ ■ '-.'„■u rrr.-^r,'u,. ;;iTrc::a rter^ 

I geringsten jSinn. Die Differentialgleichungen deV Bewegung 
{ sind daher hier partielle,- dort gewöhnliche. " 

^ "Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun zur anal 3 rti 8 chen Dar-^ 
Stellung einer Deformation übergehen. Wir legen zunächst ein rechts- 
händiges kartesisches Koordinatensystem zugrunde, das im Baume 
festliegt. 

Wir nennen, wie oben, die Verschiebungskomponenten eines Punktes' 
(Oq, 50, C 0 ) resp. ^q, Co> entsprechend ohne Index 0 für einen 
zweiten Punkt (a, 5, c). Dann sind nach obigen Voraussetzungen 
Jn eine Taylor sehe Beihe entwickelbar, die nach Potenzen von a— Oo, 
b— bo, c — Cq fortschreitet. 

Die Verschiebungen sollen hier nicht als Funktionen 

der Zeit betrachtet werden: es handelt sich im folgenden nur um die 
geometrische Abhängigkeit zwischen den Lagen eines beliebigen Pimktes 
* vor und nach einer Deformation. Anfangslage und Endlage sind dabei 
von vornherein gegeben; wir haben also das vor uns, was man in der 
Mathematik eine „Abbildungsaufgabe*' nennt. 

Wir haben also: 




'^ 1 + (#).(»-«+(#),<» -< 4 ) 

-f- quadrat. Glieder + höhere Glieder, 

+ {« - «.) + (-If )„ - K) + (4f )„ 

+ quadrat. Glieder + höhere Glieder , 

£ - 5. + (-li-). (« - + (# ). i‘ - « + (jf ). i" - • 

+ quadrat. Glieder + höhere Glieder. 


Diese Gleichungen (5) bringen zum Ausdruck, daß die Verschiebung 
^eine geordnete ist. Man erkennt, daß die , ?y, C im allgemeinen recht 
komplizierte Funktionen von a, b, c sind. Nur in ganz speziellen Fällt u 
'^drd es sich ereignen, daß die quadratischen und höheren Glieder all- 
gemein zum Fortfall kommen, d. h. $,ri,C lineare Funktionen von 
a, b, e find. Eine Deformation, die durch eine lineare Abhängigkeit dar- 
gestellt wird, nennt man kurz eine „lineare Deformation“. Dirsi’ 
- nnd^ wie unmittelbar einlenchtet, durch besonders einfache EiK>'n- 
sehsitmi vor den allgemeinen Deformationen ausgezeichnet. Vom 
matischen Standpunkte aus sind lineare Deformationen natürlich »or 
^ ganz spezieller Fall. Dennoch können wir uns auf die Betracht ang 
linearer Deformationen beschränken, wenn ,wir nur «nen kleinf» 
JE|ereich des Körpers (statt des ganzen) in Betracht ziehmi. Dann hl* 
0 — 0 ,, b—ho, c— c, stets kleine Größen, so daß man in erster Nala- 
amig ihre Quadrate nnd noch höhtae GUador iA. (b)’ fprQiwen 
Wir erhalten so für einen hinreichend klnhmi , 
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i “ io “ «o) + (If ).(6 - &o) + (-ff “ ^o ) . 

^ - «o) + “ *’«) + (ff) ~ ^o)f 

f " S) + (ff)/« - «o) + (ff)/6 - bo) + (4i)(e - c,): 


Es möge des Folgenden wegen nochmals betont werden, daß das Fort- 
. fallen der höheren Glieder nur darauf beruht, daß (a — Uq)* . . . klein gegen 
|a — Uol '. . . ist. Keineswegs aber fallen die höheren Glieder fort, weil 
die Koeffizienten von (a — Uo), . . . klein wären. Die Koeffizienten sind 
vielmehr alle endliche Größen; ihr Betrag kann unter Umständen sogar 
groß sein. 

n t 

Den Index 0 an den Ableitungen -5—, ... können wir in Zukunft 

0 CI 

fortlassen; denn da der betrachtete Bereich nur klein ist, so können 
wir ohne merkliche Fehler auch die Werte , ..., die 

\dajabe \db)abe 

an der Stelle (a,b,c) selbst gebildet sind, einsetzen. 


93. ^Allgemeine Eigenschaften linearer Deformationen. 

Man kann den Gleichungen (6) für das folgende eine etwas andere 
Gestalt geben, indem man der Beihe nach zu ihnen folgende Identitäten 
addiert: 

a « Uo + (a - ao), 
b ^bQ +(b b^), 

c ^ Cq + [c 

Dann erhält man: 


(6a) 


a+|^aa+|,+(l + |f j ( 0 - 0 ,)+ ^ {b-h^)+ f|-(c - * 9 ), 

b+V‘b^ + %+ If («-« 0 )+ (l + ff)(6-i»o)+ ff{c-«o)» 

c+f=Co + S) + ff (a-«o)+ ff + ff)(«“ «o)-‘ 


An diesen Gleichungen ‘kann eine Vereinfachung angebracht werden, 
indem wir als Vergleichspunkt (oo, 69, c,) den Koordinatenanfangspunkt 
wählen, d. h. a9=l»Q=C9=0 nehmen. Setzen wir für einen Augenblick: 

o + f=a:, b + v-y, c + C-z, 


80 haben wir aus (6 a): 

. ■JS' + 



ii 

de 


•c, 



(6b) 





jMjmonmavwt wer jMßwmwfvtvt* " 

x,y^g sind die Koordinaten des^Bsnitipnnktes/ mit dem der be- 
trachtete.. Ifossenpnnkt nach gest^ehener Verrückung (fr t;, C) koinzi- 
^ert; w können sie daher die „augenblicklichen“ Koor^naten nennen, 
im * Gegensatz zu o, h, c, den „früheren“ Koordinaten- desselben 
^Massenpnnktes vor der Verrückung. 

• Es sind also in (6b) die augenblicklichen Koordinaten dar- 
gestellt als Funktionen der früheren Koordinaten. Natürlich kann man 
im allgemeinen aus (6b) umgekehrt o, h, e als Funktionen von x, y, z 
darstellen, und ^ar wiederum als lineare Funktionen. Man erhält 
dann Gleichungen von der Form: 

( a^ A^-\- AyX + Aiy->r A^y , 
b = Bo + Bl « + j/ -f ßa z , 
c = Cq + Cj a: -f- Ca 1 / -f- Ca z , 

wo die .d, B, C leicht zu bestimmende Konstanten sind. 

Die Gleichungen (6 b) und (6c) erlauben uns einige wichtige Schlüsse 
jEu ziehen. 

a) Wir betrachten eine Schar von Punkten, die vor der Deformation 
auf einer Ebene lagen. Es besteht also zu Anfang zwischen ihren Ko- 
(Ordinaten eine lineare Gleichung: ^ 

(7) = 0. 

Nach der Deformation sind o, ö, c übergegangen in y, z. Wir er- 
halten also nach (6c), indem wir a,b,c durch x,y,z ausdrücken, für 
den geometrischen Ort nach der Deformation aus Gleichung (7): 

E{Ao+AiX+Aty+AfZ)+F(B^+B^x+B,y+BiZ) 

•4* C (Co + Cj a: -j- Ca 2 / + Ca z) + H = 0 , 

od«r, anders geordnet: 



x(EA^ 4- FBi+GCj) -f y(B^*-f FBa-f GC*) -f z(B^8+^ Bs+CC,' 
4" (■^Bo”l"-BBo4"GCo-f-H) = 0 , 


d-jh’. wiederum die Gleichung einer Ebene. 

Wir erhalten also den Satz: Punkte, die. vor der Deformation 
auÜ einer Ebene liegen, liegen auch nach der Deformation 


, »nf einer solchen. 


b) Wir. &8sdn nunmehr eine Punktmenge ins Auge, die vor der 
^Deformation auf einer geraden Linie liegt: Eine Gerade kann abe> 
' lltets ab der Schnitt zweier Ebenen aufgefaßt werden und wir «halle n 


dureh eine zweimidige Anwendung des vorhergehenden Satzes: 


' Funkte, , die vor der Deformation auf eitler deraden 
lie^n, lie|Een auch nach der Deformation aut einer splcbce. 

cj Vife tetrac&ten endlich «ne Fnnktmenge, dib wdrj der Deförmatioo 
auf ..einer Oberfläche^ zweiter .Ordifung liegt ^(!Blh|^|f, , 
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f » kinemoHk eines* K(mtimnim$. 

' ' ' 1r- ' ■ ' 

Paraboloid)« Ihre Koordinatdh' genfigen also einer Gleiohnng weiten 
Gr^es: , ' % 

(8) ai3i*a*+a22*6*+a33*(j*+2ai2*^^+2a23’bc+2a3i*ca+a44 = 0 . 

Um zu erfahren, welchen geometrischen Ort die Punkte nach der Defor- 
mation erfüllen, drücken wir wieder nach (6c) a, b, c durch x, y, z aus. 
Man erkennt ohne Bechnung, daß man eine Gleichung von der Form 
erhält; 

(8a) AiiX^+A 22 y^+A^z^+ 2 Ai^xy+ 2 A^yz+ 2 A^iZx+A^ = 0, 

d. h. wiederum die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, 
Daraus folgt der Satz; 

Punkte, die vor der Deformation auf einer Fläche zweiter 
Ordnung liegen, tun dies auch nachher. 

d) Ein spezieller Fall des vorhergehenden Satzes ist folgender: 
Eine Punktmenge erfülle vor der Deformation eine Kugelfläche. Nach 
der Deformation ist es keine Kugelfläche mehr, wohl aber nach Satz c) 
noch immer eine Oberfläche zweiter Ordnung, und zwar hier im beson- 
deren ein dreiachsiges Ellipsoid. Durch eine bestimmte Deformation 
wird also eine Kugel in ein bestimmtes Ellipsoid übergeführt. Dieser 
Gedankengang kann auch umgekehrt werden. Wir betrachten vor der 
Deformation ein dreiachsiges Ellipsoid. Dieses kann durch eine ganz 
bestimmte Deforlnation in eine Kugel übergeführt werden. 

' i 

94, Einführung eines mitbewegten Koordinatensystems, 

Wir schließen unsere Betrachtungen an die Gleichung (6 b) an. In 
dieser kommen die von a, 6, c freien Koeffizienten deren 

physikalische Bedeutung wir nun untersuchen wollen. 

Nehmen wir a=:b=c=0 an, so betrachten wir die Bewegung dest 
Koordinatenanfangspunktes. Dann ergeben die Gleichungen (6b): 

( 9 ) « = = « = 

d. h. vor der Deformation waren die Koordinaten unseres Punktes 
(0, 0,0); nach der D.eformation werden sie durch Gleichung (9) an- 
gegeben. Dadurch ist die Bedeutung von fo klar /gestellt: es 

sind die Verrückungskomponenten des Anfangspunktes, 3ei 
einer wirklichen Deformation, die wir doch in der Umgebung des Antan^- 
punktes untersuchen wollen, kommt es aber natürlich nur auf die. 
relativen Verschiebungen zum Anfangspunkt^ an, während 
eine gemeinsame Translation gegen das ruhende Koordinatensystem 
. gleichgültig ist. Die Größen (q, fo bedeuten für die eigent- 
liche ^^formaiion nichts, da sie nur eine gemeinsohsdüUche Trahs- 
laÖpÄ ttärsteÄen,^^^ elastische Mediüm gleich wie pin staper .Körper 

Zukunft ganz absehen.^ Wir e^^- 
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nieren die Bevegimg des Anfangspunktes aus unseren Gleichungen> indem 
das Koordinatensystem nicht mehr fest im Baume ann^hmen, 
sondern parallel mit dem ursprünglichen fn einem Punkte 
des Körpers selbst befestigen» den wir als Koordinatenanfangs- 
punkt nehmen. Bann sind dessen Koordinaten dauernd gleich 0, d. h. 
fo sind in unseren Gleichungen gleich 0 zu setzen. 

Durch die Überlegungen dieser Nummer ist bereits ein Schritt zur 
Analyse der Gleichungen (6) getan. Wir haben ^kannt, daß in ihnen 
unter anderem eine Translation des Systems, wobei es sich als starr 
verhält» enthalten ist, und haben diese Translation eliminiert durch 
Beziehung auf ein geeignet mitbewegtes Koordinatensystem. 


95. Zusammensetzung zweier linearer Deformationen. 


Um nicht immer die Differentialsymbole -g— , ... hinschreiben 

zu müssen, wollen wir einige, allerdings nur vorläufige, abkürzende Be- 
zeichnungen einführen. Wir setzen: 




dl 

= ku; 



da 

"dö 

de 

^10) 

wm ; 

dtj 

db 

~ k,,; 

bn 

de 


da '^1* 

db 

= k,,; 

dl 

de 


^18 r 
^8» 


Mit dieser Bezeichnung werden die Gleichungen (6 b)» wenn man nach 
Nr. 94 in ihnen £o» tjQ, Co gl^ch 0 setzt: 


^(il) I y = k2röl+ (1 + ^2*)'^ + 

l Z ss= ^31 *(14- ^32 • 6 4" ^ * 

■d' 

;Ditn^ Sabtraktion von resp. a, b, c anf beiden Seiten erhält man 
,daa gleichwertige System: 

( { = Äjj • O + fcjj • b -j- Äj3 • C , 

Tl==kfi'a-i- k„’b-i- k„'e, 

t — ksr'ö ■}■ ^,'b -f- 


Beaeichnen wir des unendlich kleinen Vektor der Verschiebung mit (l9, 
deh Lagevektor des verschobenen Punktes mit den Koordinaten ^(a, b, <) 
durch so kann (11 a) auch geschrieben werden: ^ 


(11h) 


, <**.= + fc« V + kat/, 

d#, «= k« »,* + kat,® + 

'd%i « Jr!& 
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- ... ^rTTrTTrg:?; , — U . . ; .i-i .. 

Dies ist. also in unserer früheren Bezeichnungsweiae (vergl. gag. 3^ ff.) eine 
lineare homogene Vektorfunktion, aber keine symmetrische, sdndetn 
‘eine allgemeine, ifiit 9 unabhängigen Koeffizienten bis 
Wir wollen nun zunächst eine Deformation (I) vornehmen, die wir 
durch die Koeffizienten fcn', fci2'» charakterisieren, die die 

Koordinaten a, h, c in x\ y\ z' überführt. 

Sodann wollen wir, ohne die erste Deformation rückgängig zu 
machen, auf die bereits deformierten Koordinaten x\ y\ z' noch eine 

Deformation (II) mit den Koeffizienten \ feig", fcas" 

wirken lassen, die x\ y\ z' in x^\ y'\ z'\ überführt. Dann haben 

wir also: 



Deformation 1 

1 


Deformation II 

1 

f aj' s* (1 + kii) a -f ^n' b + c , 



(12a) 

* kn' a + (1 + ) i + ^*3 c , 

I ■■ kn a + A'jj 6 + (1 4 “ ^33 j ^ • 1 

(12b)| 

y” ^ (1 + kf^ X , 

1 


Die Gleichungen (12 b) geben uns die „endgültigen“ Koordinaten x*\ y'\ e" 
durch die „mittleren“ x\ y\ z\ Diese letzteren können mr mit Hilfe 
von (12a) durch die „ursprünglichen“ a,h,c ausdrücken; also können 
wir auch x", y*\ z'* durch a, fe, c darstellen. Wir erhalten so; 

:= (1 + fcn") [(1 + tu') «+ + ^12" [^21' « 

-f (1 + k<^) • b + ^23^ * + kjs'' [k^i u + ^32' • 6+ (1 + > 

(12 c) „ 

y = ebenso, 

, = ebenso. 


Diese Gleichungen ordnen wir anders und erhalten: 



x" = a [(1 -f (1 + kii) + ki 2 "' k 2 i + A‘i3"* k^i ] 

+ &[(! + kii') ki2 + ^‘22 ) + Kz * W] 

4“ c [(1 ~{~kii*) ki2 4* ki2 * ^23 4“ ki^ ( 1 4* ^ 33 )] > 

y*^ = ebenso, 

= ebenso. 


Wir können die in Gleichung (13) dargestellte lineare Deformation als 
das „Resultat“ der Deformation I und II bezeichnen. Statt dieses End- 
ergebnis durch zwei getrennte Schritte zu erzielen, können wir auch 
iint einer einzigen betormation, die wir durch die ursprünglichen Koeffi- 
zienten ki 2 f fci3 .... ^33 charakterisieren wollen, erreichen, daß die 
ö» c in z" übergehen. Wir erhalten dann: 

j SÄ (1 4“ fcii) u 4* ^^13 ^ "f* ^ » 
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Diese Deformation soll hach Voraussetzung identisch sein mitlier durch 
Gleichung (13) dargestellten, also müssen die^ Koeffizienten bzw. gleich 
sein. Wk erhalten so: 

1 + fcll = (1 + (1 ^11 ) ^12 ^21 “ I ” ^18 > ’ 

fcj2 = (1 + fcii'O ^12 + K 2 ' W > 

^13 = (1 + Kl ) Kz + Kz' ^ 23 ' + Kz ' + Kz ) y 

Kl = Kl* (1 + Kl) + (1 + Kz*) Kl + ^9»* Kl y 

1 + fcjj = feji" ki2 + (1 + Kz ) + Kz) + Kz* Kz 9 

Kz = Kl* Kz* + (1 + Kz**) ^2Z* + ^ZZ* (^ + ^ ) > 

Kl = Kl * (1 + Kl) + Kz* Kl "f” (1 + Kz**) Kl * > 

Kz ~ Kl* Kz* + ^zz* Kz) + (1 + ^83 ) Kz y 

1 + ^33 = Kl* Kz* + Kz* ^ZZ* + (1 + Kz) (1 + ^33 ) • 

Man erkennt, daß die Koeffizienten der ,, resultierenden“ Deformation 
in keineswegs einfacher Weise aus den Koeffizienten der beiden primären 
zusammengesetzt sind; insbesondere ersieht man folgendes: 

Wir wollen einmal die Keihenfolge der primären Deformationen I 
und II umkehren, d. h. Deformation II soll (a, b, c) in (^,y, ^), Defor- 
mation I (ir,y, 5) in JP,y, f überführen, i y 2 erhalten wir dann durch 
(a, 6, c) ausgedrückt, wenn wir in Gleichung (13) x" y" ä“ durch resp. 
f y I ersetzen, und die eingestrichenen mit den zweigestrichenen Koeffi- 
Identen vertauschen. Denken wir uns diese Deformation durch eine 
einzige hervorgebracht, deren Koeffizienten Ki* Kzy Kzy ••• ^zz seien, 
so folgt aus (13), (14) und (15) z. B. für den Koeffizienten Ki- 

1 + ^11 = (f + ^ 11 ) (1 + ^ 1 / ) + Kz* Kl* + Kz* Ki*y 

«»und so weiter, d. h. die überstrichenen Koeffizienten Ku ^ 12 » ^ 13 » • • • Kz 
sind sämtlich verschieden von den Koeffizienten Kiy Kiy 
i Kzf Kz^ Wir können dies Besultat so aussprechen: Bei Vertauschun;^^ 
I der Beihenfolge der Deformationen I und II kommt man nicht zu do - 
ijBflben „resultierenden“ Deformation, oder wenn wir die resultierend 
tl)efprmationen durch die Symbole (I, II) resp. (II, I) charakterisien n, 
lann man die symbolische Ungleichung schreiben: 

1- (I, ii) + (n, I). 

96. Uneaie infinitarimale Defonuationan; Zusanunensetaug derselbexi. 

. Um dies raerwfinschte Ergebnis zu beseitigen, daß die resultieif 
Deformation abhängig ^ist von der EeihenfolgSf Hn der die priui« ^ 
Defonnationen mken, wollen wir jetzt npsereö hneä^^^ 







. 468 ^ Mmihamk der Kf)ntihucL 

Da es uns in der Slastiiätätslehre nur auf eigentliche Deformationen 
ankommt^ müssen wix lernen^ die in (11) eventuell'ilteokende Botation 
^ ateusondem. Das erfordert aber eine Untersuchung der letzteren. 

Wir betrachten zuerst eine spezielle Botation, und zwar um die 
" äj-Achse im positiven Sinne (entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers). 

Durch die infinitesimale Botation 
(Fig. 186) wird der Punkt (6, c) in den 
Punkt (i/, z) übergeführt, und zwar be- 
steht dabei, da die Entfernung vom 
Anfangspunkt 0 sich nicht ändert, die 
Belation: 

f 

oder da 

wobei r)i und Ci infinitesimale Größen 
sind: 

2(69/1+ cCi) + 2»*+c* = 62+c*, 

oder: 

— 0 , 


z 



oder endlich, wenn p eine Konstante bedeutet: 

(II) -T-+f-+I’- 

Wir erhalten also folgende spezielle (uneigentliche) Deformation: 

ffi = 0*a+0*6+0*c» 

(18) I 0*a+0*6 — p'C, 

I C, = 0»o+p-i> + 0-c. 

, Die Bedeutung von p ergibt sich dabei folgendermaßen: Die Entfernuni; 
da Punkte iy, z) und {b, c) voneinander ist gleich Rdy>, wenn ß den Badius- 
. vaktor und dp den infinitesimalen Drehungswinkel bedeutet, ^idcm- 

Ikeiti ist nach (18) diese nämliche Entfernung gleich 

, 

> +y»?i* + ?i* ■» p yp + c* B» B • p , 

t 

d.h. p ist gleich dem infinitesimalen Drehungswinkel um 
dB-Achse. 

Wir volfep jetzt weiter eine ebensolche Botation um die 
unterrachen und setzen den infinitesimalen Drehungswinkel glei<'i> I- 
Durch einfache zyklische Vertauschung, und indem man p dmcli q ' 
setzt, erhält man ans* (18): 

■ *} Der Inhalt der Mgandco Unterraohnng ist aehca ads Hr. 'V' 

siaiifB< diew Wlederhotaag ehwr Towstamg vor, danit dar |«icr die 
ah OaBadl,:VU|^.d^ . 
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I ^3= 0*a+ 0*5 + . 

(18a) { ^? 2 == O-a+O-6 + O-c, 

Indem man nach Maßgabe der Gleichung (16) die beiden Botationen 
zusammensetzt, erhält man für die resultierende Botation: 

( fi + fz— 0*a+0*6 + g*c, 

(18b) I m+V2— O-a+O-fc— p»c, 

1 + — 5*a+p*5 + 0*c. 

Endlich erhalten wir für eine infinitesimale Botation um den Winkel f 
um die Achse: 

[ f8 = 0*a-r-b+ 0*c, 

(18c) I iy 3 = r-a+0*fe + 0*c, 

und durch Zusammensetzung mit (18 b), wenn wir die resultierende 
Verrückung mit bezeichnen: 

o*a — r-6 + g-c, 

f = — q*a+ p*b + O’C. 

Dies ist die allgemeinste infinitesimale Botation, 
bilden folgendes Schema: 

0 — r + g ! 

I + r 0 - p i . 

1-9 +P 0 i 

Es ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert: Die Diagonalglieder 
sind gleich 0, und an den zur Diagonale symmetrisch gelegenen Stellen 
stehen entgegengesetzt gleiche Koeffizienten. Ein solches System nennt, 
man antisymmetriach. 

Würden wir die Größen von p, gi r kennen, so könnten wir unsere 
allgemeine Deformation in die „uneigentliche Deformation“ (19,) näm- 
lich die Botation, und die übrigbleibende zerlegen. Augenblicklich geht 
dies jedoch noch nicht, weil p, g, f eben noch unbekannt sind. 

Es bleiben noch einige Ragen, die Botation betreffend, zu er- 
ledigen, die wir jetzt besprechen wollen. 

Die erste lautet; Welches ist die Botationsachse ? 

Man bestimmt diese aus der Definition, daß ihre sämtlichen F\:^tev 
in Buhe bleiben, daß also sein müssen. 

^ AijuUieren wir dementsprechend die rechten Seiten von (IS)> 80- 
^ind die aitif di^ Weise jsrhaltenen Werte von a, 6, e iPunkte, dif det 
Botatiopsaohle «^ngehören. Wi? erhalten aus (19); 
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Nun hat (Kg. 168) die Achse Eichtangskosinusse, die naölk4leichifiig (21) 
proportionalp, q, r sind. Die Eichtungskosinusse selbst haben den Wert: 


coscr < 


]/p* + g» 4- > 


COS/J ' 


yp‘+j*+r‘ ' 


Greifen wir nun einen beliebigen Punkt P (a,b, c) heraus, den wir mit 
dem Anfangspunkte verbinden, so ist OP=B. Die Eichtungskosinusse* 
dieses Eadiusvektors sind offenbar: 



Mit diesen Bezeichnungen wird aus (22): 

(22a) -- — ^ r = 1 — (cos<rcosa, + cos/Jcos/J, + cosycosy,)*. 

' p’ g* “4" » * * • * 4 


Nennen wir nun (Kg. 138) den Winkel zwischen Achse und Eadiusvektor 
nach dem betreffenden Punkte 0, so liefert (22 a); 


oder endlich: 
( 23 ) 


t. 

P* + g* + f * 


= 1 — cos* 0 =* sin* 0 , 


m l/p* -j- q* + r* sin 0. 


Wir denken uns nun eine Kugel um den Anfangspunkt mit dem Eadius Ä 
f^eschlagen (Pig. 189). Legen wir durch 0 senkrecht zur Achse eine Ebene/ 
^0 schneidet diese die Kugel in einem größten Kreise, dem Äquator« 
l' ür Punkte, die auf diesem liegen, ist 0=?r/2, 8in0=sl. Also hat nsich 
(23) tfj seinen maximalen Wert am Äquator: 

man «ds „Zenitdwtanz" oder „PoldistaM“ bezeichnen, Dand^ 
alle die Bofetion betreifenden Fragen eiiedigt. 
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^ r ’ ; 

98. Ssmthei# einer reinen Dehnang nach drei ineinander lenkreoliten Aeluen. 

, Wir wollen nun eine sehr einfache eigentliche Deformation unter- 
suchen. Wir greifen eine beliebige, durch den Anfangspunkt gehende 
toade heraus, die uns eine bestimmte Bichtung festlegt, und kon- 
struieren die durch den Anfangspunkt gehende zu ihr senkrechte Ebene EE 
tKg. 140). Dann sollen die senkrechten Entfernungen aller Punkte von 
^lUeser Ebene im selben Verhältnis verändert (vergrößert oder verkleinert) 
werden. Eine solche Deformation nennt man eine reine Dehnung. 


p 



Um sie analytisch möglichst einfach darzustellen, legen wir die 
^Aehse eines neuen rechtshändigen Koordinatensystems, dessen Nuli- 
punkt mit dem des alten zusammenfällt, in diese ausgezeichnete Bich' 

r ;. Wir nennen das neue System X, Y, Z, Die Kosinusse der Winkel. 

X mit XtjffZ resp. bildet, seien ai.a^fOt; entsprechend werden 
j^ntdi ßi^ß^f Ä xmd y,, y,, die Bichtungskosinusse der neuen Y-Achse 
neuen mit den alten bezeichnet. 

Wir wollen nunmehr alles auf die neuen Achsen beziehen. 
Punkt ist Also charakterisiert darob' {A,B,(J)'t s^ine Ver8chiebui)$-'< n 
'.dnnb S, S, Z. Dann wird die eben besprochene Dehnung dargest^ ilt 
^doreb die Gleichungen: 


— <j|^ -f-O'B+O'C, 

Hi = 0-d + 0-B + 0*C, . 
Zi = 0-.4 + OB + OC.V 


Nadi (24a) sind die netien Koordinaten deg betoiliendem;B<U)ite^ 
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also die Verhältnisse/in dem die neiien zu den alten stehen: 






Es sind also, in der Tat nur die senkrechten Abstände von der neuen 
YZ-Ebene im Verhältnis 1 geändert. Da die Dehnung infinitesimal 
sein soll, so ist (rj als unendlich kleine Größe zu betrachten. 

Wir betrachten nun eine zweite genau gleichartige Dehnung, deren 
Koeffizient sein möge; diese Dehnung soll aber parallel der neuen 
Y-Achse erfolgen. Man erhält also für die Verrückungen analog (24 a): 


(24b) 

Hier ist * 


—2 — ^2 — ^ 2 ^; Z2 — 0 . 



Und endlich drittens lassen wir eine Dehnung mit dem Koeffizienten 03 
parallel der Z* Achse auf unser Medium einwirken und erhalten: 


(24c) 
Hier ist 


-^3 

Ä 


0 ; 


H3 — 0; Z3 — ü^C • 

=* 1 ; -g" SS 1 + 0*3 • 


Setzt man diese Dehnungen nach Gleichung (16) zusammen, so 
erhält man eine allgemeine Dehnung nach drei zueinander senkrechten 
Achsen, die durch folgende Gleichungen dargestellt werden kann: 


(25) 


H-O'/l + OgB + OC, 
Z = 0*^ + 0-ß+<T3-C. 


Die drei aufeinander senkrechten Achsen führen den Namen „Haupt- 
dilatationsachsen“, die drei Werte rTp heißen „Hauptdilatationen“. 
Die Bedeutung dieser Bezeichnungen wird später hervortreten. 

Nennen wir die Koordinaten des Punktes (A, B, C) nach der Defor- 
mation (25) Z, Y, Z, so ist: 

(25a) + = l + 

Die Deformation (25) hat zwar allgemeinen Charakter, aber ihre Dar- 
»tell^ ist deshalb nicht die möglichst allgemeine, weil sie aut ein 
^l^*'^i^ll gewähltes Koordinatensystem (X, Y, Z) bezogen ist. Wir müssentl 
jmn zu unserem alten System (x, y, g) und zu den diesen Achsen pariJ- 
wen Verschiebungskomponenten zurückgehen. Das tun wir mV 
^ e der Gleichungen, die die neuen Achsen aut die alten znrüektAfih 
mrmieren: • ' 
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( .4 — ai'a + aj’6 + Oj'C,’ 

B = ß^-a + ß,-b + h-c, 

C^yi-a + ya'b + y^’C. 

^tsprechende Beziehungen bestehen zvrischen S, H, Z und f , »j, 

■ ==ail + a2»? + aaC. 

(26a) + + 

2 = YiS + YiV + ysC • 

' Gem&B der Bedeutung der o , , y als Bichtungskosinusse bestehen folgende 
Belationen: 

ai*+aj»+aj*=/?i*4-^j*+^s»=yj*+yj»+yj*=l , 

V+ft*+yi®=a,*+/J2*+y2*=a3®+^8*+y8®=l - 
(27) ai02+Ä^2+yiy2 = 6 > 

«8<^+ÄÄi+y2y8=o. 

ajai+/?j/?i + y3yi=0 . 

Durch Einsetzen in (2ö) erhält man zunächst: 

®if+Ö2»?+ast = ffi(ai«+«2*'+a8c) , 

Äf + ^2»? + ^8C— <'a(^l‘* + ^2*’ + /^8‘^) > 
yil+y 2 »?+ysf=<%(yi«+y 2 ^+y 2 <’) • 

Dnrdi Multiplikation der letzten Gleichungen der Beihe nach mitai,^i,yi 
.and Beachtung von (27) erhält man schließlich die erste der folgenden 
Gleidinngen ^8) und durch entsprechende Behandlung auch die zweite 
und dritte: 

I = (Oi 02 *+ 0 , ^ 1 *+ 03 -yi*)o+ (<>1 a, «,+ u* ß^ /?*+ Uj yj y^h 
+ («7t Ol Oj + o, /?j + O, y, y,) c , 

JJ =?,(oi Oj <*i+ Of ßi /?2+ ®8 yi ys) ®'l" {®i Oa*+ Oa ®s ya*) 

+ (oTi o, Oj + «j* ^ 2 /?, + «^ y, y,) c , 
f *= (oittiOf+efßißf +<^yiy8)o+(uiaaöa4-®aÄÄ+<%ya)'<’*' 

+ (®i® 8 *+ ffaÄ*+ ® 8 ya*)<’ • 



Diese Gleiidinngen stellen mm unsefe allgenmne Dehnung auch wil'- 
• lieb allgemem dar. Wir erkennen sofort folgende üfesetemäBigk^t iii> 
Ban des Koeffizientenschemiis d» Defonnatipqj: Die symmetris«» 
zur Diagonale stehenden Koeffizientei^ sihd gleieh. Wft l“ ’"“ 
1 abl^ nnalddkigi^ Koeffiziffliten. Dies; tritt norib draibriier h<'t ver, 

«nfi^%; £ 
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h = (Ji OgH (72 <73 ya^ , 

2 = 0^1 02 Üg + (72 ^2/^3+ <^3 ^2 73» 
m = <Xi 0301+ (72 ^3^1 +<^373 71» 
n = cyiaia 2 +^ 2 ^ii ^2 + <^37i72- 

Diese wichtigen Gleichungen drücken die 6 Koeffizienten der Dehnung 
aus durch die Hauptdilatationen und die Eichtungskosinusse, welche die 
Hauptdilatationsachsen mit den Koordinatenachsen bilden. Mit diesen 
Bezeichnungen wird die Deformation (28) 

I I == fa+nh+mc , 
rj^ na+gh+lc, 

I = ma~\-lb-\-hc . 

Man nennt das Koeffizientemschema hier im Gegensatz zu dem der 
Eotation ein symmetrisches. Die Gleichungen (30) stellen offenbar den 
Vektor der Verschiebung (mit den Komponenten hneare 

homogene symmetrische Vektorfunktion des Lagevektors r® mit den 
Komponenten (a, b, c) dar. 

Bevor wir dazu übergehen, die reine Delmung nach drei zueinander 
senkrechten Achsen [Gleichung (30)] und die Kotationsbewegimg [Glei- 
chung (19)] zu einer allgemeineren Deformation zusammenzusetzen, wollen 
wir uns zunächst noch w'eiter mit der reintui Dehnung beschäftigen, und 
zwar wollen wir jetzt den umgekehrten Gang gehen und die Gleichung (30) 
analysieren. 

99. Analsrse der reinen Dehnung nach drei zueinander senkrechten Achsen# 

Wir knüpfen an die Gleichungen (30) an; daß sie eine (wie wir an- 
nehmen wollen, uns noch unbekannte) Deformation darstellen, ist klai‘, 
da wir es ja mit einem Öpezialfall der Gleichungen (11) und (11a) der 
allgemeinen linearen Deformation zu tim 
halHin. Unser Problem ist, zu untersuchen, 

^as für eine Deformation die Glei- 
chungen (80) darstellen. Wir betrachten 
einen Punkt P (a, b, c) des Mediums, den 
■'^’ir mit dem Anfangspunkte 0 verbinden 
141). Dadurch wird eine bestimmte 
Eichtung im Körper festgelegt. Wir fragen, 
eb eine Verrückung des Punktes P in dieser Fig. Ul. 

Achtung, d. h. eine einfache Dehnung 

parallel dieser Dichtung mit den Gleichungen (80) verträglich 
ist. Wenn ja, so ist unsere nächste Aufgabe, die Bichtung odw die 
Schaefer. Lehrl>u«Jt. 
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^ tungen, in denen dies statl^aben kann, zu bestimmen.^ Durch di6 Defor* 
mation geht (a, 6, c) über in (a+f > ^+t)> ^+0* Di® Bedingung dafür, 
: daß dieser neue Punkt auf der durch 0 und P gelegten Geraden liegt, 
ist nach den Elementen der analytischen, Geometrie: 


( 31 ) 


a + I 6 + 1? 


i±i. 

c 


Nennt man den gemeinsamen, noch unbekannten Wert dieser Verhält- 
nisse /, so können wir (81) schreiben: 

= c+f==Ac; 

oder 

|«(A-l)a; 7;==(A-1)6; 

oder, wenn wir eine neue Konstante s=s — 1 einführen: 

(31a) f=ua; f] — ah; C~ac. 

Ist diese Deformation mit (30) verträglich, so müssen die Werte f , t;, u 
aus (31a) in (80) eingesetzt, Werte von a, fe, c liefern, die die Gleichungen 
(80) befriedigen. Man erhält so: 

( (/— u)a + mc~0 , 

(^) j na+(jf— u)6 + ic=0, 

( mo+i6 + (fc — (j)c = 0 . 

Diese drei linearen Gleichungen lassen sich, da sie homogen sind, 
im allgemeinen nicht durch von 0 verschiedene Werte von (a, &, c) 
auilösen. Nur in dem Falle, daß die Determinante 


(83) 


f-a 

n 

m 


n 

g^fT 

l 


m 

l 

h — a 


0 wird. 


besitzen diese Gleichungen von 0 verschiedene Lösungen. 

Da nun die Determinante eine unbekannte Größe a enthält, so 
tenn man diese so bestimmen, daß die Determinante verscbwindot. 
Für jeden Wert von u, der die Determinante (88) zum Ver- 
schwinden bringt, erhält man Werte von a, 6, c, die unserer 
voransgesetzten Deformation entsprechen, also eine rejtu 
Dehnung d arg teilen. Für diese Werte von a ist also eine einfadi^ 
Dehnung nach einer Achse mit den Gleichungen (SO) verträglich 

Berechnen wir zunächst den Wert von c aus (M). Die Auflösung? 
der Determinante ergibt folgende kubische Gleiohujpig für u: 

' • 

KeBe Gleidutng Uefert, wie wir mgea |«tdeQi drei, reelle WeO« 
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r^ , - , -i . -T-i-n-^ , — 

von 0, die im allgemeinen voneinander verschieden sind. Wir nenne/i 
sie ffi, Oa» ÖS- Zunächst erhalten wir durch Einsetzen von Oi in (32): 


(35) 


cr^a = /a + wfc + mc, 

Oih^na + gb + lCf 
a^c = rna + Ih + hc . 


Diese Gleichungen sind jetzt lösbar und geben ein Werttripel dyb^c. 
Ebenso ergibt die Einsetzung von ^2 und <73 davon irn allgemeinen ver- 
scliiedene Werte a,5,ö und Da die a, 6, c nur bis auf einen 

konstanten Faktor bestimmt werden können, so erhält man nicht drei 
Punkte, sondern drei Eichtungen im Körper, parallel zu denen reine 
Dehnungen stattfinden können. 

Diese Eichtungen wollen wir kurz als Eichtungen 1,2,3 bezeichnen. 
Sie sind nichts anderes, als die in der vorigen Nummer bereits besprochener 
Hauptdilatationsachsen. 

Daß die Werte Ui, 02, O3 alle reell sind, kann man direkt aus dei 
Theorie der algebraischen Gleichungen beweisen, doch würde diesei 
Weg zu lange Eechnungen erfordern, vreshalb wir ihn hier nicht ein- 
schlagen. Wir werden statt dessen später einen indirekten Beweis geben 
und setzen zunächst die drei a als reell voraus. 

Dagegen wollen wir jetzt beweisen, daß, falls Uj 4= ^^2 4= die drei 
Eichtungen 1,2,3 senkrecht aufeinander stehen müssen. Zu dem Zwecke 
setzen wir in (35) die Werte ä,b,c ein, durch die (35) identisch be- 
friedigt wird. Dann folgt: 

a^a^fä + nb + mc , 

(T^b ^nä + gb + Ic , 

(T^c^mä + Ib +hc. 


Multipliziert man diese der Eeihe nach mit ä, 6, c und addiert, so folgt; 


(36) 


(r^(aa + bb + cc)^faa + nba + mca 
+ nab + g bb + l cb 
+mac + Ib c + hcc» 


Setzt man ebenso in (32) die Werte 02 und ä, b,c ein, so folgt ebenso: 

(T^a^fa + nb + mCf 
(rjlsana + gb + ic, 

(T^c^fna+ + ÄC. 

Erweitert man diese bzw. mit a,5, c und addiert, so folgt: 

f (T2{aa + bb-\- co) aa + nba + mca 
\ + nab -h gib -hieb 

I S3fli*** JA ^ 

\ +»lOl/ + l6c+fcC6. 

80 « 


(37) 
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Nun sind die rechten Seiten von (36) und (37) gleich, also müssen 
es auch die linken Seiten sein. Mithin folgt durch Subtraktion: 

(38) (o-j ö-j)(aa + 65 + cc) « 0, 

oder, da nach Voraussetzung ai=j =(;2 ist: 

aa + 66 + cc=»0. 

Da aber d,b,c und a,5,c proportional den Eichtungskosinussen 
der Eichtungen 1 und 2 sind, so heißt dies, daß 1 und 2 aufeinander 
senkrecht stehen. Genau ebenso verläuft der Beweis für die dritte Eichtung. 

So haben wir alle die Eesultate wiedergefunden, die wir bereits aus 
der vorigen Nummer kannten. Wir können aber jetzt noch etwas weiter 
gehen. 

Der obige Beweis für die OrthogonaUtät der Bichtungen 1,2,3 
versagt offenbar, wenn zwei Wurzeln cTj und Ug oder alle drei Wurzeln 
einander gleich werden. Nehmen wir zunächst einmal an: Ui — Ug, aber 
{Tj =1= Ug, so stehen die Eichtungen 1 und 2 noch immer auf 3 senkrecht, 
aber in der zu 8 senkrechten Ebene ist dann jede Eichtung gleich- 
berechtigt. Endlich sind alle Eichtungen gleichwertig, im Falle (T 2 = 
ist. 

Dieser Gedankengang kann auch dazu dienen, die Eeellität der drei 
Wurzeln Ug, Ug zu zeigen. Da nämlich komplexe Wurzeln immer 
paarweise als konjugiert komplex auftreten, so muß bei einer kubisch« !! 
Gleichung jedenfalls eine Wurzel reell, und es können höchstens zwei 
konjugiert komplexe Wmzeln vorhanden sein. Nehmen wir als dies«* 
letzteren Oi, an und setzen 

<^2 = *4“ ^^2 > Ug = ^2 — i ^g . 

Diese komplexen W’erte in (32) eingesetzt, liefern natürlich komplex«' 
Werte von a, 6, c resp. d, S, c. Und zwar sind a,d; S,S; c,c paar- 
weise konjugiert komplex. Dann liefert Gleichung (38) folgendes Resultat : 

(öTi — (Tg) • (einer Summe von 6 Quadraten), 

Da aber nach Voraussetzung crj 4= Gleichung h« i 

komplexen Wurzeln nicht erfüllt werden. Folglich muß die Voraus- 
setzung komplexer Wurzeln als falsch fallen gelassen werd««. 

100. Geometrische Darstellung. 

Betrachten wir einen kugelförmigen Baum des Körpers vor d<'r 
Deformation mit dem Zentrum in 0 und dem Badius B. Die Gleichung 
dm* Oberfläche ist also 

Bezeichnet man die Koordinaten nach der Verrü^kuug i»it 
so ist nach ( 80 ); 
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j a; = (l + /)a+nb + mc , 

(30a) I j/ = na+(l + 9 f )6 + Zc, 

I z =zma+lh+{\+h)c . 

Aus diesen Gleichungen können umgekehrt a, 6 , c als Funktionen von 
x,yyZ dargestellt werden. Man erhält, wenn a, /^, y, fiyV leicht be- 
rechenbare Abkürzungen sind: 

j {\j^a)x-\-Yy-{-nz, 

(30b) h =:^vx+{\+ß)y + lz , 

I c ^ ^x+Ay + {\-{-y)z . 


Dies in die Kugelgleichung eingesetzt liefert: 

(39) l(l+c£)x+vy+fiz\^+\vx+(l-^ß)y'^lz\^+\fix+/.y+[l+y)z\^=B\ 

Dies ist aber die Gleichung einer Fläclu» zweiter Ordnung, welche „De- 
formationsfläche“ oder „Verzerriingsfläche“ genannt wird. Es ist 
natürlich zweckmäßig, diese Fläche auf die Hauptdilatationsachsen als 
Koordinatenaciisen zu beziehen. Es ergibt sich für die Gleichung der 
uiideformierten Kugel in X, Y, Z: 


Daraus nach (25 a): 


(40) 


(1+ <ri)* 


, y* , z* 




woraus man erkennt, daß die Verzerrungsfläche stets ein Ellipsoid, und 
zwar im allgemeinen ein dreiachsiges, ist. Die Größe der Halbachsen ist ' 

22(l-t-cri), ii(l“(~^2)' jß(14*<^3)« 


Werden zwei der Größen u, also etwa und einander gleich, 
So artet das Ellipsoid in ein Rotationsellipsoid, und falls alle drei Größen 
0 gleich werden, in eine Kugel aus. Natürlich gelten diese Betrachtungen 
nur, solange die Deformationen linear sind, d. h. im allgemeinen nur, 
solange wir einen kleinen Bereich ins Auge fassen. Wir werden später 
lalle kennen lernen, in denen man nichtlineare Deformationen in Be- 
tracht zieht. Für einen endlichen Bereich existiert in diesen Fällen kein 
Deformationsellipsoid, sondern die entstehende Deformationsfläche 
ist viel komplizierter. Erst bei Beschränkung auf einen unendlich kleinen 
l^ereich resultieren wieder die hier besprochenen einfachen Ergebnisse, 
Die obigen Überlegungen gestatten uns sehr einfach die Volum- 
veränderung der Volumeinheit des deformierten Körpers zu bestimmen; 
^vir wollen sie Z nennen. 

^or der Deformation haben wir eine Kugel mit dem Radius 2i;’^alBO 




nach der Dehnung ein Ellipsoid mit den Halbachsen B(\ + a^), B(1 + 
Ca); also 
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+ (Ti) (1 + (T^ (1 + a^) +5f (y*+ 03) , 

da die aj, aa, cxj infinitesimale Größen sind. 

.Die Volumänderung der Volumeinheit, die sogenannte „räumliche 
Dilatation'* ist also 


(40a) 



— = 0*1 + <^2 + <^3 • 


Wir wollen nun noch eine Eigenschaft der Größen ab- 

" leiten, deretwegen man ihnen den Namen „Hauptdilatationen“ 
beilegt. 

Wir schlagen im undeformierten Medium um 0 eine Kugel mit dem 
Badius 1; die Gleichung der Oberfläche ist also 


«2 + 52 + c2 « 1 . 


Nach der Dehnung ist diese in das betreffende Deformationsellipsoid 
übergegangen. Wir wollen nun nach den maximalen oder minimalen 
Dehnungen fragen. Der Abstand der Punkte der Kugeloberfläche vom 
Zentrum war vor der Deformation 1, nach der Deformation ist der Ab- 
stand derselben Massenpunkte ein anderer, etwa gleich l + s. Dann 
haben wir unter Beachtung des Umstandes, daß s, C infinitesimal 
sind: 

(l + 5)2=l+2s = (a+f)H(b+r/)2+(c+;T, 

oder: 

(41) • 


in (41) setzen wir nun für f, C die Werte aus ( 30 ) ein; es folgt dann 
s—fa^+gb^ + hc^+2nah+2lbc+2mca; 


d. h. die Dilatation der Längeneinheit, nimmt ihren Maximal- od^ r 
Minimalwert an, wenn die Variation ds verschwindet, wobei zu * 
achten ist, daß stets sein muß, oder, in variierter Form: 


ada+6db-f-cdc=0 . 

Wir erhalten also: 

ds:=^0:=fada-^-^bdb+fcdc+nadb-\-nbda-\-lbdc+lcdh 


+ mcda+madc, 

oder: ^ 

(48) 0=»(/a+w6-f mc)da+(«a-f </f4'^c)(5b-f(ma+Z6-f fcc)^e • 


Da die Gleichungen (42) und (43) zusammen befriedigt werden miisFen, 
so können sich die Koeffizienten von da, db. Sc in beiden nur durcli 
einen konstanten Faktor unterscheiden. Wir erhalten also, weiiu 
Faktor mit r bezeichnet wird; 

^ fa^nb'h'tnc aa -ec 6 4* Je tna fb ke 

' ■ «a .*■*■■■>. Mr am * 

“ * "4 ■ 
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oder 

(44) 


I 


/ a , 

na+gh^lc =:xh , 

7tlü'\- Ih 4 “ hc =^ TC . 


Die diesen Geichungen (44) genügenden Werte a, b, e bestimmen zu- 
sammen mit dem Anfangspunkte Eichtungen. in denen die Dilatationen 
Ihre Grenzwerte annehmen. Di<- Behandlung der Gleichungen (44) können 
mr uns aber ersparen; ,lenn sie sind mit den Gleichungen (82) 
identisch, welche uns die drei senkrechten Eiclitungen 
lieferten, in denen reine Dehnungen auftraten. Wir seLn 
also daraus, daß die Werte Oj, die eben diesen lliehtungen zu- 

kommen, die Grenzwerte <ler Dilatationen darstellen. Damit ist die 
13ezejchnung als Hauptdilatationcn gorechtfortigt. 


101. Synthese der aUgemeinen Unearen infinitesimalen Deformation ans 
Drehnng nnd Dehnung; Divergenz und Rotation (Cnrl), 

Wir wollen jetzt zwei Deformationen nach den Eegeln der Glei- 
c Hingen (16) zusammensetzen, nämlich eine Dotation (1) und eine 
Dehnung (II). Die Formeln (19) und (30) lauten: 


(19) 


»?i = 

Ci = 


I. 

Oa — Tb-\-qc , 

ra+Ob — pc , 
— qa+ pb+Qc . 


(30) 


. II. 

^2 = /« -Fnb-f-mc , 
t]^ = na+gb+lc , 
^2 “ wm-j- Ib hc m 


Dann erhalten wir für die resultierende Deformation (I -f II): 


(45) 


I ^ — /« + (« — r)b-f(w-)-g)c, 

■ »?==(« + r)«-fp6-f(f-p)c, 
^ = {m~q)a+{l+p)b+hc. 


<J>^ungen (19), (30) und (45) lehren nun folgendes: Die beiden 
! imaren Deformationen sind sju-zielle, wie aus dem Koeffizientenschema 
anti«i!!“ J^^fgeht: Die erste hat die Diagonalglieder Null und ist 
li Koeffizienten), die zw^eite ist symmetrisch mit 

ohne ir”*®,”' ‘‘i« Deformation (1-^11) 9 Koeffizienten, 

kunffen-^^/rlm Symmetrieeigenschaften oder Beschrin- 
])pfnL»I- eine ganz allgemeine lineare infinitesiinale 

ation, wie sie in Gleichung (11a) formuliert ist. ' , 

als zi^oü*®^’ infinitesimale Deformation kann 

«nd an« ^^^“Sesetzt betrachtet werden aus einer Drehnng 
, iQ^r Dehnung nhch drei zueinander senkc^^ten 
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: Achsen^)**, oder, vektoriell gesprochen, in allgemeiner 4Pfi^sung: „Jede 
i lineare , homogene Vektorfunktion kann in einen symme- 
I irischen und einen antisymmetrischen Teil gespalten werden.“ 
Damit (45) und (11a) die nämliche Deformation darstellen, muß 


sein: 

1 

kn -n — r 

(46) 

1 k2i==^n+r; 

k^23i=^yt 



k^-==l+p] 


ki3 = wi+?; 

^23 — i — p ; 


Ist uns, wie hier, die Aufgabe gestellt, eine allgemeine Deformation (11a) 
in eine Drehung und eine Dehnung zu zerlegen, so haben wir aus den 
Gleichungen (46) die drei Koeffizienten p, (j, r der Botation und die 
6 Koeffizienten /, h, Z, m, n der Dehnung zu bestimmen. Da die 
Gleichungen (46) linear sind, so ist dies stets und nur auf eine Weise 
möglich. Wir erhalten zunächst für die drei Koeffizienten der Drehung: 

(47) ^'23)5 1(^13 ^3i)‘ H^2 i ^ 12)« 

Ebenso ergeben sich die 6 Koeffizienten der Dehnung: 

f481 1 =Ä:22l h^k^; 

\ I (fcj 2 + ^23) » .w = I (A’j 3 -}- A31) ; w — ^ (A* 2 i **}- ^12) • 

Diesen Gleichungen kann man noch eine andere Gestalt geben, W(‘nii 
man auf die Bedeutung der Koeffizienten bis A33 nach Gleichung (10; 
zuruckgreift. 

f Dabei wollen wir gleichzeitig berücksichtigen, daß wir es nur mit 
^infinitesimalen Deformationen zu tun haben. Dies bedingt in folgender 
I Wwse eine Vereinfachung: Die Größen kn, fcjg, . . . ^33 haben wir, ('bi‘nso 
»wie 17, als Funktionen der Anfangswerte a, 6, c, betrachtet. Als 
. Funktionen von o, b, c sind auch die augenblicklichen Koordinattii 
i y=^h+r], 2^c+C zu Ix'trachten, die sich übrigens von ihnen 

I nur um infinitesimale Beträge unterscheiden. Umgekehrt natüilich 
I ka^ man a, b, c als Funktionen von x, y, z betrachten und daim 
(.auch (tfjfC lind die Koeffizienten fcjj, fcjj . . . ^33 als Funktionen d^r 
i augenblicklichen Koordinaten x, y, z. Wir haben nun für eine intim* 
teßimale Größe /: 

/(aiy,^)-/(a+|,6+fl,c+i0-/(a,6,c)+|^|+-|if;+|f?+ usw,. 

d. h. aber, wenn infinitesimale Größen erster Oi'lmmf! 

sind, daß bis anf Größen zweiter Ordnung gesetzt w^en dar{: 

f{x,y,z) = f{a,b,c). 

*) Damit «oU mcht gemgt tem, daß die obige Zerlegung die einzig 
ist; da aber bei der oben vorgmommenen Zerlegung die Hai^^ilaßafcionöa«h.«'‘ß 
«naader eenkieoht sind, so ist sie die wi<dit%st4^ ; " 
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Dassell:^ gilt für die Ableitungen dieser Größe /; man kann die partiellen 
Ableitungen nach a, 6, c mit demselben Grade von Genauigkeit ersetiaen 
durch diejenigen nach x, y, z. Denn man hati 

df (ah c) ^ d f da , 6 / ^ 

dx ^ da da? ‘ db dx de dx^ 

und da: 

da ^ ~ 1) *= 1 — A_i *. d (y ~ ly) _ _ 

dx ^ dx ^ dx' dx ^ dx ~ dx' 


de ^ ^(2 _ dt 

dx dx dx' 

SO ist weiter: 

df jahe) ^ _djL _ j d/ dj dj_ d^ d/ d: 1 

dx da \da dz db dz de dx) 


und darin ist die Klammer unendUch klein von der zweiten Ordnung, 
wenn / und j~ 


' ~8x ' ' ' ersten Ordnung 

sind. Also hat man untiT den bisher benutzten Yernachlässigimgen: 

IL^ IL PL = AL. 

da dx' db dy ' de dz 


Wenn man dies berücksichtigt, so erhält man nach (10) und (47) die Formeln: 

. — L (PJL — Al\ 

" 2 \ dx dy)' 


/.m t /ds diy\ 1 /dl d;\ 

5' =■ ¥ - T*‘ ) ’ ^ “ '2 i ö T ” Tx) ’ 

und ferner nach (10) und (48): 

) ö?/’ 


(50) 






l)ii aus (29) und (40a) folgt, daß 


ist, so erhält man schließlich für die räumliche Dilatation: 
( 5 D - AL 4. Pl 4. PL, 

^ ^ ^ ^ dx ^ dy ^ dz 


In den Gleichungen (49) und (51) sind z\vei Ausdrücke enthalten, die 
in der Vektoranalysis eine große Edle spielen. Führen wir statt 
die Bezeichnung 8.., 8^, 8, ein, um anzudeuten, daß I, C die Kom- 
ponenten des Verschiebungsvektors 8 sind, so lassen sich die genannten 
Gleichungen schreiben: 


(49a) ps 


N 1 f dt 

dl.\ 


99A. 

)’ 2“¥t-ä¥ 

dx)’ 

^ 2 \ö* 

öyr 


(51a) 


dl. 

dx 


dl, , dl. 

jy^HT 


^us der physikalischen Bedeutung von I folgt sofort, daß die rechte 
ein Skalar ji«t, der in einer bestimmten, a^ (51a) erkennbaren 
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Weise aus dem Vektor ^ abgeleitet ist^ fenaer ist 2 offenbar unabhängig 
vom Koordinatensystem, denn die räumliche Dilatation als physi- 
kalische Eealitat kann nicht von einer mathematischen Zwischen- 
konstruktion abhängen. Um diese Unabhängigkeit zum Ausdruck zu 
bringen, hat die Vektoranalysis eine besondere Bezeichnung und ein 
besonderes Symbol für einen so gebildeten Skalar eingeführt. Sie nennt, 

wenn Ä ein beliebiger Vektor ist, den Ausdruck 

die „Divergenz“ des Vektors Ä und schreibt „div 9(“; also ist: 

(51 b) 2^' div ä . 

Woher der Name „Divergenz“ stammt, kann erst in der Hydrodynamik 
gesagt werden. Anderseits sind p, q, r die Komponenten des Vektors 

öS ö 8 

der Botation ; also stellen auch die Ausdrücke “ , . . . Kompo- 

nenten eines Vektors dar, der in einer ganz bt\stimmten, aus {4Da) er- 
kennbaren Weise aus dem Vektor i abgeleitet ist. Die Vektoranalysis 
nennt diesen abgeleiteten Vektor die „Botation“ oder den „Curl“ 
(„Quirl“) des ersten Vektors und bezeichnet ihn durch das Symbol 
„rot“ oder „curl“. Es wird dann also (49a), wenn wir den als Wktor 
aufgefaßten infinitesimalen Eotationswinkel durch b bezeichnen: 

(49b) b«|rot8==icurl8. 

thfferenziert man diese Gleichungen nach so ist offenbar der Vektor 
der Botationsgeschwindigkeit, den wir früher durch It bezeichneten ; 
ferner ist -jj- gleich der Translationsgeschwindigkeit c; also erhält man 
die (49b) äquivalente Formel: 

(49c) tl ~ |rotc =» |curlc. 

Die Begriffe „Divergenz“ und „Botation“ werden uns im folgenden 
^imtner wieder begegnen. 

Daß wir jetzt alle Größen als Funktionen der Baumkoordinaten 
Xf y,z haben, ist insofern ein Vorteil, als wir in dem nächsten Kapitel 
gmsse mit den Deformationsgrößen in innigem Zusammenliango stehend» 

, (Stößen betrachten werden, die als Funktionen der Baumkoordi- 
naten x,y^z gegeben sind. Dann haben wir es in unseren (d i 
chongen nur mit Funktionen von x^y^zm tun* 


lOß* Defiaittva Baseieliniiiigen; die drei Hauytdilatatioiien alt Tensortripel. 

Da wir uns im folgenden fast au8scl}Ue0ficb mit dar minen^Dph«'”''' 
zu befassen haben, wollen wir nun die in der Slaftiffit&tslehre iililif»" 
Bezeicbnung einfnhren. . Ifan schmbt: - 
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(52) 


' e* 

21 = + 


Sy 

äy 


Sy 

d z 


h 

2m 


li 

dz 






il 4 .il 

dz öx 






o c» 7 . ^ ^ 

2 n = ~ + == w =r a; 

öx ' dy y 


Die drei Größen nennt man die „Dehnungen“, die sechs 

Großen x^^y^, „Gleitungen“ oder „Scheerungen“. 

Durch die Gleichungen (52) sind neun Koeffizienten definiert, von 
denen diejenigen, deren Index mit dem Buchstaben nicht übereinstimmt, 
paarweise gleich sind. Sie sind also äquivalent sechs unabhängigen 
Koeffizienten, wie es für die reine Dehnung ja auch sein muß. 

Mit diesen Bezeichnungen lassen sich die Gleichungen (30) der reinen 
Dehnung folgendermaßen schreiben: 

Zunächst hat man: 


dafür kann man setzen: 

i = a:^( a: ~ I) 4- i a;y(j/ ~ 1 ?) + - ^). 

Vernachlässigt man hier C gegen Xy y, Zy da erstere infinitesimale 
Funktionen sind, so hat man endgültig in sehr eleganter Form: 

I ^-=x^-x+lx^-y + \x,-Zy 
'(^ 3 ) ^’^\y,-x + y^-y + \y,-Zy 

1 L ^ }z^ - x + Izy ' y + z^ • z. 

Definiert man eine Fimktion 0 durch die Gleichung: 


(54) 2<p « X. • + t/y m/ 4* -3, • • xt/ + 2 /, • ?/z 4- 2 , • 2 ®, 

so erkennt man, daß man nach (53) und (54) schreiben kann: 


(55) 




80 

dx 


V = 


60 

Sy 


60 

6z 


oder, vektoriell geschrieben unter Benutzung des auf pag. 434 ein- 1 
Begriffs „Gradient“: ( 

(56 b) 8=:grad(f>. ; 

Der b’unk'tion 0 kommen also die Eigenschaften eines Potentials zu, j 
das wir etwa „Deformations potential“ nennen köimen. | 

Bie sechs Größen J/,, y,. «x» treten in den Gleichungen (63) 

als die Koeffizienten einer linearen homogenen symmetrischen 
Vektorfunktion auf, wie wir schon öfters hervorgehoben haben. 
(Daraus folgt nach den allgemeinen Untersuchungen der Nr. 76, diA 
diese sechs Größen als Komponenten erster Art (*,, y ^, «,) und zweiter Art 
('/.« 2*, ?,) eineS’ Tenso’rtripels aufgefaßt werden müssen. TDie Ten- 
soren Ti, ■'Tj dieses Tripels sind nichts anderes als die Hauptdilata» 
lonen, die wir dnr<dt u,, bezeichnet haben. Aud^ die zagehikn{|Si 
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Tensorfläche ist leicht ableitbar; ihre Gleichung ist nach Gl (65) des 
VIJ. Kap. auf pag. 860 unter Berücksichtigung von Formel (68) einifach : 

±l x + iXj,-y+ - z)x + X + y^ - y z)y 

+ x + \2^*y 

oder 

(66) ±l ^ x^^ x^ + yj^-y^ + z,-z^ y^*yz + z^- ZX + Xj,^ xy. 

Da Dehnungen im Gregensatz zu den bisher allein als Tensoren erkannten 
Trägheitsmomenten auch negativ sein können (Verkürzungen), so ist 
hier die in Nr. 76 erwähnte Möglichkeit gegeben, daß (66) zwei konjugierte 
Hyperboloide darstellen kann. Die Tensorfläche (56) ist natürlich nicht 
zu verwechseln mit der in (39) oder (40) definierten „Deformatioas- 
fläche“, welch letztere ja stets ein dreiachsiges Ellipsoid darstellt. 


108. Bechenregeln mit den Operationen Divergenz, Rotation, Gradient. 


Zum Schlüsse dieses Kapitels wird es zweckmäßig sein, die wich- 
tigsten Bechenoperationen mit den Begriffen Divergenz, Rotation, Gra- 
^ dient hier zusammenzustellen, da im folgenden häufig davon Gebrauch 
gemacht werden wird. Man muß sich vorher klar machen, daß die Ope- 
rationen „Divergenz“ und „Rotation“ ihrer Definition gemäß nur auf 
Vektoren angewendet werden können, während die Operation „Gradient * 
rfor auf einen Skalar wirken kann. Deswegen hat zum Beispiel di<* 
doppelte Operation div (rot#) einen Sinn, da rot # wieder ein Vektor 
ist, dagegen würde z. B. rot (div#) sinnlos sein, da div # kein Vektor 
ist. Wir untersuchen folgende Ausdrücke: 

1. div grad <P, 2. rot grad 0, 8. rot rot #, 4. div rot #. 

Wir erhalten zunächst für die Operation div grad 0, gemäß der 
Bedeutung der Divergenz und des Gradienten, offenbar: 


oder nach Aasrechntmg: 

0>7) di.grad<P = |^ + -|^ + ^«J<l). 


Offenbar ist div grad 0 wieder ein Skalar. 

Dagegen ist der zweite der zu untersuchenden Ausdrücke „rot gre t 
0“ ein Vektor, und wir können uns damit begnügen, die Bechnui"-' 
für .die «-Komponente auszuführen und das Eesultat nachb" 
vektoriell zu yerallgemeinem. Die «-Komponente der Kotation ein* ' 
Vektors Ä ist: 


rot,« 


dy Bt' 


Setzen wir « *> gcBd0, d. b. maobfn vir 
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All 


^ 60 
* ~ dz ' 


«« 


60 
6y * 


BO folgt aus der letzten Gleichung: 

Ebenso für die y- und -sr-Komponenten; also schließlich: 

(58) rotgrad(P«0. 

Per dritte der zu untersuchenden Ausdrücke „rot rot 91“ ist ebenfalls 
ein Vektor, und wir beschränken uns daher wieder auf die Ableitung der 
a;-Komponente, die nachher vektoriell verallgemeinert wird. Setzen wir 
für einen Moment den Vektor rot 91 gleich ®, so ist: 

rot,« = - 4- ■' 

* 6 y dz 

wird nun für 8 sein Wert rot 91. d. h. wird 






6 X 


« d«, 6% 

*“ ö « dy ' '^y dz 

gesetzt, so folgt für die ic- Komponenten des gesuchten Vektors rot rot 91; 

■ rot,(rot«) = ~ , 

was ausgerecJjnet ergibt: 

. ö»«. , 0*9(x\ . d ld%r , 0«. , 0«r\ 

rot^^rot« « - +J7{dx+ IJ + IT ) * 

Die Klammer des letzten Ghedes ist gleich div 9(, so daß geschrieben 
werden kann; 

rot, (rot«) = - J«, + -^(div «) = - /I«, + grad,(div«) ; 

ebenso für die i/- und 2 - Komponenten. Die vektorielle Zusammen- 
fassung der letzten drei Gleichungen liefert also das Resultat : 

rot rot 91 = 91 + grad div 91 . 

Pie Doppeloperation „div rot 91“ endlich ist wrieder ein Skalar; 
fülirt man die beiden Schritte aus, so folgt; 


/0«, 

ÖW.'I 

, 9 

/ö«. 

9H.\ 

( 0 * 

Sxj 

+ W 

id« 

9yl 


und. darin heben sich die Glieder der rechten Seite paarweise fort, so 
daß bleibt; 



Zehntes Kapitel. 

Allgemeine Dynamik eines Kontinuums: Analyse des 
Spannungszustandes. 

104. Verschiedene Arten der wirkenden Kräfte; innere Spannungen. 

Die im neunten Kapitel betrachteten Verzerrungen treten an einem 
Körper stets zusammen mit gewissen Kräften auf, die auf ihn wirken. 
Beide Erscheinungen, die Kräfte einerseits und die Verzerrungen ander- 
seits, gehören untrennbar zusammen; sie bilden ge^^issermaßen zwei 
Seiten eines und desselben physikalischen Vorganges. In der Sprache 
des gewöhnlichen Lebens pflegt man diesen Zusammenhang, entsprechend 
dem Kaosalitätsbedürfnis des Menschen, dadurch auszudrücken, daß man 
die Kräfte ala die Ursachen der Deformation oder diese als die Wirkung 
der Kräfte ansieht. 

Die auf ein elastisches Medium wirkenden Kräfte pflegt man im all- 
gemeinen in zwei Klassen zu teilen, die sogenannten Massen- odtr 
Fernkräfte und die Oberflächen- oder Nahekräfte. Die Namen 
Fern- und Nahekräfte werden wir im folgenden vermeiden, da sie an 
dieser Stelle einer exakten Definition kaum fähig sind, während die an 
erster Stelle genannten Namen verwendet werden sollen. 

Unter den Massenkräften verstehen wir, wie schon der Name sagt, 

, solche, die auf die Masse des Körpers wirken, deren Betrag also dt r 
Masse proportional ist. Teilen wir den Körper in kleine Volimielenu nl<^ 
dr^dxdy dz, so ist die unendlich kleine Masse eines solchen 
wo die Dichte e als gegebene Funktion der Koordinaten x, y, ^ 
betrachten ist.^ Nennen wir die Kraft pro Masseneinheit (d. h. 
was wir in der gewöhnlichen Mechanik Beschleunigung nennen wurdt u) 
ik, so ist die Kraft, die auf ein Volumelement wirkt, gleich ftedx, 
die auf den ganzen Körper wirkende erhält man durch eine Integration 
über das gesamte Volumen des Körpers zu: 

füßdr. 

Diese Integration ist nstärlicä -vektoriell zu .verstehen, 

> Ausdrücke 9edf Vektoren äsd und daher vekt<m#|i addiert 
müssen. ^Dk typiscbe-Beispiel lür-derattige ' 
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Nennen wir, wie 'jgi^wöhnlich, die Kraft pro Masseneinheit a (= 981 , 

y SÖC j 

so ist die Gesamtkraft; 

gfsdr gM, 

wenn M die Masse des Körpers bedeutet, in Übereinstimmung mit dem 
Ansatz der gewöhnlichen Mechanik. 

Nennen wir die Komponenten der Massenkraft X, Y,Z, so haben 
wir für die Komponenten der Gesamtkraft: 

(1) JXfidr, JZadr. 

Die zweite Art von Kräften, die „Oberflächenkräfte“, wirken nur 
durch Vermittlung der Oberfläche auf den Körper. Teilen wir die Ober- 
fläche eines Körpers in Plächenelemente dtr, so ist die Kraft auf ein 
solches proportional der Größe des Elementes selbst. 

Wir führen liier folgende Bezeichnung ein. Auf dem Oberflächen- 
element d(T des Körpers errichten wir die Normalen, deren positive 
Eichtung wir so annehmen, daß sie in das- Innere des Körpers weist, dem 
da angehört. Die auf ein Oberflächenelement da, dessen Normalen- 
richtung n ist, wirkende Kraft setzen wir, wie schon eben erwähnt, pro- 
portional der Größe von da und geben außerdem der Kraft als Index 
die positive Normale des Fläohenelementes, also hier den Index n. Die 
Indizes bedeuten also hier nicht Komponenten, wie in der 
Vektoranalysis, sondern die Normalenrichtung des Ober- 
flächenelementes, auf das die betrachtete Kraft wirkt. Um 
einer Verwechselung dieser Verschiedenen Indexbezeichnungen vorzu- 
beugen, werden wir in diesem und den nächsten Kapiteln, in denen die 
neue Bezeichnung angewendet wird, von der Benutzung der Vektor- 
rechnung absehen. Wir setzen den Betrag der Kraft auf das Element da 
gleich bedeutet also den Betrag der Kraft pro Flächeneinheit. 

Derartige Kräfte pflegt man auch Drucke (die natürlich positiv oder 
negativ sein können) zu nennen. Die Komponenten dieser Kraft sollen 
iint X, , y^, bezeichnet werden. Danach erhalten wir für die Kom- 
ponenten der gesamten Druckkraft: 

^YJa, fzja. 

Haben wir also ein in der y,z-Ehene liegendes Flächenelement, 
dessen Normale die positive x-Richtung ist, so wäre die Oberflächen- 
'^aft mit dem Index n zu versehen und ihre Komponenten mit X,, Y^, 
bezeichnen* Ganz entsprechende Bedeutung haben die S3rmtol6 

n, Z.. 
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Die ersten ctrei sind die Komponenten der Druckkriaft auf ein parallel 
der X 5i-Ebene orientiertes, die letzten drei auf ein parallel der x t/-Ebene 
orientiertes Flächenelement. 


Das typische Beispiel für derartige Oberflächenkräfte ist der Druck, 
den ein in ein Gefäß eingeschlossenes Gas erleidet. 

Man erkennt leicht folgendes: Die Kräfte Z, stehen offen- 

,bar normal zu dem Flächenstück, auf das sie wirken, während die 
Großen Xy, Y,, Y,, Z^, tangential liegen. Man bezeichnet 

daher die drei ersteren als die „Normaldrucke“, die seclis letzteren 
als die „Schubspannungen“ oder „Tangentialspanniingen“. 

Es könnte nach dem Vorhergehenden scheinen, als ob die Bedeutung 
, der Symbole bis Z^ auf die Oberfläche beschränkt sei. Allein eine 
einfache Überlegung wird uns zeigen, daß man das Vorhandensein solcher 
Drucke auch im Innern jedes elastischen Körpers annehmen 
«kann, ja annehmen muß. Denken wir uns nämlich aus einem elasti- 
schen Körper, auf den Kräfte wirken, und der unter dem Einfluß dieser 
Kiäfte im Gleichgewicht ist, einen Teil, z. B. eine 



Kugel vom Badius 2?, herausgeschnitten (Fig. 142). 
Dann wird, vcoxm der scliraffierte Teil plötzlich fort- 
genommen wird, der übrigbleibende Körper 
nicht mehr im Gleichgewicht sein, son- 
dern, wie die Erfahrung lehrt, eine neue Gleich- 
gewichtslage auf suchen, bei der die Gestah- 
und das Volumen des entstandenen* Hohlraunu s 


Kg. 142. gich ändern. Der herausgesclmittene Teil d( s 


Körpers hatte offenbar, solange er noch an Ort 
und Stelle war, Kräfte auf den umgebenden Körper ausgeübt. 
' Soll der Körper nun auch nach Fortnahme eines Stückes im nämliche n 
Gleichgewichtszustände bleiben, so müsseli an Stelle des fort- 
genommenen Teiles geeignete Kräfte auf der Oberfläche des Hohlraumt .s 
angebracht werden. Auch der herausgenomraene Teil kann nicht in 
seinem ursprünglichen Gleichgewichtszustände verharren, aus dem näm- 
lichen Glnmde: Der umgebende Körper übte auch auf ihn Kräfti' ans 
die “idr nach Entfernung des Stückes wieder durch geeignete Ob^v- 
fläi^henkräfte erset25en müssen, wenn wir den Gleichgewichtszustand 
unverändert erhalten wollen. Es sind also in jedem Punkte der elastisclK 
Substanz Kräfte wirkend zu denken, wenn äußere Kräfte den Körpi ^ 
allgreifen, und zwar sind die inn^n Kräfte nadh dem Vorhergehni'l< n 
offenbar ihrem Charakter nach Oberflächenkräfte. Denn wenn wir dun i 
eine gedachte Fläche einen Teil des Körpers gegöU einen ändert n y* 
grenzen, so nben beide Teile aufeinander durch die Trexm^g^i y 
hindurch Kräfte aufeinander aus. Diese Kräfte geborcl^ "»fttürlich < 
Beaktidnsprinzip, d. h. ^ 
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Sie heben sich. daher in ihrer Wirkung nach außen auf: durch sie kann 
der Schwerpunkt des Körpers keine Veränderung seiner Bewegung er- 
leiden. Sie scheinen deshalb bei oberflächlicher Betrachtung nicht vor- 
handen zu sein. In Wirklichkeit sind jedoch diese inneren Spannungen 
stets wirkend und verlangen eine eingehende Untersuchung, da sie ge- 
wissermaßen die nächste Ursache der Deformation sind. Man kann 
sich ja den Vorgang einer ehistischen Beanspruchung etwa so denken: 
die auf den Körper wirkenden äußeren Kräfte (Massen- und Oberflächen- 
kräfte) rufen zunächst im Innern die Spannungen hervor, diese wiederum 
die Verzerrung. Aus diesem (Irunde bedürfen wir einer eingehenden 
Analyse des Spannungszustandes, der mancherlei Parallelen mit dem 
Verzerrungszustande aufweist. Die Größe der Spannung wird zunächst 
eine Funktion des Ortes im Körper sein. Wenn wir uns nun einen be- 
stimmten Punkt im Körper herausgreifen, so können durch denselben 
unendlich viele Ebenen gelegt werden. Für alle diese Ebenen wird im 
allgemeinen der Spannungszustand ein verschiedener sein, so daß zur 
vollständigen Charakterisierung der Spannung in einem Punkte die 
Kenntms der Spannung (des Druckes) in den unendlich vielen durch ihn 
gelegten Ebenen gehört. Diese Aufgabe wird lösbar durch die im fol- 
genden bewiesenen Sätze, die zunächst zeigen, daß man dazu neun 
Größen, nämlich die Grö&m Y^, Y,, Z^., die 

man die Komponenten der Spannung“ nennt, kennen muß. Diese 
Zahl läßt sich nach einem zweiten Satze jedoch noch auf sechs reduzieren. 
Sind diese sechs Größen als Funktionen der äußeren Kräfte bekannt, 
so ist der Spannungszustand der elastischen Körper bestimmt. Diese 
sechs Größen lassen sich, wie man schon hier vermuten kann, als die 
Komponenten eines Tensortripels auffassen, und man ersieht wieder die 
Bedeutung, die diesem Begriffe in der Physik zukommt. 

105. Beziehungen zwischen den Massenkräften und den Spannungen. 

Wir beweisen zunächst einen Satz, der die Komponenten der wir- 
kenden Massenkräfte in Beziehung setzt zu den neun Spannimgskompo- 
nenten. Dieser Zusammenhang wird natürlich ein anderer im Gleich- 
gewichtszustände, ein anderer im Falle der beschleunigten 
Bewegung sein. Doch wird es grundsätzlich genügen, den ersten Fall 
ausfülirlich zu behandeln, da nacli dem d’AIembertschen Prinzip jedes 
i^wegungsproblem auf ein Gleichg<»wichtsproblem zurückgeführt werden 
kann. 

Die Bedingung dafür, daß der elastische Körper im Gleich- 
gewicht sei, ist die, daß erstens sein Schwerpunkt im Zustand 
der Buhe bleibt und zweitens der Körper keine Drehung ah.s* 
zunächst allerdings nur die Bedingungent für 
deicligewicht eines tetarren Körpers. Aber wenn ein delormierter 
örper znt h:omxht, so kann das Gleichgewicht nicht 
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durch gestört werden, daß man ihn sich erstarrt denkt. Daher 
stammt die Berechtigung, dieselben. Bedingungen füi- das Gleichgewicht 
eines elastischen Körpers zu benutzen. 

Um den Schwerpunkt in Kühe zu halten, müssen die Komponenten 
der wirkenden Kräfte in toto gleich Null werden. Also muß sein: 



Fig. 143. 

Ferner müssen, damit keine Rotation eintritt, die Drehungsmomente 
der Kräfte um die Koordinatenachsen verschwinden. Dies liefert die 
folgenden Gleichungen: 

ft{i,Z-zY)dT+f(yZ,-zYJda = 0, 

— xZ)dt +j’(zX„ — xZJdff = 0, 
f${xY-yX)dT-hßzY,-yXJdiT~0. 

Wir irollen una zunächst nur mit dem Tripel (8) beschäftigen, 
uns den gewünschten Zusammenhang liefern wird. 

Da jedes Volumelement des Körpers im Gleichgewicht sich beiiml « 
muß, so müssen die Gleichungen (3) und (4) für jedes derartige E'.ci'icin 
gelten. Dabei bedeuten die , Größen X,, Y„, K, die Oberflächenkralw. 
die von dem umgebenden Körper her auf dies Elini » 
einwirken, ganz in Übereinstimmung mit den Betarachtungf» ‘ * 
vorherg^enden Nummer. Wir wenden also (8) 4m aof «o 
kleines Paralleiepiped, dessen Kanten resp. ..di«|laa^n 
Eaben und paraUel den Koordinatenachsmi 
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Pas erste Glied der ersten Gleichung von (3) wird denn einfach: 

(5a) eXdxdydz , 

Eine genauere Betrachtung verlangt das zweite Glied. Das Integral 
ist über die sechs Flächen des Würfels zu erstrecken, die paarweise ii\ 
den unendlich kleinen Abständen dx, dy, dz einander gegenüberliegen. 

Nehmen wir zunächst die beiden Seiten parallel der -Ebene, 
die in Fig. 143 schraffiert sind. Die Normalenrichtung Ui der ersten 
stimmt überein mit der positiven £c-Eichtung, die Normalenrichtung 
der gegenüberliegenden ist entgegengesetzt gerichtet. Wir erhalten also 
für diese beiden Flächen aus der ersten Gleichung (3): 

{Xx)x dy + {X^^x^dxdy dz t 
oder da ist: 

^Xj^x *“ (Xa;)* + d J dy d z . 

Nun entwickeln wir iXx)x + dx nach dem Taylorschen Satze, wobei 
wir hinter dem linearen Gliede abbrechen; also: 

Damit wird die obige Differenz: 

{5b) ---^^dxdydz. 


Ebenso ergibt die Bereclmung für die anderen Flächenpaare resp. die 
Werte : 


(5c) 


dX , 


dxdy dz und 


— dxdy dz. 


Setzt man diese Größen aus (5 a) bis (5c) in (3) ein, so erhält man 
die erste der folgendeil Gleichungen (6), und durch analoge Behandlung 
der zweiten und dritten Gleichung (3) erzielt man schließlich folgendes 
Gleichungssystem: 


( 6 ) 


tX- { 
*F-( 
eZ- ( 


ex, ö z, 6Z. \ ^ 

e X ' e y ö* j 

er, s r,_ , M ^ 

dx' e'y 02 / 

dz, , dz, , ez.\_ 
TF + TF + 'öT/“ 


0 , 

0 , 


0. 


Dies ist bereits die gewünschte Beziehung zwischen den Massenkräften 
^i^nd Spannungskomponenten für den Fall des Gleichgewichtes. ^ 
Für den Fall der beschleunigten Bewegung sagt das d'Alembert** 
sehe Prinzip aus, daß man zu den wirkenden Kräften X, Y|Z nod]^ 

»lie Trägheitskräfte — hinzuaufögen h»t, 

um wieder Gleicl^wioht zu erzielen. Dabei bedeuten u,v,%p die Kom- 
et* 
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ponenten der * Gösohwindigkeit und das Zeichen D ist, wie früher aus- 
einandergesetzt, gewählt, um anzudeuten, daß es sich stets um ein und 
das$elbe Teilchen handelt, d.h. däß die Anfangswerte der Koordinaten 
a, 6, c konstant gehalten werden. Nun sind u,v,w bei festem a, 6, c 
‘^natürlich noch als Funktionen von x, y, m betrachten. Dann ist 
nach den Begeln der Differentialrechnung: 

Du _ fdu\ , 

Dt \dt \dxjytt Dt [dy/zxt Dt \öz )xvt Dt 


wobei die Indizes die Variabein angeben, die bei der Differentiation 
konstant gehalten werden. Also ist einfacher geschrieben: 


Du du , du , du , du 

;DT = -ä7+“?7 + “ä7 + "'ä7- 


Für sehr kleine Geschwindigkeiten u, v,w können die letzten drei 
Glieder vernachlässigt werden und man erhält einfacher: 


Du du ^ Dv ^ dv ^ Dw ^ d w 
D t * öT’ D t ~ öl ’ DT 'dT 


Ferner ist offenbar w = usw., so daß inan 

schließlich erhält: 

^ Ül Dti? _ d^: 

Dt ■” dt^ ' Dt ” ♦ Dt d/* ‘ 


Diese Vereinfachungen sind in der Elastizitätstheorie auf Grund 
der Erfahrung unbedenklich, sie würden aber zum Beispiel in der Hydro- 
dynamik, wo endliche Deformationen und Geschwindigkeiten in 
kommen, im allgemeinen nicht mehr zulässig sein. Hier ergibt sicli 
abo für den Fall der Bewegung mit hinreichender Genauigkeit: 



Sind also die Bpannungskomponenten gegeben, so kann man nin h 
(6) recp. (7) die äußeren Kräfte inklusive Trägheitekräfte berechia n. 
Dazu sind nur Differentiationen, d.h. immer mögliche Operation u, 
ausssofübren. In Wirklichkeit liegt meist die umgekehrte Aufgala* ^ 
deren Lösung natürlich viel schwieriger ist. 


106. Baduktion auf saehf SpannuagskomiKmaiitaB. 

Wir wollen jetzt die zweite der Gleichgewiiitsbedinfeungen 
näher ins Auge fassen, di^^ aussagt, daß keine Botattoti um irgend 
Achs« eintröten soll. Das muß natürlich auch fij^ 
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einzeln gelten, und auf ein solches wollen wir nun die Gleichungen (4^ 
anwenden. Wir beschränken uns. bei tier Behandlung auf die erste der- 
selben, die aussagt, daß keine Rotation um die ic-Achse eintreten kSnn. 
Wir legen die Bezeichnungen der Fig. 144 zugrunde. 


y 



Fig. 144. 


Das erste Glied von (4) wird dann einfach: 

(t/ Z — c Y) dr , 

oder, wenn wir für Y und Z die Werte aus (6) einsetzen: 



Etwas komplizierter gestalt sich die Berechnung des zweiten Teiles. 
Wir haben sechs Flächen, die einander paarweise parallel sind ; die Nor- 
malemichtungen ‘sind für diese sechs Flächen resp. x, —oj, y, — y, 

Zy ’—z; wir wollen die Flächen für das Folgende in dieser ßeihenfol^ 
mit 1 bis 6 numerieren. Man erhält dann für den Ausdruck y Zn da 
folgenden Wert: 

I y{Zy)^dx dz + {y + dy)(Z^y)„^dy dx dz 
+ y[Z^tdxdy + ^[Z^t)t+dzdx dy 
+ yiZxhdy dz+ y\Z^x)x^dxdy dz. 

Ebenso erhält man für den zw'eiten Term —zYnda folgenden Aus- 
druck : 

j z(Y ^ydx dz ^ z\\ -^y)y^dv d xdz 
(8c) _ z[Y,\dxdy-^ [z + dz){Y^^Udzdxdy 

I -- z[Yx'^xdy dz z(Y^j^)x^dxdy dz. ^ 

Berücksichtigt man hier, daß z. B. Z- j, = -»Zy, und entwickelt " 
von der Form {Zy)y^dy i» ^i^e nach dem Uneben Güede ' : 

abbrechende Taylorsohe Reihe: : ^ ^ 



486 


Mechanik der Koniinua. 


(2y)j> + rfy — (j?y)y + ^ V > 

SO erhält man. in der Zusammenziehung der Gleichungen (8a) bis (8c) 
nach (4) das Besultat: 

yZ^dxdz^yZ^dxdz — Z^dT^ ^ 

B Zg j B Zjt 1 , d Zg j B Zy j , B Zg j 

-y Bz ^-vtx ^ y-dT^^ 

-zYJxdy + zY,dxdy + YJr + z^^'- dt + dzdr 


, ST,, , er,, SY, 


Glieder — ^ dydr 


sy,x sT.,^ * 

^dr-z-^dt. 

und ~~ -dz*dr zu vemach- 
dz 


■ Darin sind die 

lässigen, da sie von der vierten Ordnung unendlich klein sind. Die übrigen 
heben sich bis auf zwei gegenseitig fort und es bleibt nur übrig: 

(-z,+ rjdT = o. 

Durch Anwendung desselben Gedankenganges auf die zweite und dritte 
der Gleichungen (4) erhält man zwei ähnliche Gleichungen, die aus der 
eXen abgeleiteten durch zykhsche Vertauschung hervorgehen und hat 
mohlieBli^ folgende Bedingungen: 




(9) 


Y = 


y.=x. 


jf’ 


wodurch, wenigstens für den Fall des Gleichgewichts, die neun Spannungs- 
komponenten auf sechs reduziert werden. 

Wie ist es nun damit im Falle der beschleunigten Bewegung ? Dann 
^ind nach dem d’Alembertschen Prinzip die Gleichungen (4) noch ?u 
ergänzen durch die von den Trägheitskräften herrülirenden Drehung«- 
inbmente. Man erhält dann statt (4) das folgende Tripel: 


/(4afj 

( und zwei analoge. 

Fuhrt man jetzt denselben Gedankengang wie oben durch, ind^ 
ma iif nun natürlich die für den Fall der beschleunigten Bewegung gelt^ »■ 
den Gleichungen (7) für X, Y, Z benutzt, so erhält man, wie eine 
analoge Bechnung zeigt, genau wieder das nänüiche Bcfsultat, die GltJ' 
chungen (9). 

Die neun Spannungskomponenten sind somit allgoii‘‘^ 

, adt sechs reduziert. Wir haben somit drei Normaldrücke 
drei Schubspannungen. Dennoch wird man Synq^trie ha < 
in den ^Oleicbungen alle nep Symbole beibehälten. 
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107. Abhängigkeit ‘der Spannung von dey Richtung; Oberflschenbedingnngen. 

Wir wollen nunmehr untersuchen, wie die Spannung auf eine’ be- 
liebige durch den betrachteten Punkt gelegte Ebene mit den sechs Span- 
nungskomponenten zusammenhängt. Zu dem Zwecke wenden wir Glei- 
chung (8) auf ein geeignet konstruiertes unendlich kleines Tetraeder an 
(Fig. 146). Gleichung (3) gilt allerdings nur für den Fall des Gleich- 
gewichtes, doch werden wir gleich erkennen, daß in dem jetzt zu er- 
ledigenden Falle das Resultat allgemeine Gültigkeit beansprucht. 





Wir betrachten folgendes Tetraeder: Wir grenzen auf einem System 
von drei zueinander senkrechten Achsen, die parallel den Koordinaten- 
achsen sind, von ihrem Schnittpunkt 0 aus drei Stücke von der respek* 
tiven Länge dx, dy, dz ab. Durch die so gewonnenen Punkte B, G 
legen wir eine Ebene, die zusammen mit den drei durch die Achse ge- 
legten ein unendlich kleines Tetraeder abgrenzt. 

Die innere Normale auf der Ebene ABC werde mit n bezeichnet, 
das Volumen des Tetraeders mit dr, die Fläche ABC mit du. Dann 
ergibt die erste Gleichung (3) folgendes Besultat, wenn man sie auf vier 
Flächen OAB, OBC, OCA, ABC anwendet, denen resp. die Normalen 
-2, Vf X, n zukommen: 

eXdr + j^XJydz + \X^dzdx + iX,dxdy + XJa^O. 

Darin ist nun zunächst das erste Glied zu streichen, weil es von der dritten 
Ordnung unendlich klein ist. Ferner ist offenbar: 

•J dy d^ s=s — da* cos (nx); | d«dx = — ducos (ny); 

^ dx dy = da cos 
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Das Minuszeichen kommt daher, weil die. Winkel alle stumpf, ihre 
Kosinusse also negativ sind, wenn nach innen gerichtet ist, wie wir 
es stets annehmen; da die linken Seiten (als Flächeninhalte) stets positiv 
sind, müssen es auch die rechten sein. Wir erhalten also auf diese Weise : 

j cos (n x) + Xy cos {n y) + X^ cos (nz ) , 

(10) I = \\ cos {n x) + Yy cos (n y) + Y^ cos (nz ) , 

I cos (nx) + cos (ny) + Z, cos (nz). 

Dies einfache Resultat beruht wesentlich darauf, daß die Massen- 
kräfte in unserem Falle unendlich klein gegen die Flächenkräfte sind. 



Dn nun die d’Alembertschen Trägheitskräfte auch Massenkräfte sind, 
69 gelten die Beziehungen (10) auch für den Fall der beschleunigten Bi - 
wegung, d.h. ganz allgemein. 

I Wenn also in einem Punkte die sechs Spannungskoni* 
^ ponenten Y ,Z,, Y,,Z, bekannt sind, so ist der Span- 

nungszustand für jede Ebene durch diesen Punkt nach (10) 
bestimmt. 

Bisher haben wir stillschweigend das Tetraeder ganz im Innern dt .s 
Körpers liegend angenommen. Es läßt sich jedoch die ganze Arguiueii- 
tation genau ebenso durchführen, wenn die Tetraederfläche mit der 
Normalen n der Oberfläche des Körpers angehört. Fig. 146 zeigt diesp 
Konstruktion; die Oberfläche des Körpers ist durch FF gekennzeichnet, 
r Han erhält also auch hier wieder die Gleichungen (10), die in dieNt ni 
Falle den Zusammenhang zwischen den Oberfläcbenkräften und den an 
der Oberfläche existierenden Spannungskomponenten angeben. 

108 * Hioptepannungeii und Hanplmnntinfsrichtungen« 

Nach den Auseinandersetzungen der vorigen Nummer, insbesondere 
den Gleichungen (10), hängt die Spannung in eln^m Pimkte von der 
Biohtong ab. Im allgemeinen wird die resultierende Spannung 
Betrage , . 

''' . 
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die auf eine Ebene mit der Normalenrichtung n wirkt, nicht senkrecht 
auf dieser Ebene stehen. Wir wollen uns nun aber fragen, ob es gewißse 
Ebenen — oder was dasselbe ist, gewisse Richtungen — gibt, für die 
dies der Pall ist. Die Bedingung dafür ist die, daß, während im all- 
gemeinen: 

X,, = P cos (P, x ) , 

Y„ = Pco8 (P, y), 

~ P cos (P, z) 

ist, hier diese Gleichungen übergehen in: 

j = P cos (na:), 

(11) j Y„ = Pcos(ny), 

i — P cos (nz). 

Diese Gleichungen sagen offenbar aus, daß Ebenennormalen und Druck- 
richtung Zusammenfällen. 

Um nun die ausgezeichneten Dichtungen n zu bestimmen, und 
den zugehörigen Wert von P, haben wir (11) in (10) einzusetzen und 
erhalten dann: 

j (Xj, — P) cos (nx) -1- Xy cos (ny) -t- X, cos (nz) — 0 , 

(12) I y, cos (nx) -t- (V,— P) cos (ny) -}- Y, cos (nz) = 0 , 

I ZjCos (nx) -fÄj, cos (ny) -f- (Z,—P) cos (nz) = 0 . 

Diese Gleichungen können als Bedingungsgleichungen für die drei 
Größen cos (na-), cos (ny), cos (nz) aufgefaßt werden. Sie sind aber genau 
wie die entsprechenden Gleichungen (32) des Kapitels IX auf pag. 466 nur 
dann lösbar, wenn <lie Determinante des Systems verschwindet, also wenn 

X, - P Xy X, 

(13) Y, Y,-P Y. =0. 

z. Z, Z.,-P 

Diese Bedingung stellt eine kubische Gleichung für P dar; die drei 
gemäß (13) bestimmten Werte von P, die wir Pi, P,, Ps nennen wollen, 
machen die Gleichungen (12) lösbar und liefern drei W'erte n (nj, Hj), 
für die der Druck senkrecht auf die betreffende Ebene wirkt. 

Die Aufl^ung der Determinante ergibt folgendes: 

P’ - P* (X. -1- y, + z.) -f P (X. Y, -1- Y, z. 

+ 'Z,X.-X;-Y*-Z*) 

- (X, y, z, + X, y.z, -f x. z, y. 

-x,y.*-y,z,*-z,x,*) = o. 

ßie Werte von P, die sich aus dieser Gleichung ergeben, sind 8&n|1^ch 
>'<‘611, wie sich leiobt eeigen läßt, und die ihnen entsprechenden Bidh- 
tungen ni, ».; ft. at^en im alkemeinen aufeinander ^üpikrecht^,. ‘ .. 
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( 16 ) 


• Denken ■wir uns Pi/Pa. Pj ausgerechnet wir setzen sie vorläufig 
als »reell und voneinander verschieden voraus — , so können wir die "Eioh- 
tungen n 3 erhalten, indem wir Pj, Pg, P 3 der Beihe nach in 

(12) einsetzen. Die Gleichungen (12) sind dann, ja lösbar und werden 
durch die Werte 

‘ cos (nj «), . . . : cos (ug x), . . . ; cos («g x), ... ; 

identisch befriedigt. 

So ist z. B. 

I Pg cos («ja:) sa cos (»gas) + cos (hj j/) + Y, cos (%«) , 

(15) I Pj cos (nxn) = Y, cos (nj*) + cos (n^y) + Y, cos (ttgr) , 

1 Pj cos (jigz) s Z, cos (ngx) + cos {n^y) + Z, cos (njz) . 

Erweitern wir (15) der Beihe nach mit cos (ngX), cos ('UgV), cos (ngr) 
und addieren, so folgt : 

Pi [cos (n^x) cos («g x) + cos (jtj^) cos {n^y) +co8 («jz) cos (ugz)] 
3 = Yj cos (ngx) cos (njx) + Y, cos (nj y) cos (n,®) 

4- Y, cos («gZ) cos (tig®) + Y^ cos (ug®) cos (ngy) 

4- Y, cos (wg^) cos (ngy) 4- Y, cos (wgz) cos (n^y) 

4 - cos (wg®) cos (rtgz) 4 - Z^ cos (ugi/) cos (UgZ) 

4- Z, cos (rigz) cos («gz). 

Eb^o erhält man mit den Werten Pg, cob(t 12 ®), cos (n^y), cos (itgz) 
das identisch befriedigte System; 

I P, cos («g®) 3B Y, cos (iig®) + Yy cos («gl/) 4- Y, cos («gz) , 

(17) I P, CO 8 («gs) 3 = Y, cos (ng®) 4- Y^ cos (n^y) 4- Y, cos («gz), 

I Pg cos («gz) 3B Z, cos (ng®) 4- Z, cos (n, j/) 4- Z, cos (ngz) , 

;mraus nach Erweiterung mit resp. cos (ng®), cos («gt/), cos (ngz) und 
Addition folgt: 

P, [cos (ng®) cos («g®) 4- cos (ngj/) cos (ngj/)4-cos (ngz) cos (ngz)] 
38 Y,cos (ng®) cos (ng®) 4- Y^ cos (ngp) cos («g®) 

4- Y, cos (fijz) cos (ng®) 4- Y, cos (ng'®) cos (n^j/) 

4- Yyoos (n,y) cos («gj/) 4 - Y, cos (ngZ) cos {n^y) 

4- Z, cos («,*) cos («gz) 4- 2, cos (ngy) cos (ngz) 

4- Z, cos (ngz) • cos (ngz). 

Die rechten Seiten von (16) und (18) sind aber identisch, folglich 9 ncb 
die ]ihke|i. Durch Subteaktion folgt also: 

/io\ 1 + 


( 18 ) 
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Da nach Voraussetzung Pj 4= ^^2» sö muß die eckige Klammer ver- 
schwinäen. Das ist aber die Bedingung der Orthogonalität,, 
d.h. i. ng. Ebenso verläuft natürlich der Beweis für die anderen 
Kichtungen. 

Ei setzt voraus, daß Pi=}=P 24 =«P 3 - Wenn jedoch z. B. Pj gleich 
Pg wird, aber von Pg verschieden bleibt, so stehen die Richtungen 
und ng immer noch auf senkrecht, aber die Orthogonalität von und 
Wg läßt sich nicht mehr beweisen. In der zu senkrechten Ebene sind 
daher alle Richtungen gleichberechtigt und keine mehr vor den anderen 
ausgezeichnet. Ist endlich Pi=P2 = P3, so sind alle Ebenen, die durch 
einen Punkt gelegt werden können, gleicli berechtigt, die Spannung ist 
dann stets normal auf allen durch diesen Punkt gelegten Ebenen. 

Man erkennt den vollständigen Parallelismus dieser Erwägungen 
mit den analogen des IX. Kapitels. Genau ebenso wie dort würde sich 
auch hier der Bevreis für die Reellität der drei Größen Pi, Pg» P3 ge- 
stalten, den wir deshalb hier unterdrücken können. 

Man nennt die drei ausgezeichneten Richtungen, d. h. die Normalen 
der drei Ebenen, auf die der Druck senkrecht wirkt, „Hauptspan- 
nungsrichtungen“, und die Druckwerte Pj, Pg, P3 selbst die 
„Hauptspannungen“. 

Es liegt natürlich nahe, diese drei ausgezeichneten aufeinander senk- 
rechten Richtungen als neues Koordinatensystem j, 5,5 einzuführen; 
zwischen den alten und den neuen Koordinaten bestehen dann folgende 
Relationen: 


( 20 ) 


y =: Ol a; + Ug !/ + Og ^ , 

\^^ß^x + ß^V + ß^z , 


wobei die Größen a,j8,y folgende Bedeutung haben: 

ais=cos(jx); ß^ — cos{i)x); yi = cos(5'x); 

Og = cos (1 y)) ßz = cos (Ü y); y2 = cos (a y}; 

03 = 008(5«); ßs^: cos (t)z); 73 = ^08(5«). 

Bezeichnen wir die Komponenten der Spannungen nach den neuen 
Koordinaten durch 3 £, ?), so haben wir hier die Spannungskompo- 
mmten S«, 8s, X»,, 83 zu bilden. Da wir es aber hier nur mit 

Normaldrucken zu tun haben — das ist ja eben die Eigenschaft der 
J»<TOn Koordinatenebenen — , so ist 

», = 0; S,= P,; », = 0. 

\ 8, = 0; 8» =0; 38 = ^3- 

^«auf könntt» wir non die Gleichungen (10) anwenden; wir erhalten 
^“nn üunftchBtl’; **• 
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I X, = Xg OOS (n j) -f X« 008 (n9) + X, cfes (n i) = oos (n j) ; 

S.= ■ =P,co 8(Ä9): 

Ä.= . =PsOos(ni), 

und daraus, indem wir für n der Beihe naoh die alten Koordinaten- 
riohtui^en x, y, z nehmen, folgende neun Gleiohungen: 

I X, — Pj cos (a:?) = Px Uj; ^«=Pj^i: 

(23) I X, = Pi cos (y j) = P,aj: \ = Pjj8j; 8, = P%Y%‘’ 

1 X, = PiCOs(ar) = P,a,; D. = P*Ä; 3, = f’sy3- 

Die naoh (20) geltenden Belationen zwischen den alten vmd neuen 
Koordinaten gelten natürlich auch für die Spannungskomponenten par- 
allel den alten und neuen Achsen. Wir erhalten daher weiter: 

X, = X, Gx + Y, oj -f Z^ua, 

?), = X./fx+y,i8* + 2.Ä. 

3, = -X,y,-f y,ya + 2,ys. 

und sechs ähnliche Gleichungen, oder lungekehrt: 

X, = S, «1 + S, ft + 8» yi. 

Y, = S, oj + D, ft + 8, y*. 

®3 + ft + 3 , ys» 

und sechs ähnliche Gleichungen mit dem Index y resp. z. 

Setzt man hier die Werte aus (28) ein, so folgt: 

X.= Pxax*-hPaft*-f Payx*. 
i', = ^’iV+P,ft®+P5ya*, 

2. =P,V+P,ft*+Pzy3*, 

Xjj = Y, = Pj Ux Oj -f- -Pj ft ft -fc- P3 yx ya, 

Y, = Zj = Px Oa Oa -f- Pa ft ft -f- Pa ya ys» 

Z, = X, = Px Oa Ox + Pa ft ft + P3 ys yi • 

Diese wichtigen Gleichungen drücken die Spannungskomponenten 
aus durch die Hauptspannungen und die Bichtungskosinusse der Winkel, 
welohe die Hauptspannungsrichtungen mit den Koordinaten bilden. %e 
stellen das vollständige Analogon zu den Gleichungen (29) des Ka- 
pitel IX auf p^. 465 dar. 

109. aeometeisehe Dantellnag; Spannungs^psoid. 

Die mehrfach hervorgehobenen Analogien Zwisten den toamiun^- 
nnd Yerzerrungskomp<Hienten legen es nabe, ähnlhdi wie dh '^op^ IX 
eine geometriM^ X^tellui|£ zu Versuchern . - 


m 



Wir wollen zu diesem Zwecke eiiie Fläch^"k^W^nl^nESZ 
Vektoren der Größe und ßichtunc nach die Dm/»irö i ^ ^ n w 

mr vom Anfangspunkte aus Vektoren rlnmr. so zieüen 

flO) die Gleichunin: ^ Wir erhalten also damit aus 


(25) 


I 


X cos (nx) + cos (n y) + A', cos (m ) , 
t/ = r, cos {nx) + cos {ny) + Y, cos {m) , 
z — Z^COB (nx) + Zy cos (ny) + Z, cos (m). 


(26) 


Wenn wir diese Gleichungen nach cos (nx), cos (ny) cos (m) auf 

cos (na:) = ^ a; + iVy + A/ 2 , 
cos (ny) = Nx+By + Lz, 
cos (n«) = Mx + Ly + Cz. 

Iteachtet man daß cos*(n*) + cos*(n.v) + cos*(M = ] sein muß, so er- 

halt man für die Fläche von der geforderten Eigenschaft die Gleichung: ’ 

(27) (^a:+%+A/a)»+ {Xx+By+Lz)^ {Mx+Ly-{-Cz)^ = \. 

Von dieser Gleichung zweiter Ordnung läßt sich zeigen, daß sie im 
d es amT? dreiachsiges Ellipsoid darstellt Man erkennt 
naten™ S!re”kflh“ Hauptspannungsrichtungen als Koordi- 

,1.« (10) gehen in diesem Falle über in die Form (22) 

ir hier gleich für unsere Zwecke geeignet nochmals anschreiben: 

cos (n j) 

cos (n 9) 1 

cos (n j) • 

^zeichnen wir hier die Koordinaten der gesuchten Oberfläche mit 
so muß für die betreffende Oberfläche analog (25) sein- 

(22b) 

® (22a) und (22h) folgt durch Quadrieren und Addieren: 


(22a) 


F. ’ 

P, ’ 

Bx 

P> 
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Das ist aW, me behauptet» die Gleichung eines dieiaohsigen Ellipsoides» 
daä vnt als „Spanhungseilipsoid** bezeichnen. Die Extremalwerte 
des Badiusvektors (Maximum, Minimum oder Sattelwert) werden offen* 
bar durch die Halbachsen des Ellipsoides dargestellt. Also sind die. aus* 
gezeichneten Dmckwcrte Pi, Ps, P3 gleichzeitig die Extremalwerte, wo- 
" durch sich der Name „Hauptspannungen*‘ oder „Hauptdrucke“ für sie 
rechtfertigt. 

Man kann aus ( 28 ) auch gleich ersehen — was wir übrigens bereits 
wissen — daS im allgemeinen die Druckrichtung nicht zusammenfällt 
mit der Normalen der betreffenden Ebene. Denn ziehen wir durch das 
Zentrum des Ellipsoides eine Ebene mit der Normalenrichtung n» so ist 
äderen Bichtung charakterisiert durch das Verhältnis der drei Kosinusse: 

cos (n j) : cos (n 9) : cos (n ^) . 

Dagegen ist die Druckrichtung nach ( 22 a) definiert durch: 

*11 • D« • 3 n = Pi cos (ny) : P^cos (n^) : P3 cos (71 5) . 

Man erkennt sogleich» daß beide Bichtungen im allgemeinen nicht 
"zusammenfallen. Wenn wir nun weiter fragen, in welchen speziellen 
Fällen dies dennoch eintreten kann, so muß dafür offenbar sein: 

co8(«y):cos(n9):cos(na) = Picos(ny): I\co 8 {nt)): Pjcos (n j), 

oder, wenn k einen Froportionalitätsfaktor bedeutet: 

cos (n y) == k Pj cos (n 5) , 
cos (n h) == & P2 cos (n t )) , 
cos (n$) = k Pj cos (n§) , 

wofür man etwas anders schreiben kann: 

j a) cos (ny)[l— kPi]=:0, 
m b) cos(n9)[l-kP2] = 0, 

I c) cos (n j) [1 — fc P3] = 0, 

die zusammen mit der Gleichung: 

cos* (ny) + cos*(n9) + cos* (n a) « 1 

die ausgezeichneten Bichtungen bestinimen, in denen der Druck i^cnk- 
recht auf der betreffenden Ebene steht. Nehmen mt amnächst 
P yerscbteden an, so kann ( 29 a) dadurch befragt werden, 

1 — genommen wird. Dann sind und l-^kPa 

verschieden, also cos(n9}s»cos(n);«:0. B^raiu l%t> / 

h%- (-W) 
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Da» ist aber die s-Bichtung. Nimmt man nämlich l — kP 2 = 0 , so folgen 
weiter 

cos (n s) = cos (nj) = 0, cos (n h) = ±1 , (n h) = 0 oder n, 

d. h. als zweite Eichtung folgt die ^-Achse und so fort. 

Man erhält also das bereits bekannte Besultat, daß die ausgezeich- 
neten Bichtungen die Hauptspaimungsrichtungen, d. h. unsere neuen 
Koordinatenachsen sind. 

Sind zwei Größen P einander gleich, z. B. Pi=Pi^ P 3 , so hat 
man folgendes Gleichungssystem: 

cos (n|) [1 — fe Pi] = 0 , 
cos (n^) [1 — fe P,] = 0 , 
cos (nj)[l — kPa] =0. 


Diese kann man zunächst erfüllen durch l—kP^^O, und 


Dann folgt 


cos (n e) = cos (ny) = 0. 
cos (» i) = ± 1 . (« i) = 0 oder 71 , 


d. h. als ausgezeichnete Bichtung die }-Bichtung. Oder — das ist die 
andere Möglichkeit: 

1 — fc Pj = 0 , cos (n j) = 0 . 

Dami werden jedoch cos (n|) und cos {nt)) nicht einzeln bestimmt, d. b. 
in der j Q-Ebene ist dann jede Bichtung gleichwertig; das EUipsoid wird 
ein Botationsellipsoid. 

Sind endlich alle P einander gleich, so lassen sich die Gleichungen 
(29) nur dadurch erfüllen, daß 

1 1 — fc P = 0 , 

wobei keine Bichtung bestimmt wird: Das Spannungsellipsoid 
artet hier in eine Kugel aus, der Druck steht auf allen 
durch den Punkt gelegten Ebenen senkrecht. 

Man kann auch hier leicht den Tensorcharakter der Spannung nach- 
weisen. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Gleichung (10). Dort sind 
die Komponenten Y,, y„, des Kraftvektora ausgedrückt als lineare 
l'’unktionen von coa{nx), cos (»«/), cos (ns); diese drei Größen aber 
können als Komponenten eines Vektors vom Betrage 1, eines sogenannten ' 
• Einheitsvektors", aufgefaßt werden, so daß wir in (10) die Krhtt 
auf ein Fläohenelement von bestimmter Normalenrichtung als llneaxa, 
homogene, symmetrische Vektorfonktion dieses Einheitsvek^rlvdar« 
gestellt habdhj Die sechs *Koeffizienten der linearen Vektrtr»^ 

tunktion können daher als Komponenten eines Tensortripels bet|tfiAit||r 
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.erden, dessen Tensoren T„ T„ T, resp. mit den Hauptspannungen 
dentisch sind. Als Gleichung der Tensorfläche leitet man lacht aus 
10), unter Benutzung von GL (65) des Kap. VII auf pag. 860ff. ab: 

±1 =\x,-x+X^-y+X.-z) X + (Y.-®+ y/2/+ Y,-z) y 

+ {Z,-x+Z^-y+Z,)z, 

)der: 

■ ±l = X^-x^+Y^-tß+Z,-z^+2Y,-yz + 2Z,-zx + 2X^-xy. • 

Diese Tensorfläche, die hier im allgemeinen wieder zwei konjugierte 
Hyperboloide darstellen wird, da die Spannung m einem Punkte je nach 
der Richtung positiv oder negativ sein kann, darf naturhch nicht mit 
der Spannungsfläche (28) verwechselt werden, die stets ein Elhpsoid ist. 



Elftes Kapitel. 


Allgemeine Dynamik eines Kontinuums: Zusammenhang 
zwischen Spannung und Deformation. 

110. Das aUgemeine Hookesche Gesetz. 

Im IX. Kapitel wurde der Deformationszustand eines elastischen 
Mediums untersucht und festgestellt, daß er von sechs Größen ic*, f/y, js?,, 
Xy abhängig ist. Ganz analog wurde im X. Kapitel der Spannungs- 
zustand zurückgefülirt auf sechs entsprechende Größen Z,, Y,, 

Xy und deren Zusammenhang mit den äuß€‘ren Kräften festgestellt. 
Was uns mithin noch fehlt, ist der Zusammenhang zwischen den Span- 
nungskomponenten . . . einerseits und den Verzerrungskomponenten 
, anderseits. Denn damit hätten wir die Möghchkeit, durch 
Elimination der Spannungskoraponenten bis eine direkte Beziehung 
zwischen den wirkenden Kräften und den durch sie hervorgebrachten 
Verzerrungen zu gewinnen. 

A priori kann man über die Art des Zusanmienhanges nichts sagen; 
die hier vorliegende Aufgabe ist w'esentlich experimenteller Natur, ob- 
wohl die Spannungen im Innern eines Körpers direkt gar nicht beobacht- 
bar sind und alle Schlüsse auf den gewünschten Zusammenhang ziemlich 
indirekte sein müssen. In gewissen speziellen Fällen, die wir im XII. Ka- 
pihd besprechen wollen, sind derartige Beobachtungen duichgeführt, 
Sie haben zu dem zuerst von dem Engländer Hooke ausgesprochenen 
Resultat geführt, daß die Deformationen proportional den wir- 
kenden Kräften seien. Da nun anderseits zwischen den Kräften 
Spannungen lineare Beziehungen bestehen, so würde daraus folgen^ 
daß die Spannungen lineare Funktionen der Verzerrungs- 
koinponenten sind. 

Dieses sehr einfache Eesultat stellt jedoch keineswegs das allgemeine 
besetz dieses Zusammenhanges dar; denn wie das Experiment ergibt^ 
das Hookbsche Gesetz nur, wenn die Deformationen sehr klein, 
ßtrung genommen unendlich klein sind. Nun sind allerdings kleine De- 
f^nuationen für die Eäastizitä,J»lelire von großer Wichtigkeit; aus <Jiese2r 
Grunde durften Vir uns im neunten Kapitel ja auch auf infinitesimale 
^formationen beschränken. Halten wir diese Beschränkung auch fiu 
Schaefet, ^ 82 
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- ■ ■ -t; 

die Zukunft' aufredht, so können wir allerdings daS' llookesohe Gesetz 
als ailgemein gültig akzeptieren. * 

Wir nehmen also die Spannungskomponenten bis 

als lineare Funktionen der Verzerrungskomponenten bis 
an und bezeichnen dies als das „allgemeine Hooke^sche 
Gesetz“. 

* Es ist bemerkenswert, daß hiernach die Spannungskomponenten an 
einem Punkte nur abhängen von den Größen an dem näm- 

lichen Punkte; das ist der Grund, weshalb man die Größen Y, , 
Z,, Xy als Nahekräfte bezeichnen kann. 

Auch auf einem etwas anderen Wege läßt sich unsere Annahme 
begründen. Allgemein ist 


Vyf y»^ ^y) f 

wo / eine experimentell zu bestimmende Funktion ist. Sind jedoch die 
Deformationen infinitesimal, sd liegt es nahe, / in eine Maclaurinsche 
Beihe zu entwickeln; die nach Potenzen von fortschrei tot. 

Diese Beihe kann hinter den linearen Gliedern abgebrochen werdt u. Wir 
erhalten so: 




Nun können wir auf Grund der Erfalirung folgendes aussagen: 
Wenn die Deformationen rc, ... alle gleich 0 sind, so kehrt der Körper 
.im allgemeinen inseinen Normalzustand zurück, in dem er spannungs- 
frei ist, d. h, die X, ... sind dann auch gleich Null. Ein Medium, 
bei dem dies zutrifft, wollen wir ein im engeren Sinne elastisches 
nennen und von jetzt ab stets voraussetzen. Wir schlitßea 
dadurch von vornherein eine Beihe von Erscheinungen, z. B. Über- 
schreitung der Elastizitätsgrenze usw., aus unserer Theorie aus. Nach 
der letzten Gleichung ergibt sich, wenn X, . . . gleichzeitig mit den 
0?,... verschwinden soll, daß da.s konstante Glied /(O) verschwinden 
mufi. 

^ Wir erhalten also folgendes Ergebnis: 

= Cu + C« y, + Cu + c,4 y, + Cu z, + c„ ac, , 

r, = + c» y, + Ca «. + cg4 y, + + Cu . 

— Cji X, +■ <^ y^ + <« c, + Cm y, + Cjj c, + Cu 

Y, = C41 X, + C4, y^ + Cu c, + Cu y. + % c* + Cu 
• + c« Si + c, + <»4 y. + c« +'Cu X,, 

Xj = Cu X, + Cu y, + Cu c, + ^eiVs "k % *»• 

. • " * j ‘ - ■i • ß“' ^ ° ^ • t. 

bamaoh ist dear 8%eä>eiimte elastisidie durch 6 mal 6 g'*''® 

86 „ElaBtizitiiskoiiBtil^tes*' W 
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'Mit Hilfe def Energieprinzipa läßt sich jedoch*, wie zuerst Green 
im Jahre 1Ä19 zeigte, diese Zahl auf 21 reduzieren; aus diewm Gesetz 
folgt nämlich, daß zwischen den 86 Koeffizienten Belationen bestehen 
von der Form 

Ferner reduziert sich die Anzahl der Konstanten je nach den Syiii- 
raetrieverhältnissen des Körpers noch weiter. Z. B. müssen für einen 

isotropen, d. h. nach allen Bichtungen hin gleich beschaffenen Körper 

damit allein beschäftigen wir uns im folgenden — die obigen Ausdrücke 
für die Spannungskomponenten unabhängig vom Koordinatensystem 
sein. Die Einführung dieser Forderung ergibt für einen isotropen Körper 
nur noch zwei unabhängige Elastizitätskonstanten.^) 

Bevor wir diese Betrachtungen durchführen können, bedürfen wir 
einiger mathematischer Hilfsmittel, die wir uns in den nächsten Nummern 
verschaffen werden. 


111.* Der erste Oreensche Satz. 


Gegeben sei eine stetige, eindeutige Funktion der drei 
der wir die Form -^F{xyz) geben wollen. 

Wir bilden nun das Integral 


Koordinaten, 



dy dz = J 


BF 
d z 


dr, 


erstreckt über einen endlichen, von einer Oberfläche a abgeschlossenen 
Raum. Das Integral ist so zu verstehen: wir teilen den Baum in unend- 
lich kleine Elemente ein; in jedem derselben hat die Funktion einen 

bestimmten, von Element zu Element sich ändernden, aber wegen der 
Kleinheit jedes Elementes innerhalb eines solchen als konstant zu be- 
trachtenden Wert. Wir bilden für alle Elemente das Produkt aus den 
Volumen des Baumelementes, und dem zugehörigen Funktionswert: 

Q-dxdydz und summieren diesen Ausdruck für sämtliche Volum- 
elemente. Die hier auftretenden Integrationen sind bestimmte, dia 

der betrachtete Baum nach allen Bichtungen hin feste endliche Grenzen* 

hat. 

Das zu betrachtende Integral kann folgendermaßen umgeformt 

werden: o o — o 


JKlasf ®^keimt mau deutlich den Nachteil der älteren Molekulartheorien der 
dieaeit besteht awischen den »wei EJastisitätskonstanten 
KxDpri eine Besiehuiig, so dafi nur eine unabhängige ftbrig bliebl» Daa 

^ „Multikcnstaiitentheorie“ gegen die „Rarikbnstantenk 
^tscheden. ^j»^che Äienni die Bemerkungen in »r. 90. 
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jund die rechte Seite dieser Gleichung kann geometrisch leicht inter- 
pretiert werden. 

In Eig. 147 sei durch die Fläche o der betreffende Baum abgegrenzt. 


y 



Wir zeichnen nun nach Gleichung (1) ein der y^-Elxme parallele; 
Flächenelement dy.dz und ziehen durch seine vier Ecken Parallelen 
zur aS'Achse. Durch diese Parallelen .sind vier Ebenen bestimmt, die 
innerhalb des betrachteten Baumes einen Balken vom Querschnitt dytU 
aurachneiden. Dieseu Balken interessiert uns natürlich nur insoweit, 
als er innerhalb des betrachteten Baumes liegt. Er schneidet die über- 
fläche des Baumes in der Fig. 147 an zwei Stellen (allgemein in einer 
geradenrZahl von Stellen); wir wollen die von dem Balken ausgeschnittenen 
Stücke der Oberfläche a mit du, und da^ bezeichnen, die zugehörigen 
innpren Normalenrichtungen mit n, und n,. Nun kann man dyde, den 
jOoBtschnitt des Balkens, auffassen einmal als Projektion von doi. ein- 
mal, von da^ auf die pr-Ebene. Bezeichnen wir den Winekl zwisclien 
len Nonnalen % resp. n, mit der positiven ss-AchsO durch (njz) re.'ip. 
so haben wir also; 


^a) 

dci cos (n| x) dy dz. 

und 


[2b) 

— dO( cos (n, x) SS dp dsK 


Das Minoszei^en in der Gteichnng (2 b) hat fpfeenden Grund •' ' 
Winkel (n,®) ist stiimpf, sain Kosinus also negativ. Da aber d^ i« 
iydz positiv sindj so innB das Afinnsz^idi^ Ko»9pöo®***°“ 
negativen Kosinni huumgefögt wetd^. 
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Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun das Integrjsl 

ayds’f^ldx. 

Hier haben wir — innerhalb des herausgeschnittenen Balkens — 
eine gewöhnliche Integration nach x auszuführen, deren untere Grenze 
die Eintrittsstelle (1), deren obere die Austrittsstelle (2) des Balkens ist. 
Wir erhalten also für unser Integral: 

(3) dy dzj ■^dx = dy dz[F,- FJ. 


Dabei bedeuten Fg und Fj die Werte an der Oberfläche des Raumes, 
und zwai- resp. an der Austrittsstelle (2) und der Eintrittsstelle (1). Die 

vom Integral (1) geforderte Integration f lf über den ganzen Raum 


ist in Gleichung (3) bereits für einen Teil des Raumes, nämlich den 
Balken, durchgefülirt. Wir brauchen jetzt den Balken nur. parallel mit 
sich selbst zu verschieben, bis er den ganzen Raum bestrichen hat (ohne 
daß natürlich eine Stelle des Raumes doppelt überstrichen wird): dann 
ist unsere Aufgabe gelöst. Für* sämtliche Balken erhalten vnr ein Re- 
sultat von der Form (3). SumMeren wir diese, so erhalten wir das.ge- 
wimschte Integral (1). Wir haben also: 




. Benutzen wir (2a) und (2 b), so kann die letzte Gleichung geschrieben 
werden: 

(4) fdx ^^ ** cos(n^ x)d<T^ + Fj cos(ni x)d(T^\e 


Letzteres Integral bedeutet aber folgendes: es soll die ganze Oberfläche a 
in Flächenelemente du geteilt und mit dem zugehörigen Werte der Funktion 
pQOB{nx) multipliziert werden. Alle diese Werte summieren wir. Man 
kann also die rechte Seite von (4) einfacher schreiben: 

— J'Fcos (naj)d<r, 


und erhält so die als erster Greenscher Satz bezeichnete Integral- 
transformation: 


(5) 



— J Fcos(nx)d(Te 


Sie 


ein Baumintegral in ein Oberflächen« 


mtegi'al vielseitiger Verwendung fthig. 
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[ 112. Der Oaneiiohe Sati: di^ weiteren Sätae von Green.- 

• 

^ Eine dreimalig# Anwendung des ersten Greehschen Satzes liefert 
einen weiteren Satz, der an Deutschland meistens als der Gaussscho 
Satz bezeichnet wird, weil Gauss ihn unabhängig von Green in einer 
berühmten Abhandlung über Potentialtheorie gefunden hat. 

Es seien drei Punktionen F, Ö, H gegeben von den in Nummer 11 J 
Erlangten Eigenschaften; sie seien ferner so beschaffen, daß sie die 
Komponenten eines Vektors fl bilden. Wir haben also zunächst: 

(6) l^= fl„ G-«,, 

Wenden wir auf diese drei Funktionen den ersten Greenschen Satz 
an, so folgt: 

I — J Fcoa{nx)d<F = — J* fl*- cm{nx)dfr ~ J 

— J* Geos{ny) dtr ==— fl,* cos{ni/)d<r dz, 

— H cos {nz)dfT — y * flg • cos(n z) d(r rs I* d z . 

Durch Addition folgt daraus: 


[7a) 


— J* [fl,cos(na;) + fl,cos(ny) + fl, cos (nr)]d/r 


Der auf dar linken Seite in der eckigen Klammer stehende Ausdruck 
ist aber nichts anderes wie W,, die parallel der Normalenrichtung gc- 
oonunene Komponente von 9 . 

Ebenso ist der rechtsstehende Klammerausdruck 


■ , e«. . dm, . atf. 

a* dy a* ’ 

ne aus einem Vergleich mit Gleichung (51a) und (51b) des IX. Ka()it<'l3 
Hil pag. 478 herrorgeht, nicht» anderes wie die Divergenz von ff- 
Mit diesen Bezeichnungen folgt ans (7a): 


P) 


J«,d<r-J’div«-iIt. 


[Mes ist d«r sogenminte Gansssche Satz; auch er leistet die ('m- 
sandlnng einet Vohimintegrals in ein Oberflicbenint^iral. 

. Wenn, insbesondere der Vektor 9 sieh »ns eii^ Potential <f 
eitet, d. h. wenn ' ' . , i- ’ 









st, so hat man, da 9, 


— nifk dein 
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Der Klammerausdruck rechts ist gleich A q>, und man erhält aus. (9); 


(9a) 


fjf-är—ßld.. 


Weitere Anwendungen des ersten Greenschen Satzes erhalten wir 
folgendermaßen: wir nehmen die Funktion F {x y z) in der Form an: 


t — u -Q-- , 


d V d V 

r«-sp-W öj, . resp. 


wo u, ä*’ äi" die Eigenschaften der Stetigkeit und Eindeutig- 


dv ^ ^ 

dl/ * dz 

l^eit besitzen. Wenden wir nun den Greenschen Satz dreimal auf die 
partiellen Ableitungen von F an, so erhalten wir: 

f/x (“ I7) ^ ^ ^ +i “ S /“ I i cos (n *) d < 7 , . 

( 10 ) ■ f (u^j dt §y- dt +^J,dr = -fu§-”eos(ny)d!a, 

. /■/* (« I* ) ^ 17 ^ ät^-fu^(m(nz)d<T. 

Durch Addition folgt dann weiter: 


(11^ rf™ A!l 4 . - ^ 

J d X d X * d y d y 


djn dv 
dz dz 


dr+J* uJvdrsB^ J^~fn 


Vertauscht man jetzt in ( 11 ) die Bedeutung der Funktionen u und t), 
so folgt: 

Jlöi-äF+d7ö7 + äF 

Und daraus folgt schließlich durch Subtraktion ein weiterer Satz von 
Green, den wir als den zweiten bezeichnen wollen: 


J'(uAv — vAü)dT mt—j'^u^ — v^jder. 

Der Satz (18) stellt übrigens größere Anforderungen an die beiden 
Punktionen u und v, als die Sätze ( 11 ) und ( 12 ). Denn zur Gültigkeit 
von (18) müssen beide Funktionen stetige erste und zweite Diffe* 
l'enti^quotienten besitzen, während für die Sätze (11) und (12) dies nur 
lur eine der beiden Funktionen gefordert wird. In (11) z. B. wird f^ 
w tueht einmal verlangt, daß überhaupt zweite Ableitui^n eadstieren, 
wird dies in (12) von v gefordert. Dies liegt daran, daß in 
p') “ bnd-n synmaetrisoh Vorkommen, • was in (11) and (12) nicht, der 
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118. Dai aligemeine elastische Potential. 

Wir wollen nun auf ein elastisches System das Energieprinzip an- 
wenden, und zwar zunächst der Einfachheit halber auf unendlich be- 
nachbarte Gleichgewichtszustände. Dann ist die kinetische Energie 
dauernd gleich Null, und wir haben die einfache Aussage, daB jiie Ände- 
rung der potentiellen Energie gleich der von den äußeren Kräften ge- 
leisteten Arbeit ist; also wenn wir die von der Deformation herrährende 
potentielle Energie mit U und die Arbeit mit A bezeichnen, so ist für 
eine unendlich kleine Verschiebung: 

(14) dU^dA. 


Was zunächst die potentielle Energie anlangt, so ist zu bemerken, 
daß jedes Volumelement Sitz von solcher wird, wenn der Körper defor- 
miert ist,, Ist dagegen keine Deformation vorhanden, so ist auch die 
potentielle Energie gleich Null. Wenn wir daher die Größe der Energie 
pro Volumeinheit mit / bezeichnen, so ist die Energie eines Volumele- 
elementes gleich f*dr und die gesamte Energie drückt sich durch ein 
Baumintegial über den elastischen Körper aus: 

(ISa) U^^Jfdr 

und die Änderung der Energie durch: 

(I6b) dü^fdf-dT. 


f ist dabei lediglich eine Funktion des augenblicklichen Zu- 
standes, also hier der sechs Verzerrungskomponenten a,, 
Daher kann man schreiben: 


df 




^ Ty. "»• ^ dz, 

Da^tirch geht (15b) über in folgende Gleichung: 


[ 16 ) 


+ tI: ^ 41: + rk ^ ‘ 


Ferner setzt sich die Arbeit zusammen aus detjaiigen der Massen- 
krftfte' (dili) ond derjenigen der Oberflächenkräfte (dA^j. 

Bezeidinen wir die unendlich kleinen Verrfickungsitomponenteii »>' 
dt), dCt so ist die Arbeit dA: . 

I dA^-dA^+dAt,^ f*[Xdi-i-tdv + $dGdr 

^ ‘ 

■\;JiK,,AS + r^dn’¥4»dQd9, . 

Beide Teilarb^ten können nua^dt^iiii^jPenlen. ^ 
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Zunächst setzen wir für sX. eY, eZ die Werte anTGl^chutg (6) 
des X. Kapitels auf pag. 476 einj dann wird: 



Greifen wir einen dieser neun gleichartig gebildeten Ausdrücke heraus, 
z. B. den ersten 



Wir transformieren den 
der Weise: 


(19) 



Integranden durch einen Kunstgriff in folgen- 


Dann gewinnt jeder der neun Ausdrücke in (18) folgende Gestalt: 

Auf den ersten Teil von (20) kann man den ersten Greenschen 
Satz anwenden und erhält, alle neun Terme von (18) zusammengefaßt: 


( 21 ) 


— fiX^cm{nx) + X^cosiny) + X,c<^{m)]di- de 
~f[Y^coa(nx)+ Y^cos(ny)4- Y,cos(m)]dy- da 
~f iX, C 08 (na;) + Z, coa{ny) + Z, cos(nr)]d?. da. 


Diese drei Ausdrücke heben sich jedoch fort gegen die Arbeit dAg 
der Überflächenkräfte, wenn man die Gleichungen (10) des X. Kapitels 
auf pag. 488 berücksichtigt. Es bleibt also von dA^ nur der zweite Teil 
übrig, und das Energieprinzip (14) erhält folgende Gestalt: 

- P -/l-r-JT (di) + X, 5^ (d{) + 

■+r.re W + r,s7(''’'l + r.-ÄM 

+ «. S7 (äO + ^, 87 WO + «. 8~W0] ät . 

Hier kann man nun stets schreiben; 

unter B6n^tÄ^|g Qkidhungrä (62) des IX. Kapiteb auf pf||. 476. 
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(?8) ‘ -^(di,)+-^{dö = dy.. 

-^{dSi-^dz., ^[d0 + -~{di)~dz^. 

Setzt man dies in (22) ein und benutzt Gleichung (16) für dG, so erhält 
man schließlich: 

p,) ! P ' [(Ä + “ •■ + (js- + ■< ». + (ts- + ^.) ■* »■ 

, I + + y.) ■i!'. + (Ä- + ^.) ■*'. + (^ +^.) ■*».] - »• 

Gleichmig (24) gilt für jeden beliebigen Teil des defor- 
mierten Mediums und daher kann sie nur bestehen, indem die Ko- 
effizienten der Deformationskomponenten verschwinden. Wir haben also : 

dar,» dy/ 

(26) y.—rt’ — Ä- 

7 ^ / TT ^ ^ 

Bz, ^ “ d«/'* 


Das heißt: die Spannungskomponenten sind sämtlich aus der Funktioix / 
durdi Differentiation abzuleiten. / bat also die Eigenschaften 
eines Potentiales, das wir als „elastisches Potential“ be- 
zeichnen. 

Ke Existenz einer solchen Funktion ist jedoch hier nur unter der 
speäellen Voraussetzung erwiesen, daß die Verrückung unendlich lang 
sam vor sich geht, so daß keine kinetische Energie auftritt. Wir müssen 
^zeigen, daß unser Beweis sich auch auf diesen Fall ausdehnen läßt. 

Bezeichnen wir die kinetische Energie mit L, so ist zunächst: 




und die Änderung derselben: 

^264 dL^fle^di + e^dv+t^ds]dt. 

Das Energieprinzip ist jetzt in der erweiterten Potm za benutzen. 
dL + dü^dA, 

und man kann nun meder den n&mlichen Gtedankei^^ durchfübr^® 
wie pbdb. Man kann insbesondere dA zerlegen in 
den ]|9B8enkrMt4i I^rrfibrend» 4^ 
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’iP ; ^ ^ - -- ' i ' 

Der Ausdruck für dA^ blpibt auch hifer ganz unverändert, dagegen haben, 
^vir in dAi für Z, Y,Z jetzt natürlich die für den Pall der Be-?, 
wegung geltenden Belationen (7) des X. Kapitels auf pag. 484 
zu benutzen; statt (18) erhält man also eine Gleichung, in der noch die 
Trägheitskräfte 

a <* ’ dt* ^ * a 

auftreten. Aber diese Glieder heben sich gegen die drei Terme von dL 
in (26a) fort; so daß schließlich dasselbe Besultat sich ergibt. 

Wir haben ferner stillschweigend die Voraussetzung gemacht, bei 
Benutzung des Energieprinzips, daß keine Wärme von außen zu- 
geführt oder nach außen abgegeben wird. Einen solchen Prozeß 
nennt man in der Thermodynamik einen adiabatischen. Für adia- 
batische Prozesse haben wir also ganz allgemein die Existenz des elasti- 
schen Potentials nachgewiesen; dasselbe wäre also genauer als" „adia- 
batisches elastisches Potential“ zu charakterisieren. 

Im allgemeinen treten bei adiabatischen Prozessen Temperatur- 
veränderungen auf. Geht jedoch der Prozeß hinreichend langsam, so 
daß die Temperaturänderungen sich in jedem Moment durch Wärme- 
aufnahme oder -abgabe an die Umgebung ausgleichen können, ist also 
die Temperatur des elastischen Körpers konstant, so haben wir einen 
„isothermen** Prozeß. 

Auch für einen solchen wollen wir die Existenz des elastischen Po- . 
tentials beweisen oder wenigstens den Beweisgang andeuten. Bezeichnen 
wir die zugeführte* Wärme mit dQ, die absolute Temperatur mit T, so 
haben wir für das Energieprinzip (L setzen wir der Einfachheit halber 
wieder gleich Null): 

(14b) dü = dA dQ = dAi -4- dA2 dQ» ^ 

Nun reicht jedoch das Energieprinzip zum Beweise nicht mehr aus, 
sondern mt müssen den sogenannten zweiten Hauptsatz der Thermo- 
dynamik heranziehen. Dieser, der erst im II. Bande ausführlich besprochen 
werden kann, sagt aus, daß der Ausdruck: 

' T " T 

gleich dem totalen Differential einer Funktion S, der sogenannten „En- 
tropie“ ist, die lediglich von den Zustandsvariabein, hier also von x^, 

Xy abhängt. Wir haben also: 

(27) . • dA-dU=^-TdS 

'«1er auch, da T für einen isothermen Prozeß konstant ist: 

(‘7a) dA^^diü-TS). 

Schreiben wir, um zum AosdruQk zu bringen, da^ Energie und Bn- 
'"'apie in den VobunelmnenteQ lokalisiert sind: 
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(28) , 

80 haben mt aus (27 a>: 
‘(27b) ' 


( p-/» 

dA == Jd{g> — r«)dr, 


dtj 

s • dr, 


und wenn wir 93 — Ts mit F bezeichnen, so erhalten wir: 

(27c) dA^fdF-dr, 

die in der Form mit (15b) vollkommen übereinstimmt; alle Schlüsse 
übertragen sich also auch auf den Fall des isothermen Pro- 
zesses. Es existiert also auch hier ein elastisches Potential, das wir als 
,4sothermisches, elastisches Potential'* bezeichnen können. Der Beweis 
läBt sich auch hier für den Fall erweitern, daß kinetische Energie zu 
berücksichtigen ist. 

Ganz allgemein können wir also sagen, daß die Spannungskompo- 
nenten durch die Gleichungen (25) darstellbar sind; natürlich sind die 
Funktionen je nach der Art des Piozesses verschieden. 

Nun sind aber anderseits nach dem Hookeschen Gesetz dii^ 
$pannungskomponenten homogene lineare Funktionen der Verzerrungs- 
komponenten; dann folgt aus (25), daß das elastische Potential eine 
homogene quadratische Funktion der nämlichen Argumente ist. 
Wir haben also für / die Darstellung: ‘ 


/ = Ou®.*+2oi,*.y,+2ai3a5,0,+2ana:,y,+2(i„a:,«,+2ai«a:,i, 
+ 0 * 8 ?,* + 2 0*8 ?, + 2 0*4 ?, ?. + 2 0,5 ?/, + 2 fl» 

+ 033 «.* + 2 a»i 2 ,?. +2o3jVx + 2034^x3:, 

+ o«4?.* +2o«5?.2,+ 2o«,t/,^, 

+ »»2,* +2as62x^, 

+ 0*8 V- 


Mas erkennt daraus, daß das elastische Potential 21 Elastizitiits 
kdhstasten besitzt; diese sind natärlicb, je nachdem man es mit adia 
batischen oder isoi^mten Vorgängen zu tun hat, verschieden, und wer 
^n. durch diese Epitheta charakterisiert, -wo eine Unterscheidung n»* 
weMigiiat. Bei festen Ktkrpem sind die UnterschiMe kaum merkticli 


und die Unterscheidung bei diesen daher -uimötig. 

^Er mdge hier noch folgendes bemerkt -werden: Bef statisclien 
ständen wird man- es naturgemäß stets mit den. isothermen Eliv^t' 
ntätskonstanten zu tun haben, während die adia^lisohen nur bpi 
io rasch, verlaSfenden Bew^^ungsvorgängen auftreteiii. däß 


tretenden Temper^urdifferei^en sich nicht ai 
1er bei sthneUmi fdiwinggagen, s. B, 



Dies ist. 

JB 
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Aus (25) und (29) ergibt sich für die Spannungskomponenten 
folgende Darstellung: 


2 1 

" “ Bx~. “ ^“«1 ®*+ J/»+2ai3 2. + 2a,* y, + 20,* «,+ 2a„ 

- y, “ “ 2a„ 2a„ 2o„ a. + 2aj*y, + 2«,* 2 ,+ 2o„ a:,, 

a 1 

~ *® ^^18 ^*"1" ^^28 ^^33 ^®34 3^* “1“ ^x"l" ^^38 

a j 

” “ 5^: “ ^^I4®x+2a24^y+2a34^x+ 2a4^y. + 2a,5 2,+ 2a,ea;^, 

- “ ö-*; * 2a,5X^+2o,5yj,+ 2a„2, + 2o**y, + 2a,5 2.+ 2a,ea;,, 

“ ^*+ ®»- 


114. Das elastische Potential für einen isotropen Körper. 


Wie schon früher bemerkt, reduziert sich die Konstantenzahl sehr 
bedeutend, wenn der Körper Symmetrien aufweist. 

Zunächst ist es wichtig, zu betonen, daß der Ausdruck von /, da 
er ja die Energie, d,h. eine objektiv physikalisch existierende Größe, 
(larstellt, unabhängig vom Koordinatensystem sein muß. Wir nennen 
nun z. B. die aiy-Ebene eine Symmetrieobime für einen Körper, wenn 
man bei der Vertauschung der positiven r-Achse mit der negativen den 
nämlichen Ausdruck von / erhält. 

Untersuchen wir nun, welche Form / für einen solchen Körper 
hab(ui muß. 

Vertauschen wir z mit —z, so geht C in — f über; x, y, f , r\ bleiben 
ungeändert. Nach (52) des IX. Kapitels haben wir dann, wenn wir alle 
Größen nach der Vertauschimg mit Strichen bezeichnen; 


(31) 


öf 

d^ 




+ 

ö,' 

Bi 


d«' 

** Bx 

= a!., 

5^.- = 

öy- 

Bzf ~ 

By 

Bz 

B i{ 

B I? 



Bl'- 

'+ 

BS' 

Bi 

dl 

0/ 


II 

■? 

2., =■ 

Bx' 

ö*' “ 

Bx 

Bz 

ör 

« ^(-0 



Bf 

+ 

Bn' 

Bi 

, dl/ 

d«' 




By* 

By' 

By 

Bx 





Da nach Vertauschung von in — s der Körper nach Voraussetzung 
sich in derselben Lage befinden muß wie vorher, so muß der Ausdruck 
hh das Potential derjenige der Gleichungen (29) sein. Anderseit| ^ftber 
nach (31) und s* das Vorzeichen gewechselt. Die Glieder von 
/also, in denen diese KoAponenten in der ersten Potenz auf treten, wurlfen 
as Zeichen wechseln un(| man wurde ein von (29) verschiedenes B^ul%t 
f’malten. Da. dies sein kanUt mä^i^ die 
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Ko 6 ffi 2 denten der betreffenden Glieder verschwiifderr. Es ergibt sieb 
denmiich für einen Körper, für den die, «y- Ebene Symmetrieebene istt 

= aj5 s=s == 025 = 0^4 = 035 s= 048 = O50 s= 0. 

Man erhält für /: 

, ' /=«u®.*+2aua:,j/j,+2a„a:,2. +2ai,x„x^ • 

+ +023»,«. +2aM»,Xj, 

(192) + 033 «.* +2a38«.a;, 

+ o«4».* + 2045 »,«. 

+ 065«x* +066V- 

Das elastische Potential besitzt also für einen so beschaffenen Körper 
nur noch 18 Konstanten. 

• Soll außerdem noch die yz-lEbene Symmetrieebene sein, so muß 
X mit — vertauscht werden können. Das bedingt, daß gleichzeitig 
f in — f übergeht, imd folglich ist, wenn wir die Größen nach der Ver- 
tauschung wieder mit Strichen bezeichnen 

[ j/V= y,; 

( 38 ) . 1 /',' = y/, z'j = - 

I «V == 2,; ®V = — S- 

Durch die nämliche Schlußweise wie oben ergibt sich hieraus: 

Oj« “ O26 ~ Ose ~ 0,6 = 0 . 


rür einen solchen Körper hat das elastische Potential nur noch neun 
Koefhzienten und folgenden Ausdruck: 

/ = «11 */ + 2 a„ X, y, + 2 Ou 1 , 3, 

+ 0»^,» +2023^,2, 

+ 0,8«.* 

+ 0 «».® 

+ 0 »«,* 

+ OMV- 

' Nehmen wir auch noch die dritte Ebene, die xz-Ebene, als Syu - 
Ätnebrate, so werden y und —y,ij und —t) miteinander vertauscli'- 
Dann wird; 



y'^=y,> «V — «.; «'•' = 


erkennt, daß jetzt keine weiteren Koeffizienten in Foi t- 
fiÄl kodimen. Das heißt: Wenn für einelt Körp^ gleichzeitig 
die xp’Ebene und die yZ'Ebehe SymmetzieemilAhiitaind. 
ist ics ep ipso auch d|e aa-Ebene« 
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Wir •wollen jjtzt noch einen Schritt weiter gehen und verlangen, 
•daß (34) bestehen bleibt, wenn man noch die ai-Achse mit der y-Achw. 
vertauscht. In einem solchen Falle nennt man die j/^-Ebene und die 
ji; 2 -Ebene „gleichwertige Symmetrieebenen“. Dann vertauscht 
Bich auch f mit t} und umgekehrt. Daraus folgt weiter; 

(35) = 

I ^ 5 ^ y ~ yx~ 

Aus (84) ergibt sich: 

®I1 “ ~ ®*5> ®13 ~ ®23> 

und für / erh&lt man: 

f = Oll (®x®+ y/) + ^ “W 2^» + ^ 2^» ®33 

+ a44(2/,*+0 + » 6 *V 

mit sechs Koeffizienten. 

Tf fltiti endlich noch z mit x vertauscht werden, so ist: 

(37) j «V = *. = «x. 

1 «V = a:. = y,, «7 = ^»- 

Dann ergibt sich aus (36): 

und es folgt für /; 

(38) /= Oii(V+ !f/+ ^.*) +2 o« (a;,t/,+ i/,c.+ 2 .®.) + a„(y,H «,»+ x,*) , 

mit nur drei unabhängigen Koeffizienten. 

Endlich fordern wir noch, daß der Ausdruck ( 88 ) gegen jede Drehui^ 
des Koordinatensystems invariant sein soll. Dazu benutzen wir die 
Formeln (29) und (52) des IX, Kapitels auf pag. 465 und 475. Zunächst 
geben wir der Bequemlichkeit halber (38) eine etwas geeignetere Form: 

(88a) j /=(«u-2a44)(®x+2/»+««)* + 2®«(®«*+22»*+*«*+'^2''* 

l ■4' 2 («IJ ”<* 11 + 2044 ) (x, yy+ Vy ®x)* 

Nach den genannten Gleichungen (29) und (52) des IX. Kapitels ist nun : 

(39) I (®x+ yv + «/“(/ + 3' + ^)*“ (*^1 + 

I «**+ V+*.* + i(^»* + *** + ®V*)”*^>* + '^**'*'‘^»*' 

Diese Ausdrücke sind, da die Größen Oi, <r„ <r» die Hauptdilatütionen 
sind, vom Koordinatensystem unabhängig. / nimmt also folgende Ge* 

stalt an: * % 

(88b) I ^**;‘!(®U-^2fl44)(<»i+0|+<^*+2044(07+ V+® 8 *) > 

I * * 7^ + 2 (Oii-Ou+äa«) (*, lf,+y, ».+^. «4.- 
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Das letzte Olied jedoch ist vom Koordinatensystem ^abhängig, es muß 
daher der Koeffizient 

(40) ai 2 öj! + 2 Ö 44 =s 0 

werden* 

Dadurch reduzieren sich die drei Konstanten auf zwei 
unabhängige, die dem isotropen Körper zukommen. 

, Wir schreiben in Anlehnung an die Bezeichnungsweise von Lame: 



^^44 — 

2044=/i. 


Mit diesen beiden Elastizitätskonstanten läßt sich nunmehr / in defi- 
nitiver Form schreiben: 


(42) / = W+ i 

An diese Gestalt knüpfen unsere weiteren Überlegungen an. 

Hier möge noch eine wichtige Bemerkung angefügt werdt^n. / ist 
*so bestimmt, daß es im undeformierten Zustande des Mediums (x 
=^.=y,=^*=iry==0) selbst Null ist, wie zum Überfluß auch noch aus 
Gleichung (42) hervorgeht. Diese undeformierte Lage ist nun offenbar 
eine stabile Gleichgewichtslage; sie entspricht nach den Grundsätzen 
der aUgemeinen Mechanik also einem Minimum der potentiellt a 
Energie. Da nun / in dieser Gleichgewichtslage Noll ist, muß es au&u- 
halb derselben stets positiv sein. Da es aber eine quadratische Pirnktim. 
ist, so müssen die Koeffizienten X und fi positiv sein. 


115. Das Hookesche Gesetz für einen isotropen Körper* 

Benutzt man den Ausdruck (42) für das elastische Potential ein( s 
isotropen Körpers, so kann man nach Gleichung (30) für die Spannung^^- 
^komponenten setzen: 

J I — ^ (**+ x,i - y, *= 1/,; 

(48) j . -> y, - + 2/i y^; - Z, = ft z/, 

I - 2, = ^(x,+ j/,4-«.) + 2/i^. ; -x, = /tx,. 

Mul erkennt darans — was wegen der Analogie zwischen Spannnngs- 
nutand and Deformationszustand eigentlich zn erwarten war — . 
ehgere Beztehangen zwischen den Nomialspaantingeii X^, Y^, Z, 
den Behnnngskomponenten z, einerseits, nnd zwischen den Tüh- 

g^tialspanniingen Y,,Z,,X^ and den Oleitnngskoi^ponenten y,<~x’'"3 
andersdts existieren. . , ■ ^ 

:■ Die Gleiehnngen (48) stellen das allgeineine jffookeschß 
Gesetz för einen isotropen Körper dar. f , 

Man kann die Glmchnngen ungekeh)^ 
kompoiyenten anflösen and trhAM folgend 
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(44) 


-2(1 + M)X. + 1 r^l Zi 
2^(81 + 2fl) 

IX, -2(i + y)y. + 1Z. 

2/j(81 + 2f*) 

ix , + ij |, -2a + /<) z. 

+ 2ii) 




-X„. 




])iese Ausdrücke legen es nahe, zwei neue Elastizitätskonstanten einzu- 
führen, nämlich folgende Aggregate von und fi: 


(45) 


/i(8)t 4- 2 fl) 
i + ji* 


Eg 


X _ 

2a + )ir 


AVir nennen E den „Elastizitätsmodul“ oder nach dem englischen 
Sprachgebrauch den „Youngschen Modul“, den „Torsionsmodul“ 
und endlich a den „Poissonschen Querkontraktionskoeffizienten“. 

Die drei Größen ‘JS, /^, a sind natürlich nicht unabhängig vonein- 
ander, sondern nach (45) besteht zwischen ihnen die Beziehung: 

(46) — = 


Nach einer vorhin gemachten Bemerkung über X und [a sind die Größen 
£, /i, 0 ebenfalls sämtlich positiv. 

Mit Hilfe der Bezeichnungen (45) kann man die Gleichungen (44) 
in folgende Gestalt bringen; 


(44a) 




116. Die allgemeinen Gleichungen der Elastizität. 

Setzt man die in (48) angegebenen Werte der Spannungskomponenten 
und die Werte der Verzerrungskomponenten aus Gleichung (52) des 
IX. Kapitels (pag. 475) in die Gleichungen (7) ‘des X. Kapitels auf 
pag. 484 ein, die uns den Zusammenhang zwischen Massen- und Träg- 
beitslcräften einerseits und den Spannungskomponenten anderseits änr 
geb( n, so folgt nach elementaren Eechnungen folgendes Gleichungsaystem 
hii die kleinen Bewegungen, die ein elastischer Körper ausführen kann|; 

zwei analog®, -wobei J ^ ^ ^ 

ftnher _-|l 2 , soti^abei wir; 

Sch».*.. ■ 
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_ -^rr- — - -- ^ j r I 

« = »X + /t J I + (i + m) i 

«-|^ = «y + #»/Ji? + (i + /*)-|“> 

‘Jf "" ® ^ + M) 4 r ■ 


Diese Gleichungen lassen sich durch Einfiilirung der Rotationskompo- 
nenten p, g, r noch in die folgende Form bringen, wie eine einfache Recli- 
nung leicht ergibt: 


(47a) 


dt* 

d*f} 

dt* 

d*: 

dt* 


= sX + (A + 2;*) 4f - 2/t - -ll-) • 

= « y + (A + 2/t) ly - 2/1 - -|y] , 

= *Z + (A + 2/t)4|-2/t(||.-4^). 


Indem wir links die Beschleimigungskomponenten gleich 
erhalten wir daraus die Gleichgewichtsbedingungen eines 
Körpers: 

0 = eX + /iid| + {A + /t) , 


0 nehmen, 
elastischiii 


(48) 


d ^ 

0 ^ sY + fl + ß + f^) » 


die man ebenfalls durch Einführung von p ^ 5 » ^ auf eine (47 a) entsprechonde 
Gestalt bringen kann. 

Im nächsten Kapitel werden wir einige Beispiele des elastiscln ’i 
Gleichgewichtes besprechen, die hauptsächlich darauf abzielen, uns 
Methoden kennen zu lehren, die Elastizitätsmoduln zu bestimmen. 


iSi(35iS5SS5i3Sip3SiS5ppi> 

(j||) HI-WV «s)kA4jll 

x»*r«7*« 

ttk . 4. i- . 4Cl. 

Jimm. oju. 

5» *, ,s*ö. 

<«Vm/v JLCl ^t<XeXt.«.wM.«| 
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r- 
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^4 XI iltuM. j XY 
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I iT 
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’ j»r * *ir -* 
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Zwölftes Kapitel. 

Spezielle Fälle des elastischen Gleichgewichtes. 

117. Eindentigkeit der Lösungen. 

Bevor wir dazu übergehen, die erhaltenen Eesultate auf spezielle 
Fälle anzuwenden, ist es notwendig, sich zu versichern, daß erstens 
eine Lösung überhaupt existiert, und zweitens, daß, wenn man eine 
Lösung gefunden hat, die die geforderten Bedingungen erfüllt, keine 
zweite davon verschiedene existieren kann; mit einem Wort: wir müssen 
den „Existenzbeweis“ imd den „Eindeutigkeitsbeweis“ für die Lösungen 
füliren. 

Der Existenzbeweis kann im allgemeinen niu' dadm-ch geführt 
werden, daß man die alle geforderten Eigenschaften besitzende Lösung 
wirklich darstellt; dies werden wir im folgenden auch wirklich tun. 

Deshalb interessiert uns hier nur der Eindeutigkeitsbeweis, der 
uns die Zuversicht gibt, daß die später von uns aufgefundenen Lösungen 
auch wirklich die einzigen sind. 

Es können mm zwei Arten von Problemen überhaupt vorliegen: 

I. Es können die Verrückungen I, C als Funktionen von x, y, z 
gegeben sein; dann besteht die Aufgabe, die Massenkräfte X, Y^Z und 
die Oberflächenkräfte daraus zu bestimmen. Zunächst zeigt 

Gleicliiing (47) des XL Kapitels auf pag. 514, daß die Massenkräfte in 
der Tat eindeutig durch die I, J bestimmt werden; denn es sind 
dazu ja nur Differentiationen auszuführen; ferner bestimmen nach (43) 
des vorigen Kapitels (pag. 512) die f tesp. die y^yZ^, y,, 
eindeutig die Spannungskomponenten 1^, nimmt 

also für die die Werte an der Oberfläche des gegebenen 

Kih’pvi’s, SO erhält man die Spannungskomponenten an der Oberfläche 
der Substanz. Dann aber folgen, wiederum eindeutig, nach Gleichung 
(Ib) des X. KapitelB auf pag. 488 die Werte X„, Y„,Z„ der Oberflächen- 
kräfte. Dieses Problem besitzt also nur eine Lösung. Aber es liegt 
^iH'istens das umgekehrte Problem vor: 

n. Es« sind gegeben die Massenkräfte X, Y, Z und die Oberflächen- 
kiufto X,., Y„, Es wird gefragt, ob dadurch die Verrückungen f , C 
tbidoutig bestimmt sind. 

Don Beweis, dies’ wirklich so ist, hat zuerst Gustav Kitch- 
Ü erbracht, dem wir uns hier anschließen. Diese Art von Bewei^n 
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ist inder ganzen theoretischen Physik typisch and>vor allenDingeh geeignet, 
die gtofie Bedeutung der Qreenschen Sätze iii hellste licht zu, stellbn. 

Wk nehmen zmaächst einmal an, es seien zwei Lösu&gen gefvmden: 
f ij', Z' und f", tj", C". Dann haben wir auch zwei Systeme von Ver- 
zerrungskomponenten : 

(1) j .** “ 

l y,"* y"’ 

* 

Jedes dieser Systeme von Verzerrungskomponenten bestimmt nach 
Gleichung (43) des XI. Kapitels ein System von Spannungskomponenten; 
wir erhalten also: 

I Av, y;. z.-, y:. z’. a;, «.a. 


j AV, Y,', z/, Y.'. z.-, x; 

I "V f* tJ f* V* tf f? ** V 


Jedes dieser Systeme (2) erfüllt an der Oberfläche des betr. Körpers 
nach Voraussetzung die allgemeinen Gleichungen (10) des X. Kapitels; 
nämlich, wenn X,,Y^,Z„ die gegebenen Oberflächenkräfte sind, so 
muß sein: 

I X„ — X,' cos (nx) -f Xg cos (nt/) + X’, cos (nr) , 
r, = y,' cos (nx) + y,' cos (ny) -f- Y,' cos (m) , 

• Z, = ZJ cos {nx) -f Z,' cos (nt/) + Z,' cos (nz ) , 

-und ebenso: 


I X, = X," cos (nx) + Xj," cos (ny) + X," cos (nz ) , 
(8b) l y, = y," cos (nx) + y," cos (ny) + y," cos (nz) , 
I Z, = Z," cos (nx) + Zy" cos (ny) + Z," cos (nz) , 


Beschränken wir uns ferner auf den Fall des Gleichgewichtes, 
so gelten ebenso im Innern des Körpers die folgenden Gleichungen, ^vo 
X, y^Z die gegebenen Massenkräfte sind: 


: 

«X« 

dX/ 

+ 

ex; , ex; 

By dz ^ 

(4a) 

«7- 

BT,' 

dz 

+ 

BY' by: 

By Bz ^ 


*Z- 

Pli 

d X 

+ 

bz; bz: 

dy ^ dt 

und ebenso: 






[ «J- 

dXi‘ 


dX" , dX." 


dz • 

+ 


(4b) 

! «r- 

dY;; 

dz 

+ 

dY," .JT," 
dy 



dZ" 

äz 

+ 

Miir 1 . 


'Wir wollen, non folgte 
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(5) •' 



usw. 


X ® 


Wenn wir nun die Gleichungen (3a) und (3b) und ebenso (4a) und (4b) 
paarweise voneinander subtrahieren, so erhalten wir: 

I 0 = XJ^ cos (nx) + Xy® cos (ny) + X,® cos {nz ) , 

I 0 = Ya® cos (nx) + Yy® cos (ny) + Y^® cos (nz ) , 

( 0 = Z,® cos (nx) + cos (ny) + Z.® cos (nz ) . 


(7) 


0 » 

0- 

0 « 


ÖX/ 6X/ ÖX.® 
~dx ’ 

■ä^~+ äy+TT’ 
dz.o az,o dz,\ 

d z d y dz 


Die Annahme von zwei verschiedenen Lösungen f', j/, C' tmd 
und 1", T)", C" führt also zu der Folgerung, daß ein Spannungssystem 
A'/ . . . Z,® existiert, das den Gleichungen (6) und (7) gehorcht, d. h, 
den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen, in denen aber 
Massen- und Oberflächenkräfte gleich 0 sind. 

Wir wollen sehen, welche Konsequenzen sich daraus ergeben. Wir 
multiplizieren (7) der Beihe nach mit fodr, ^dr, Co^r, addieren und 
integrieren über das Volumen des Körpers. Dann erhalten wir folgende 
Gleichung; 

fdz.". . ax,% , ÖX». . ar/ 


( 8 ) 




dz 


l» + ^to + “-^lo + 


dz 


+ 


ax* .. 


dz 


5» + ' 


a X 

dZ, 

dz 


% 




0 . 


Jedes Glied des Integranden von (8) kann nun nach fönendem Schema 
umgestaltet werden: 


IT« 




Setzen wir dies ein und bezeichnen das Integral über die neun ersten 
Glieder durch Jj, so haben wir: 


(9) 


I + Ä- Wlj +.■^(''.•■0 

I 


+ ... + -^(W 


£1» bleiben noch weitere neun Glieder dbrig, deren Summe wir J, nenn^ 

wollen; , • ' • 
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A«f jedes GäM \(Ä (9) wenden w nun den ersten , öreenschen Satz 
an und erhalten; , ‘ * '''t 

Jj - “/[l-T,® P 08 (na!) + X,® cos (n y) + cos {n 2 )| 

, + jx,® cos (nx) + Yy® cos (w y) + Y,® cos (ns)| % 

+ jz,,® cos (nas) + ZJ‘ cos (ny) + Z,® cos (n 2 )|| d a . 

Dieses Integral ist aber gleich 0 infolge der Gleichungen (6); 
also muß Jj für sich verschwinden. Benutzt man mm, daß = x/ 
ist, usw., so folgt aus (10): 


(11) /[X,®*,® + Y,®t/,« + Z.“z.® + Y.®y.® + Z/2,® + X;*,®] dr - 


0 . 




Hierin drücken wir die Spannnngskomponenten durch das elastische 
Potential aus und erhalten: 

öy,»»» d*.“** " J' 

Nim ist aber / eine homogene quadratische Funktion der Vetzerrunss- 
komponenten; nach dem Eulerschen Theorem ist also der Integrand von 
(Ita) einfach gleich ß/g; also folgt aus (11a): 


(11a) 


J 1Ö*X* * ~ Ä«»»» ~ 


(lU) 


ff.d< 


0 . 


*Da aber /g nach Gleichung (42) des vorigen Kapitels (pag. 512) aus laut i 
positiven GHedem besteht, da ü und ju auch positiv sind, so müssen die 
Glieder einzeln verschwinden, d. h. 


( 12 ) 




X,® = 0. 


oder, wenn wir die Werte für die Verzerrungskomponenten einsetzeii: 


( 


% 


ff« 


a«. 

d.x 

^Oo 


0; d. h. Io ist nur Funktion von y imd z; 

*> 0; d. h. % ist nur FunlUion von z und x-, 

*«* “ 1^ “ ^ j^ktion von x und y, 


Ä’ 

k 

«m 


dz 
^ d<7» . 

*ir + i7 


0 ; 


T fl- ■■ V» 


T* 

«ft . .. 


dt 


0 . 


Differemdert man jede dieser Glmehuii^ je taiänÄl nach 
so whält man onmittelSrnr das ^Snltat, daß llmtBohen ' ' 
D^erentialguotionten^^on '' 

lineare 



Han hat al.^o: 
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% 


■%(«)+ 4? 

■&(»)+ 41- 


«+4^ 


Ik 

dt 






dtio 


• X + 


ik 

dy 


•!/ + 


d z 
dz 


z , 


Nach den drei ersten der Gleichungen (18) fallen nun die Glieder — - 

ö n 0 Va * dx 

T* bezeichnen wir ferner für einen AugenbUck: 

ii. „ 5f(i „..-i . 9i?i, 


(löa) 


dy 


mit -r, ^init+ 3 , mit - p, 


so folgt aus den letzten drei Gleichungen (18), daß: 

flSb) —^mi4-r' _ fl. 

dx dx Ty 


-K - y - + p . 


Mit diesen Bezeichnungen wird aus (14): 

I fo = ^o(O) + ry + qz, 

(1^) ^o = ^o(0) + ra; + 0?/~p2, 

* ^o — Co(0) — qx + py + 0z, 

Dies ist eine lineare infinitesimale Deformation, und zwar eine un- 
eigentliche; denn die Ausdrücke fo(0), t?o(0), Co(0) steUen eine ge- 
iiieinsanie Translation und die übrigen Glieder eine Kotation 
dar, wobei der Körper sich als starr verhält. Die Größen 
^ 0 » Co also keine elastischen Deformationen im engeren 
h'inne, die wir ja allein ins Auge fassen. Die zweite Lösung C' 

unterscheidet sich also nur dadurch von der ersten daß der 

Körper außer der Deformation tf, ^ auch noch eine Translation und 
eine Eotation erlitten hat, daß man ihn sich also an einer anderen 
Stelle des Baumes und anders orientiert denken muß. Das interessiert 
uns aber nicht. Somit stellen T und f , t/, ; dieselbe elastische 

Deformation dar, und daher sind die Gleichui^en(16) gleichbedeutend mit 
der Aussage, daß bei gegebenen Massen- und Oberfläcbenkräften 
die elastischen Deformationen eindeutig bestimmt sind* 

Der hier gelieferte Beweis läßt sich ohne Schwierigkeiten auch für 
den iall der beschleunigten Bewegungen ausführen, was hier unterbleiben 
soll, da die Bechnung ganz analog ist. 


118« Allseitiger gleichmäBiger Druck. 

fl Körper soll nun zunächst von außen her ein zur Ober- 4 

HC le normaler, tonstwter Druck P einwirken; Massenkräfte soUeähicht 
soll (Figvl48), Da der Druck normal zur Oberfläme eem 

mit innere Normale an einem Punkte dlrii^ben ^ 

hozei^pdet, da Dräek» und Normalemiohtimcr znaammimlklli^ 
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^ [ X,, 5= Pcosk(naj), 

atT)' - ' : Y. = l‘c 08 (nj,). ' • ' 

I Z, = Pcos (na) . 

Piese Werte sind in die Oberflächengleichungen einzusetzen: 

'•T 

f P OOS (nx) = cos (nx) + X^ cos (ny) + Z, cos (nz ) , 

P cos (ny) =. Y, cos (wa?) + Y^ cos (ny) + Y, cos (n<^) , 

P cos (m^) = cos (na?) + cos (ny) + Z, cos {nz ) . 



Da Massenkräfte fehlen, so gelten in 
jedem Punkte des Innern die Glei- 
chungen: 

V a V ;a V 

« 0 , 

dT, . ar. 


(19) 


dXr , I ^ 

dx ~dy dz 


di 

dZ^ 


^ öy ^ dz 

dZy 


0, 


_ -i. ^ 4- ?_?i — 0 

dx ^ dy ^ dz 


die wir kurz als „innere Gleichun^^^en“ 
bezeichnen wollen. 

Wir hatten schon früher Gleichungen 
Kg» 146* von der Form (18) ausführlich k- 

^ ♦ handelt. Deshalb ist es wichtig, hioi 

: m bemerken, daß diese jetzt etwas ganz anderes aussagen wit 
damals. Früher (z. B. in Nr. 108) waren die Richtungen n und di«* 
Drucke P gesucht, für die die Gleichungen (18) bestehen konnten. 
Ergaben sich drei Werte P und drei Richtungen n. 

Hier dagegen ist P vorgeschrieben una ferner sollen alle Ricli’ 
tungen n der Körperoberfläche die Eigenschaft haben, daß Gleichung (IS) 
jgifüUt ist. Das ist nur möglich, wenn die Koeffizienten von cos(wa;). 
0O6{ny)y cos(nz) für sich verschwinden. Also folgt z^äcbst für die 


,4\\' 


■d 




( 

r. = o; 

i 


= 0; X^ = 0; 
■P; Y. = 0; 
. 0; Z, * P. 


La^n wir di« Werte für X^, Y,, Z, znn&chst probeweise aucii in’ 
loDem geltra, so redimeren sich ^e inneren Gleicbongen auf: 


i » 


ar, 

9v 


dZ. 

TT 






Anch diese and dturcb die uig^nonnnena% Wer^. . 
erfüllt, da der Druck P konstant^4|m 

mit {48),deS'SX KapltelsifiijKi^^^iiilt-’Ä 


Y, =» Z, =-- 

in \< r- 



(• 21 ) 


^ S^xielle MIU d$$ elasiieehm Gleichgewichtes, 
X, = P = -A2:-2^x.. 

r, = P=-A2-2/«y». 

Z^=P=-XZ-ifjLZ,, 
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■ßz^; X = 0 = — //a:. 


Zunächst folgt aus den drei ersten Gleichungen (21) mit Benutzung 
von (51) des IX. Kapitels (pag. 478): 

Z 

3 ’ 


( 22 ) 




WO I die kubische Dilatation bedeutet. Ferner folgt durch Addition 
derselben Gleichungen: 

ZPrn-{3},+ 2ß)2, 

oder 

TN "f” 2u ««r» 

(23) p = r~^^' 

oder endlich 

(24) -2: = - 


3P 


3;i + 2fi 

Man nennt nun— ^ die „kubische Kompression“ und den Quotienten 

d. h. die Kompression pro Druckeinheit, die „kubische 

Kompressibilität“. Dafür erhält man aus (24): 

Z ^ 8 _ 

" P. 3 i + 27» ’ 

als „Kompressionsmodul“ 


(24 a) 


P 

Der reziproke Wert — ^ 

bezeichnet; man benutzt dafür häufig den Buchstaben K. 

Da nach (21) keine Schubspannungen vorhanden sind, so ist 


y,' 


5» , ß_i_ 

d* ~ öy 

8 x dz 
d( , Bn 
By B« 


0 , 

0. 

0 . 


Da ferner die {, ij, { Unesre Funktionen von z,y,z sein müssen, so er- 
gibt sich mit Berücksichtigung von (22) dafür folgender Ansatz: 


(26) 




® + -f- •y + 'lf ** + »1(0)» 


8 

. Ü 

^ 
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w die j^i^iclmungen von Gleichung (Iß a) , so folgt aus (2;“) j : 

|xF»*~ic — ry + gif + |( 0 ), 


(27) 


« -l“ 2^ + ry - p« + ^(0), 
z-qx + j>y + Ci^). 


Darin bedeuten in Übereinstimmung mit der allgemeinen Auseinander- 
setzung der vorigen Nummer f(0), C(0) eine Translation* die 

mit p, q, r behafteten Glieder eine Kotation, yon denen 
beiden wir abseben können. Also bleibt übrig: 


«(28) 






» 


d. h. eine reine Dehnung — die in unserem Falle nach (24) negativ ist — 
nach drei zueinander senkrechten Bichtungen. Da außerdem der Koef- 
fizient der Dehnung in allen Bichtungen der nämliche ist, so ist da» 
Defonnarionsellipsoid sowohl als auch das Spannungsellipsoid hier in 
eine Kugel ausgemrtet. 

' Was die experimenteUe Bealisierung eines solchen Vorganges ang'ht, 
«> sei bemerkt, daß man den betreffenden Körper in ein Gefäß mit 
Flüssigkeit eintaucbt und auf die Flüssigkeit durch einen Stempel einen 
Druck P ausübt. 

Nach den Gesetzen der Hydrostatik, die wir später ausfülulich 
besprechen werden, herrscht dieser Druck dann an allen Punkten und 
in allen Bichtungen der Flüssigkeit, also auch an der Oberfläche des 
räogetauchten Körpers. Übrigens sind quantitative Versuche sehr schwer, 
well derselbe Druck ja auch auf die innere Oberfläche des umhülUndtn 
ausgeübt wird und dieses sich deformiert. Grundsätzlich wäre 
jsi ^e Defomiation berechenbar, doch and die wirklichen Verhältnisse 
Mufig mit den idealen Voraussetzungen der Theorie nicht in I hc'* 
Itnäffhanung. 

119. EfnseUigtt llniok. 

Die Achse eines geraden Zylinder« von der I mög® 
positiven as-Achse zusammenfallen (Kg. 149). All| die 
vom* Quersdhnitte q soll «ne Kr<^ vom B^age Jt, auf die rl c‘‘ 

einheit also ein Druck 'Ps*— wirken.. Dcir|Nt^Wt d^ge«n soll 
fr^ sein, 'ebenso sollen keine MassraloH^ Zu oestimrm n t 

die eihtretende Deftwnu^Bm. 



. r- : 

V . (fef elastüehen Oleielyetoiehtet. j|2S 

Die Oberfläohengleichuogen sind für den Mantel und di^*^ Gttuid* 
flächen getrennt, behandeln. 

a) Für den Itotel sind sie besonders einfach, da er kräftdbei ist,!'' 
ferner ist wegen der Lage des Zylinders cos (nx)=0. 


Z 



Also nehmen die Oberflächengleichungen die einfache Gestalt an: 
( 0 = Xy cos (rtj/) -f X.cos (na) , 

(29) I 0 = i’j, cos (nij) + y, cos (m) , 

( 0 == cos (ny) + Z, cos (m) . 


Da diese Gleichungen’ für alle Hichtungen n gelten müssen, so müssen 
die Koeffizienten der Kosinusse verschwinden. Also: 


(30) 



= 0 . 


Allein X, bleibt durch (29) noch unbestinunt. 

b) Dazu dienen nun die Oberflächengleichungen für die Grund- 
flächen. Für die rechte Grundfläche ist, da die Normalenrichtting n 
die negative x-Bichtühg ist: 

cos (ns) = cos Jt = — 1 , 


cos (ny) = cos {»«) = 0; 
daher sind die Kräfte: 

= - y*==o, 

Z.--Z. = 0. 

Die beiden letzteren sind Null gemäß (80); auf die Grundfläche wirkt 
der Druck P a».—, 2 ^^ normal, also muß nach den allgememen 

Gleichungen* * " - 

X.*» Y 0QB(n ») 
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Bern. 

(32) 


ist also hier 


■ -X 


£. 

V 


( 88 ) 


Durch diese' Ausdr'üc&e für die Spannuugskomponentea werden auch 
die inneren Gleichungen befriedigt. 

Nach Gleichung (48) des XI. Kapitels auf pag. 512 folgt; 

= ^ = 

= a = - AZ - , 

= 0 = — AZ — 2fiz, , 

Y,^0=-fiy,-, 

X = 0 = 

Xj = 0 = 

Die drei letzten Gleichungen (88) liefern wieder die Gleichungen (25). 
Han würde also wieder eine Translation und eine Botation über die 
eigentliche elastische Deformation herüborgelagert erhalten. Streichen' 
wir diese fort, so bleibt folgendes übrig: 

( I a= functio lin. [x) — /, (af), 

(84) j „ ,, (y) ^ 

l ? = » .) (S') = /s («)• 

IHeci6 Fonktionen müssen nun näher bestimmt werden. Addien n 

wir smnächst die drei ersten Gleidiungen (83), so folgt: 

P = (3A + 2/t).Z. 

Daraus ergibt sich zunächst der Wert für Z: 

. V ■ ^ A 1 

g 31 kf* ’ 


01 ^ Einführung des Druckes -j 


-P; 

1 


81 + 8^ 


YeigHe^ man diesen Wert mit dem 'von (24a) für allseitigen Druck, 
so erkezmt mai^ , daB die Volumkontraktion 4** Volumeiöheit dijit 
dreimal so groß ist, als hier bei einVeitigen^Druck. 

Nadidem wir den Wert von Z haben, können nun auch au n« 
Bestimmung der Funktionen herangel^ dinttiwir haben 

(Jleichungen (M): ^ 

bder unter Binffihruiit iÄ. Werte*: 
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l)araus fblgt für iR,: 

_ öl 


2a+t>)P 
3A + 3(t 


!f ^ T„, P ^ 

Öat f«( 8 A + 2 |«) g fl( 3 i + 2 /i) ’ 

jder mit Einführung des Elastizitätsmoduls E nach (45) des XI. Ka- 
pitels auf pag. 518; 

_V 

.36) a * ~ "f E' 

die integriert liefert: 

fc K z 

Y T’ 


da eine Integrationskonstante nicht hinzuzufügen ist. 

Wenden wir Gleichung (37) auf Anfangs- und Endquerschnitt des 
Zylinders an, d. h. auf die Werte x = 0 und iC=Z, so erhalten wir 

i.-o; S. = -f -r 

Die Differenz Ij— fo *öt aber nichts anderes als die (positive oder nega- 
tive) Verlängerung des Zylinders, die wir mit öl bezeichnen wollen. Da 
wir die Drucke positiv rechnen, so ist bei uns dl negativ; also erhalten wir: 

K l 


in Worten: Die Verlängerung dl ist pioportional der wirkenden Kraft K 
und der ursprünglichen Länge 1, umgekthit proportional dem Quer- 
schnitt q und dem Elastizitätsmodul E, 

Diese Gleichung wird häufig dazu benutzt, E zu bestimmen. Ge- 
wöhnlich wendet man allerdings negative Drucke, „Züge“, an, indem 
man an einen Draht ein Gewicht anbängt, unter dessen Einfluß eine 
Verlängerung eintritt. Die Formel (88) tritt auch gewöhnlich mit posi- 
tivem Vorzeichen auf, it^eil im allgemeinen die Züge positiv gerechnet 
werden. Gleichung (88) ist eine der einfachen Formen des Hookeschen 
Gesetzes, die sich experimentell leicht dar bieten. Die Gültigkeit des- 
selben zeigt ‘sich daraus, daß der Elastizitätsmodulus E eine 
Konstante sein muß. Beobachtet man eine Variation von E, so beißt 
das, daß die Grenzen des Ho oke sehen Gesetzes überschritten sind. 
Ähnlich erhalten wir aus der zweiten und dritten Gleichung (38) unter 
Zuhilfenahme vpn (85) ; 

^ Ä 

dy 2fi ^ q * 

di l K 

IT" + (3i + 2,1)2^ Y' 

'«1(1 daraus duKÄ la^ation: 

(37a) 
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Diese Ql^cihiing^n kann man nach Eirrführ^ng des ElasÜDt&tiäDodalK E 
und dwfil^o^Bsonschen Konstanten a nnii^ (46) des XI. Kapitels (|^- 5l:i) 
schteibelt^ . ' * 


(S9) 


t * 

e 

S q 


E 




q ß 

. K * 

■ + 7 


Daraus geht hervor, daß bei Verkürzung der Längsrichtung durch Druck 
- gegen die Endflächen eine Vergrößerung der Querdimensionen 
erfolgt, resp. bei Verlängerung der Längsdimension durch Zug eine 
Kontraktion der Querdimensionen. Die Querkontraktion ist 
im Verhältnis o größer als die Verlängerung; daher rechtfertigt sich 
für O'der Name „Querkontraktionskoeffizient", a ist stets ein echter 
Bruch, und zwar zwischen 0 und Vs liegend, wie die Erfahrung ergeben 
hat. Um dies einzusehen, wenden wir (39) auf einen Würfel von 1 cm 
‘ Kantenlänge an, d. h. wir setzen x=y=z=l; sein ursprüngliches 
, Volumen F# ist also 1; sein späteres Fj unter Berücksichtigung d.s 
. Umstandes, daß f , »j, C infinitesimale Größen sind: 

( Fi=(l+l)(l+>?)(l+f) = l + f+»? + C* 

; Alan ist die durch Druck eintretende Volumänderung der Volumeinheit: 


Nun wird nach Au-weis des Experiments bei Druck auf die Endflächen 
{die Volumänderung negativ, jedenfalls nicht größer als 0. Das ist aht-i 
loach (40) nur möglich, falls 
(41) 




;v‘V^i^tere Aussagen über o kann man allgemein nicht machen; o kann 'on 
V, Körper zu Körper innerhalb der durch (41) vorgezeichneten Grcnaii 

1^" variieren. • 

Die älteren Molekulartheorien der Elastizität forderten allcK i'in^ 
aul Grund zu enger Ansätze, daß u für alle Körper gleich, und zwar g • ic 
*/* müsse. Das Experiment hat dies widerlegt und der modci n« 
%höorie; Becht gegeben. . . , 

' : Die Gleichungen (38) und (39) gestatten endbeh 

Kirnung des Deformations- und des Spannungsellipsoid«. Wir wg'» 
mit dem mteren. Durch die Deformation (39) g^ht der Punkt («• !>■ “ 


in' den ben^hbarten Wert 
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Betrachten wir — der jjlgemeinen Theorie des DeformationfleUip- 
v;uides entsprechend — die Äinkte, die vor der Deformation eil» Kugel- 
oberfläche vom Eftdius E erfüllen, so haben wir: 

== E* , 


Kach der D,eformation können wir x, y, z nach (39) folgendermaßen 
durch x', y', z' ausdrücken: 


X = 


1 - 


K 

qE 




y 


1 + 


Kij 

qE 


K (T 

^ Te 


y 



Fig. 150. 


Diese Ausdrücke, in die Kugelgleichung eingesetzt, liefern 


(42) 



als die Gleichung des Deformationsellipsoides, das hier offenbar ^ eia 
Rotationsellipsoid ist. 

Eine Besonderheit bietet das Spannungsellipsoid dar, weil nach (33) 
von den drei Normaldrucken zwei und alle Tangentialspannungen ver- 
scinvinden. Setzen wir dies in die Gleichungen (25) des X. Kapitels auf 
pag. 493 ein, die zur BestimiUung dos , Spannungsellipsoides führen, so 
folgt, wenn wir durch (x^y^z) einen Punkt der Oberfläche des Spannungs- 
ßllipsoides bezeichnen; * 

oj « JC,cos(na;)]»= *^-co8(na:), y^z^O, 

Biese drei Gleichungen (48) stellen nun, da der Kosinus von —1 bis 

+1 variieren kann, Strecke auf der a;-Achse dar, die von 

bis + Diese Stücke stellt hier das %^Äng8* 
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ellipsoid Man erkennt aus (43)^ d^B e% unendlich viele Bichtungen 
gibt, in denken der nämliche Druck wkt, nämlich in allen Bichtungen, 
die mit der a* Achse denselben Winkel bilden. . In der zur £c- Achse senk- 
re^ten Eichtüng ist der Druck gleich Null. 


120« Torsion eines Kreiszylinders« 

Wir wollen jetzt eine Art von Deformation betrachten, bei der die 
Verrückungen nicht mehr lineare Funktionen in z sind. Wir 
nehmen einen Zylinder von der Länge’ 1, dessen Querschnitt wir später- 
hin aus besonderen Gründen kreisförmig aünehmen werden, für jetzt 




aber noch unbestimmt lassen. Gemäß Fig. 151 sei die Achse des Zylindei*s 
njit der z«Achse als zusammenfallend angenommen, die Grundfläche 
in der x i(-Ebene. Nun halten wir den unteren Querschnitt fest 
drehen den oberen um die z- Achse um den infinitesimalen Winkel 
Dabei soll der Abstand r jedes Querschnittpunktes von der Achse 
nng^Sndtert bleiben. 

An '^^^eser Drehung nehmen aUe Querschnitte teil, Und zwar in 
einem ihrem Abstande z von der Grundfläche proportionalen Betrage. 
Außerdem ist die Drehung natürlich proportional dem Winkel 
welchen dW obere Endquerschnitt gedreht ist. "Nenneij wir den Propoi' 
tionalitäWaktor fe, so ist für zäI nach unserer Vorausseti^g: 

alsoIc-.-y'. 

pSr'fliDen belietngei^ Qnorsi^initt im Abstondö i ist |kl80 

V"' 'i'''"* ' 

(44) . 9 ^ m 'k'ft m ^ 
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Mine solche Deformation nennen wir eine „reine Torsion'^er „Dril- 

Wir haben nun die Verrückungskomponenten tj, ^ zu bestimmen; 
: ist offenbar nach den Bedingungen der Aufgabe gleich 0. Zur Be^ 
Stimmung von S,r) führen wir Polarkoordinaten {r,q)) in der Ebene 
des betreffenden Querschnittes ein (Fig. 152). 

Vor der Deformation sind die Koordinaten eines Punktes: 


(40) 


1 

I J/ = r sin 

Nach der Deformation: 

I a; + |.»= r cos (^ + ^- y) = r cos j^rp + - ? j , 

I y + tj — rsm (<p + ä tf ) = r sin ^(p + - . 

Die Ausrechnung ergibt: 

X = r cos (f cos — r sin q sin —J - , 

X 4- 1 / = r sin 9 ? cos -f r cos (f> sin , 

oder unter Beachtung des IJinstanclos, daß infinitesimal ist, alsp 
1 ist: 

a: + | = a:-)/7-; .>/ + »; = .y + x 7 , 


COS-J- 


oder endlich: 


(47) 


1 = 


tl- + x 

r = ü. 


z V' 

■y-f’ 

z ip 


I 

o o 




Man erkennt, daß die Deformation (47) nicht linear, sondern qua- 
t ratisch ist. Dies liegt daran, daß wir liier und in allen älmlichen Fällen 
^ Betrachtung nicht auf einen „kleinen'* Bereich beschränkt haben, 
>^nsammenhange damit wird sieh herausstellen, daß die Spannungs- 
^‘>m})onenten lineär veränderlich sind, walirend sie in den bisher behan- 
kel ®^^®P^^^®^T^<>Dstant waren. Das Problem ist liier überhaupt umge- 
gestellt, insofern, als hier die Deformationen gegeben sind und dife^ , 
^ l^"^^|iiungskomponenten und Kräfte gesucht worden, die sie hervorrufe^u^i' 


/zunächst bilden wir die Deformationskomponenten 
» Nach (47A erhält,, man für die „Dehnungskomponenten*^: 

(48a,) 
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d. h. die kubische Dilatation ist .hier gleich 0. Ebenso ergibt sich füt 
die Komponenten der „Gleitung“: 


(48b) 


y‘ dz ^ 8y 

8* ^ dz 


y/ X 

~r 

11. 

I 


AL 

By 


Ajl 

d X 


0 . 


Dadurch sind nach den Gleichungen (43) des XL Kapitels auf pag. 51 *2 
auch die Spannungskomponenten bestimmt. Wir haben zunächst für die 
Normaldrucke: 

(49a) X, = i;=Z, = ü, 

und für die Tangentialspannungen: 

fitpX 


(49b) 


y, = -/*y. = 1 ~ 


X.. 


Die so erhaltenen Werte können wr in die 

dX: 


»»inneren“ Gleicliungrji 


$X 


, 8X, , dX. 
dir + Ty- + -eT 


einsetzen. 

, ^ Da die rechten Seiten nach (49a) und (49 b) aber verschwinden, 
müssen auch die Massenkräfte X, Y , Z gleich 0 werden. 

. Die Oberflächengleichungen lauten hier, da X,, X^ in Foit- 

i &11 kommen: 

( X„==A\cos(n.), 
y„==i;cos(ns), 

I Z„ == cos {nx) + ZyCos {ny ) . 

' ' ^ ' 

' Wir wollen diese zunächst auf den Mantel des Zylinders anwendoii: 
dann cos(»;^)=0 wird, weil die Achse parallel der 21 -Richtung ist, 
folgt zunächst: 

j x..= y. = o, 

1 X, = Z, cos {nx) + Z,co8 {ny). 

Es ist also im allgemeinen notwendig, uni dje betraditi ti' 
Peformatiott hStvorzurufen, aut dem Mantel Kräfte Z„ 
''J’dbringen. Es liegt jedoch die Frage nabe, ob es unter gewissen 
'%&nden (und unter welchen Umständen) md^c{i ist, daß auch dcse 
letzte fpbeillächenkraft auf dem Mantel in For^I kommen kann 
Pid Bringung dafür muß sein; 


m 

f 
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oder unter .Benutzung der Werte (49 b) für die Spännungskomponenten: 

. !/ cos (tiaj) = a; cos (ny ) , 

oder: 

( 52 ). y: x = cos (ny): cos (nx ) . 

Nun sind y und x proportional den Bicbtungskosinussen der Ge- 
raden, die den Punkt {x, y) der Zylindermantelfläche mit dem Zentrum 
des in derselben Ebene liegenden Polarkoordinatensystems verbindet 
(Fig. lo3). Das Verhältnis y:x bestimmt die Eichtung der Geraden. 
Dagegen sind cos (wx) und cos {ny) die Kosinusse der Winkel, die die 
Normale auf dem Mantel im Punkte (a-, y) mit der x- und ?/- Achse bildet. ^ 


y 



Die Bedingung (52) verlangt also, daß Eadiusvektor r und Normale n 
der Berandungskurve des Zylinderquerscimittes ziisammenfallen. Das 
ist aber, wie ein Blick auf die Fig. 153 sofort ergibt, nur möglich für 
einen kreisförmigen Querschnitt. Diesen wollen wir nun von jetzt 
ab annehmen, um das Problem so einfach wie möglich zu gestalten, und 
weil dieser Fall dem Experiment meistens zugrunde liegt. Wir erhalten 
also für einen Kreiszylinder, dessen Eadius R sei: 


(51a) = = o 

für die Mantelkräfte. 

Nun bleiben noch die Kräfte auf die obere Endfläche zu unter- 
snchen. Hier ist zu berücksichtigen, daß cos (nx) = cos (ny) = 0, und 
da die Normale der 2-Hichtung entgegengesertzt ist, cos (m) = — 1. Da 
^rner Y^,Z„X^ nach (49b) gleich Null sind, so folgt: 


(53) 


X. X = - 


MW 


Z.-O. 


Die Q.berf]ä(^ieokräfte auf die Endfläche haben folgende ^gen* 
sciafton, die ^eht; aus (68) abliest; 
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n 


1. Die resultierende Kraft pro Flächeneinheit liegt 

iir der Ebene der Endfläche, sie ist also eine Tangentialkraft. 

2. Nach (53) besteht die fielation: 


ÄV^+lV2/ = 0, 

d. h. aber, daß die resultierende Kraft senkrecht auf dem Badius- 
vektor r steht. 

8. Daraus folgt, daß auf die obere Fläche ein Drehungsmoment 
von der Kraft ausgeübt wird, das pro Flächeneinlieit die Größe 

*(54) P„.r= = 


"Tiat. Auf das Flächenelement da wirkt also das Drehmoment 

und das gesamte wirkende Drehmoment D erhalten wir durch eine InU - 
gration über die Endfläche. Unter Benutzung von Polarkoordinaten ist 

(55) do=^rdr*dq>. 


Also folgt für das Drehmoment D: 


Ü 0 


oder für den Drehungswinkel xn: 

(56> ™ 


±D 


Man nennt in leicht verständücher Bezeiclmung n den „Torsions- " 
oder „Schubmodul“. Durch Kombination dieser Methode mit einoi 
Methode zur Bestimmung von E kann man den Wert der Poisson- 
schen Konstanten o erhalten. Derartige Untersuchungen waren früiicr 
von großer Wichtigkeit, weil — wie schon erwähnt — die älteren Moli - 
ktola^eorien zu der Folgerui^ ^^r alle Körper gefülirt hathn. 

Experiment hat diese Behauptung nicht bestätigt. 


llSt. Biegung eines Stabee. ^ 

•• 't* 

; Ein Stab von der Länge l, der Breite b und der Höhe h dem 

einen Eiide an einer horizontalen Wand befestigt (Fig. 154)r, und 
80 , daß die Endfläche unverrückbar festgehalten wird. D^ MitWpunlvt 0 
deraelben nehmen wir zum Anfangspunkt des in der Figilr angedeutetmi 
KoQrdinatensjnstems. An dein freien Ende ist eiji Hebelarm von il'’’ 
Länge L angpbraoht, an dessen Enden entgegengesetzt gleiche KruHc. 
vbm Befeage K wirken, die also das, Drehmommlii'Eyli ,at»ftb®®- 


ühtigeiCElädien seieii kräftefrei. Das 
Schichten Stftb^ iier]^|||«|t, die 



■während 
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die Mittel^er («=f=0) ihre ursprüngliche Länge beibehält. Der Bnd- 
querschnitt wird also gedreht (Fig, 155), Wir können uns denselben 

ik 


K 



Effekt durch geeignet angebrachte Oberflächenkräfte auf die End- 
flächen her vorge bracht denken. 

Dazu benutzen wir die Gleichung (38), die wir auf ein Stabelement 
TOin Querschnitt bdz, das in Fig. 154 schraffiert ist, anwenden. Dieses 



i^labelement wird durch den Druck komprimiert; bezeichnen uir 
'lie Längenänderung mit öl, so ist nach (38) und (32): 

<*’) . ii— 4‘. 

wenn w den Drehungswinkel des Endquerschnittes mit ‘a be- « 
-ochnen, so ist nhoh Fig. 166; 

=sr 0 ♦ ^ , 
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Also folgt: 


(58) 




Ez*<p 


Alle übrigen Spannungskomponenten sind gleich 0. 

Ferner ergibt sich daraus für die Verzerrungskomponente nach 
Gleichung (44) des XL Kapitels auf pag. 513: 

k + fl Y k + fi Eqtz «p * 

■ =* — “p- « p • 


(59) 


■ 


ft{Tik + 2fi) * fi{Sk + 2fi) 

Für die übrigen Verzerrungskomponenten hat 'man nach (43) des 
XL Kapitels (pag. 512) die folgenden Gleichungen: 

! 0 = — XS ~2uy , 

0 ^-X2-2f,z,\ 

0 = (ly^, 

0 = fiz,, 

fk Xy . 

Durch Addition der drei ersten folgt für I: 

1 


(60) 


r. 

z. 


X = 0 

t 


(61) 




si -e 2|U 


uid daher, wiederum aus (60): 

yjf “ + 2/i) * 

Mit Einführung der Elastizitätskonst-anten E und o kann man naili 
(4$) des XL Kapitels auf pag. 513 die Gleichung (62) schreiben: 

:(«2a) 

Dnrdi Integration folgt ans (59) und {62a) für ■y, 

I + 

fl “ + - + /»(**)» 

Ke drei nnbestimmt bleibenden Funktionen sind au8;!den Bedingmiu' u 

y. • -ff '•'.Ty " 
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in der bereits bekannteil Weise zu bestimmen. Streichen wir die dabei 
auftretende Translation und Botation fort, so erhalten wir nach elemen- 
taren Eechnungen für die eigentlich elastische Deformation; 


(63) 


-1^13:* + ff (2*-/)}. 


Nun haben wir die Bedingung auf zustellen, daß das wirkende Dreh- 
moment KL durch die wirkende Spannungskomponente kompen- 
siert wird. 

Das Moment der Spannung um eine durch den Punkt A gehende , 
der j/-Eichtimg parallele Achse ist: 

2 

(64) Jx^-bdz-2z. 

0 


Denn die Kraft ist X^^bds, da bdz der Querschnitt des betrachteten * 
'Balkenelementes ist, und iz die Größe des Hebelarmes. Das gibt die 
Bedingung: 

h 

"2" 2 

EL = 2bJ X^zdz = fz^dz, 

0 0 


oder: 


(65) 


Kl 


J 

12 l 


(pE. 


Hier kann man noch, was häufig bequemer ist, den Drehungswinkel ip 
des Endquerschnittes eliminieren und dafür die Senkung / des Punktes A 
ausdrücken, der vor der Deformation die Koordinaten a: = l , 7/=2:=O hat, 
Nach (63) folgt für die Verrückung von A: 

li = 0, = V = ^ 

Aus (66) folgt zunächst, daß die neue Lage von A senkrecht unter der 
alten liegt (natürlich nur bis auf Größen höherer Ordnung). Di» 
Senkung / wird als „Biegungspfeil“ bezeichnet. Führt man f ein, so 
wliält man aus (66): 

oder für den Elastintätsmodnl: 

(67) i ■ „ 6KL-P 

die z'tt.i^r^ten^xpiriineiiteilen Bestinimong dieser Gtd||e dieasi lMuiBi;. 
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Es wird gut sein, an diesem Beispiele zu sfeigen, daß auch hier bei 
Beschränkung auf einen unendlich kleinen Bereich ein Deformations- 
und Spanriungsellipsöid existiert. ' 

Zu diesem Zwecke betrachten wir nur die Punkte in der 

Umgebung des Punktes {x^y 2 / 0 , so daß wir schreiben können: 

-♦<68) a; = a*0 + a, y^yo + ß> z^z^ + y, 

wo afß,y infinitesimale Größen sind, deren Quadrate in den Defor- 
^ationsgleichungen vernachlässigt werden dürfen. Dann erhalten wir 



Fig. 156. 


den Deformationsgleichungen (68), wenn wir die Koordinaten von 
(ßt z) nach der Deformation durch x\ y\ z' bezeichnen: 

^ “ T*) “ 

y' *“ y(l + « (»0 + /3)(l + 

“ «0 + y + ^ {(*0 + «)* + + r ? - ( y » + /^)“]} • 

oder, unter Weglassung der infinitesimalen Größen zweiter Ordntm.:: 


^ j y' *■ 0 ' « + (1 + -y «0 j /? + ^ y# • y -f- (yo + X ^®) ’ 

Biese Gleicbongen sind non wieder bnear in tt, ß,y, den Moen ^ arui- 
beln. Zunfichst können wir die konstanten Glieder forts^eichen, da 
nur eine gleichm&ffige Translation liedeatett. pann, |P|pWi weit«''' « in 
.»lick anf (®9), daS das KoeffirientenseheBaa, antiii||i|gat ' '' 
die Dia^iiale irt. Die. ^oht -der ® ' 

^ .eine Botatiop vor, ^ 
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Purch Vergleich mit (19) 'des* IX. Kapitels auf pag. 459 folgt für 
die Botatioüskömponenten ft Q, r [x^ y, z sind hier natmlich durch 
a,'ß,y zn ersetzen]: 


(70) 


V 


~T~' ? r» 


Diese Eotationskompohenten lehren folgendes: 

Betrachten w*r eine Reihe von Volunielementen des gebogenen 
IStabes parallel der j/z-Ebene, wie Pig. 156 sie zeigt, und zwar gehöi*e 
(>twa CD der oberen Seitenfläche des Stabes an. Die positive a*- Achse 



z 


Fig. 157. 


weist nach vorne, die Lage der anderen Achsen ist entsprechend Fig. 154 
gezeichnet. Jedes der gezeichneten Elemente erfährt eine Rotation um 

die a;- Achse vom Betrage — y^, die also proportional dem Abstande 

jedes Elementes vom Zentrum ist. Das Voliimelement 0 erfährt alsc 
gar keine Drehung. Das Volumelement +1 (^0 = + !) erfährt eine solche 

um — Nun ist eine positive Drehung um die avAchse eine solche 

bei der man auf dem kürzesten Wege von der positiven y-Richtung naci 
der positiven z-Richtung gelangt (Pfeilrichtung in Fig. 156). Da du 
Drehung aber hier negativ ist, so wird Volumelement + 1 umgekehrter 
►^inne gedreht. In demselben Sinne, jedoch um entsprechend größer« 
Doträge werden die Volumelemente +2 und +3 gedreht. Ganz analog 
Ik trachtungen gelten für die Volumelemente —1, —2, —3, so daß mai 
erkennt, daß die oben gezeichnete Reihe von Volumelementen naol 
der Deformation die Gestalt von Fig. 167 annimmt, die natürlich h 
starker Übertreibung gezeichnet ist.' Ein Schnitt der Stabobei^ch 
iiut .einer Parallelen zur y^Ebene gibt also das Bild der Pig. 157: % is 
nach <rben konkave Kurve, deren genauere Natur wir ii de 
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Genau ebenso ei^bt sich für me' Bdtation um die Achse folgendes 
Bild (Fig*Jt58 und 168a), das wohl ohne Eriäutertog verständlich ist. 
Ein Schnitt der Oberfläche mit einer zur «Ä:-Ebene parallelen Ebene 
liefert ^i ne nach oben konvexe Kurve. 



Wig. 158 . 


k 


Man erkennt daraus, daß die Oberfläche, wie überhaupt jede zu 
“ihr parallele Ebene, nach der Deformation zu einer „Sattelfläche“ 
gebogen wird. 



Damit ist die Betrachtung der Botation erledigt. Nach Absonderung 
der Drehungs* und Translationskomponenten ans (69) ergibt sich nun- 
BKbr folgende „eigentliche" Deformation: 



^io uns eine reine Dehnung nach drei zueinander st'iiK- 
rechten Aclisen darstellt, wie ein Vergleich mit Gleichung (-•’) 
des. IX. Kapitels auf pag. 468 ergibt. Unsere Koordmatenachseii suxl 
übrigeios, wie ebenfalls daraus hervorgebt, die KauptdilSitetiuii^- 
achsen. Also folgt nach (40) des IX. Kapitels auf pag., 469 die Öleichmiij 


des Deformatiimsellipsoides: 
(72) 




« 4 * 
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j)ie durch (72) dargestellte Gleichung ist Wer ein Botationsellipsoid, 
das aber noch vom Parameter Sg abhängt. Lassen wir Sg Variieren, so 
variiert auch die Gleichung des Ellipsoides. Deshalb eben müssen wir 
uns hier auf kleine Bereiche beschränken. Endlich ergibt ein Blick auf 
die Gleichung (71), daß die kubische Dilatation den Wert hat: 


(73) = 

Siü ist gleich 0 für die Mittelfaser des Stabes/ sie ist positiv für 
negative, negativ für positive Werte von wie es der Augenschein ^ 
unmittelbar ergibt. 



Jetzt wollen wir zur Untersuchung des Spfinnungsellipsoides über- 
gehen. 

Pa nach (60) alle Tangentialspannungen und z^vei Normaldrucke = 0 
sind, so haben wir wieder den ausgearteten Fall vor uns, den wir bereits 
in Nr. 119 behandelt haben. Jls ist auch hier die Gleichung des Spannungs- 
ellipsoides, gemäß Gleichung (43) und (60), wenn wir hier für einen 
Augenblick zur Vermeidung von Mißverständnissen die Koordinaten 
der Oberfläche mit \f\ z*' bezeichnen: 

j X *a Xj^cos (n x) ** • cos (n » 

1 

Das ist also eine gerade Lime parallel der ®- Achse, deren Länge 
z'i beiden Seiten des Nullpunktes ^ ~ beträgt. Man erkennt, daß die: 

Lange noch von der Koordinate «g, d. h. von der Lage im Stabe ab*- 
.Ingt. Eiir 2,5=:0‘, d.h. in der Mittelfaser, ist die Länge =0, up nach 
J'den Seiten anzuwaohsen. Wir erhalten also folgendes Bild (Mg. 169)^ 
’ sei ei a h pijwntaler Schnitt durch den Balken, hnt CB 

"n AB tragen beiden Seiten der Punkte 0' reBji, 0'' ditlAngp 
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^ ^ ab jmd verbinden die so erhaltenen vier Punkte E, F,G, H 

kreuzweise miteinander, wie Fig. 169 zeigt. Für einen beliebigen Wert 
erhalten wir die Größe der für die Spannung charaktenstischen 
Linie, indem wir das Gerade «=«0 ziehen, die FG und EH in zw-ei 
Punkten schneidet. Zwischen diesen Schnittpunkten ist die gesuchte 
Länge abgeschnitten, die für diesen Wert von z® das' entartete 
Spannungsellipsoid darstellt. 


122. Theorie der Cornuschen Methode zur Bestim m u n g von <r. 

Die Gleichungen der vorhergehenden Nummer erlauben eine inter- 
essante Anwendung zur Bestimmung des Querkontraktionskoeffizienten a, 
ilie man Cornu verdankt. 



Fig. 160. 


■iS Dazu ist zunächst folgende Bemerkung von Wichtigkeit. Denken 
%w„ui» die W^and, an welcher de^ Punkt 0 des Balkens in i’»«- ; 
llestigt ist, durch einen Spiegel ersetzt, so erhalten wir folt^nd« w 
üHtt -fraW Balken wird durch geeignete Drehmomente an den Endfiaun 

sh gebogen, wie es Fig. 160 andeutet. _ n likrii 

Im folgenden wollen wir uns auf diesen „vervollständigten 

Wir wollen uns fragen, wie die „vervollständigt« Oberftohe j ^ 

Balkens deformiert wird, eine Frage, die 

vorigen Nummer durch Betrachtung der “„t.,,. 

Nach Fig. 164 ist die Öleiobung di^r eheam Fläe» vor n 


*ination offenbar; 
(75) 
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^ ' Sp^teüe Fälle des elastischen OUiehgeKnchtes. 

Nach der Deformation geht*nun ä in ^ über, weis unter Einsetzung des 
^V’ertrs von C aus (63) liefert: 

^7C) «' «= s + Yi {x'-¥ <r{z-- ;/*)| • 

Setzt man hier nach (75) ;^=: y, so erhält man die Gleichung der de- 
formierten Staboberfläche: 


oder: 

(77) 








Das ist die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung, deren speziellen 
Charakter, soweit er für uns von Interesse ist, wir iin folgenden be- 
stimmen wollen. 

Dazu wollen wir die Schnittkurven sowohl mit der a;- 2 -Ebene, als 
auch mit der yz-Fthene bestimmen. 

Kombinieren wir zunächst die Ghdcliung der arc Ebene: y=^0 mit 
(77), so folgt: 




‘21 


X- + 


if k' if h ^ 


ebenso ergibt sich durch Verbindung mit der Gleicliung der t/c-Ebene: 
.r = 0: 


(79) 


z 


(ff (T 

TT 


r + - 




S/ 



Beide Gleichungen shdlen gimau genommen Parabeln dar, die 
sich jedoch von Kreisbögen kaum unterscheiden. Denn nehmen wir z. B. 
eine Kreisgleichung in der x^r-Ebem': (x — u)^ + {/*-6)® = B^ oder 


so können wir zunächst, da innerhalb des Balkens z' nur kleine Werte 
annimmt, z'^ streichen. Ferner muß das Glied mit x fortfallen, um Über- 
einstimmung der Form mit (7(5) oder (79) zu erhaltcm, was nur dadurch 
möglich ist, daß a==sO genommen wird. Dann folgt: 

oder 


(^SO) 



> 6 * 


Biese Gleichung stimmt in der Form mit (78) oder (79) vollkommen übere^^ 
^ind man kann daraus die Größe der Radien und die Lage der ^tteU 
IHuikte der durch (78^ resp. (79) dargestellten Kreise bestimmen* 

Lurch Vergleich von (80) zimächst mit (78) folgt: ^ 
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woraus für bx und Bj sich ergibt, wenn wir neben y vernach- 

lässigen (f ist der auf pag. 535 eingeführte* „Biegungspfeil**). 


(81) 


B 


1 Jl 

<P *2/ ’ 

ZU V 
2/ 4/* ^ 


in {ier letzteren Gleichimg kann man, da / klein und l groß ist, das erste 
Glied gegen das letzte streichen und erhält angenähert: 


tSla) 

Ebenso folgt durch Kombination von (80) und (79): 

25, 's/ ’ ' s”/ "1“ 2 “ 's Uhl' 

woraus in leichter Eechnung unter den nämlichen Vernachlässigungen 
wie oben folgt: 




/ 

-S , 

9?ir tfa 

JL,. 

S/a 


Die Schnittkurve mit der aiir-Ebene liefert also einen Kreis, dessen 


Mittelpunkt auf der positiven Seite der Achse im Abstande -y liegt, 

der also konvex nach oben ist; dagegen ist der arw^eite Kreis, näm- 
lich der Schnitt mit der p^-Ebene, da der Mittelpunkt auf der negativen 

;r-Ächiräf im Abstande y~ liegt, konvex nach unten. Das Verhältnis der 

Badien ist (dso gleich a. Die Fläche ist also in der Tat nach dei 

' Deformation eine Sattelfläche, wie man ex|)eriinentell leicht sieht, indem 
nian ein Stück Gummi zi^^nschen den Fingern biegt. 

Den Wert von a kann man nun in eleganter Weise bestimmen, in- 
dcp mm auf die Sattelfläche (77) ein Planglae auflegt und senki^ chl 
ynh pben mit monochromatischem Licht beleuchtet. Dann entsteinen 
die Neurtonschen „Interferenzkurven gleicher Dicke**. 
sstfz^tnen wir die' Gleichung der Unterfläche des aufgelegten Planglaso 
durch /'=aGonst., so ist die Differenz (/'—/) nach Gleichung (77) 
Dicke D der zwischen beiden Flächen befindlichen Ltdlschicbt; alno: 




ConsL a?» - ; 


i* 

Bezeichnen irir hier das Aggregat : Oorat. 


:Tr 



^ di^ (7,, «0 
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Wollen wir mm die Kurven konstanter Dicke erhalten, so haben wir 
1) einen konstanten Wert zu ereilen, etwa Dadurch wird die rechte 
Seite konstant, etwa «Bj, und dann stellt (83) eine Hyperbel dar. 

Läßt man D resp., was auf dasselbe herauskommt, B variieren, so 
erhält man Scharen von Hyperbeln. Man überzeugt sich leicht, 
daß man das Bild der Figur 161 erhält. 





Die Asymptoten erhält man, indem man ßi = 0 setzt, 
aus (83): 


oder 



fry 


2 

} 


Dann folgt 


( 84 ) 

Ya 

Difi Asymptoten bilden also entgegengesetzt gleiche Winkel mit der 
y- Achse. Bezeichnen wir den absoluten Wert desselben mit y , d. b. den 
Asymptotenwinkel mit a, so ist nach (84): 


Durch Ausmessen des Asymptotenwinkels, z. B. an Photographien 
PS Interferenzbildes, erhält man leicht gute Werte von a. Die ^peri* 
DwnteHe Seite der Methode ist neuerdin^ besonders von Sträube! 
»nsgebildet und zur Früfong zahlreicher Jenenser Glassorten anges^nddt 
word^” Itonnte gleichzeitig die'Isotropie des Materials kpriti^Uieri 
M en.^ j^uch atis diesen Messungen geht deutlich hervor. dafiA« voii 
zu Körper ygtjiert. > . 



' Me^a^^der KtnUinu^ 



, ' '' ' *■ " H'*' 

lll Defomttioa «inM SteBN dnmyt sein Mg«BM 


In den Nummern 118 und 119 hatten wir linear veränderliche Voi - 
rückungen und konstante Spanmmgen, in den Nummern 120, 121, 122 
quadtainsch variierende Deformationen und linear veränderliche 
nuhgen untersucht. In allen Fällen war jedoch noch von Massenkräften 
abgesehen worden. Nunmehr wollen wir noch ein Beispiel anführon, 
Jn dem eine Massenkraft, nämlich die Schwerkraft, wirkt. Ein gerader 
Zylinder ruhe auf seiner ebenen Grundfläche. Die r-Achse sei vertikal 
nach unten genommen. Die obere Fläch6.de8 Zylinders falle in die xy- 
Ebene ( 2 = 0 ). Wir erhalten das Bild der Fig. 162. 



Die Höhe des Zylinders sei h. Auf den Zylinder wirke die Schwer- 
kra^; efi sind die Komponenten derselben; 

Z 


ftw. " • 
■ C*"'- i 


{ 




■tg, 


; ip^nn e die Didrte des Zylinders ist. 
f Was mm die Oberflädienkräfte aog^ht, so ist für die obere hnu- 
fi^be, da ihre Normalenrichtung die positive 2*^chse ist: 

(87) ‘ ,r x. = y.=.z.*o. 4 

P8jr,‘die uidere Grandfläehe d^cgen ist die^positiwji,- Norm^enricldiiu^ 
die native s-Bichtung; anl sie tfiid von der Unterlage enafe 
Kraft von der GröSe des ZyIind(d|ewiGbtes. ansgilbli,. das 
sgh'W: bat» weito JP deQ.|1icb6nii^t dWsi 


Druck B apf dia^,,^ 



Der 



Da ferner;, 


Z^=^P cos (na) , 
so folgt för die Ortmdfläche: 

( X. = Y, = o. 

« I a;= 

i'ür den Mantel, der kräftefrei ist, folgt aus den allgemeinen Oberflächen- 
gleichungen: 

0 = cos (nx) -f Xy cos (ny) -f cos (na) , 

0 = y, cos (nx) 4- cos {ny) + l\ cos (na), 

0 = 4 cos (nx) •+■ Zj, cos (ny) + Z, cos (na). 

Darin sind die Glieder mit cos (na) zu streichen, da cos (nx) für den 

Mantel =0 ist. Also folgt für den Mantel: 

(89) X, = X, = Y, = = = 0. 

Nun sind noch die inneren Gleichungen zu befriedigen, die hier 
die Gestalt annehmen: 

ex. dX, dX. 

dx ^ ‘ a‘" ■ "r 


(90) 


0 

0 


dy 


dz 


er, , 6 Y, , dY, 




dz 
dZ, 
d X 


+ 


dZ, 

By 


+ 


dz 

dZ, 

dz 


Die bfciden ersteren derselben sind durch (89) identisch befriedigt; 
für die letzte folgt aus (89): 

(90a) 

oder: 

Dabei ist / (xj^) zu bestimmen aus den Werten von Z, an der oberen 
oder unteren Endfläche. Nach (87) ist für a=0:Z, = 0; daraus folgt 
in Gleichung (91): f(xy)=0. 

Man erhält also endgültig: 

-Z.=sr,a. 

Daim ergeben die Gleichungen (48) des XI. Kapitels auf pag. 612: 
X,*** 0 «B-i.^-2/ux,, 


( 92 ) 




y,=. 0 --A.X-2iay,, 
Zt m egg’^-XJS-2nz,, 

r.« 0 --My,* 
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D\iroh Addifion äer drei ersten folgt zunächst;^ 
« gi z *=» — (8 A + 2 ju) 
also für die kubische Dilatation: 


Bgt 


'(98) 8IT1^7’ 

und durch Einsetzen in (92) folgt für die Dehnungskomponenten; 

I ^ "öTTTq 

(94) 

I A ’f U 

Bg2, 


2/14 (Sa + 2.U) 


Bgz, 


^ ^(3X4- 2/u) 

oder, unter Einführung der Elastizitätskonstanten E und a: 


(94a) 


Bgz 


Durch Integration folgt daraus: 

(95) I V- + /»(*»)> 


? — 


+hi^y)’ 


i 


wobei die Funktionen fi bis in bekannter Weise aus den drei letzten 
Gleichungen (92) zu bestimmen sind. Streicht man wieder die hierbi i 
auftretende Hotation und Translation als unw’esentlich fort, so folgt 
scfalieBlich durch elementare Bechnnngen: 





die Deformation (96) nimmt ein. Punkt {xyz) folgenden V''!- 
?'*') «»: 

— -j- j I , 

y'-'y + «- y(l + j , 

z' m X + H Z . + "^(5* — 4* — 0 (»* + • 

Wur Jtönnan an- dor Hand die9Ui',.0]mi$wB9ge|t'liiia ^an^woi o- 
:#> dSSrsÜr der 
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wird. Vor der Deformation haben wir dafür die Gleichungen 
setzt man dies die dritte der Gleichungen (97) ein, so folgt: 

- ^0 + ir I** “ V - y*)), 

oder: 

(98) 2'=.Const-:^(r* + j/*), 

welches die Gleichung eines Eotationsparaboloides ist, mit »der 
negativen ^i-Achse als Eotationsachse. 

Würde man auf eine solche Fläche, ähnlich wie beim Cornuschen 
Versuche, ein Planglas legen und mit monochromatischem Lichte von 
oben beleuchten, so würde man als Kurven gleicher Dicke konzentrische 
Kreise um die Achse erhalten. 

Greifen wir ferner in einer Ebene z=^Zq vor der Deformation einen 
Kreis heraus: + = so geht derselbe nach (97) über in: 

(99) + y'* = B* +-jtg2^y, 

d. h. der Kreis bleibt ein Kreis, aber nunmehr mit einem größeren Eadius.' 
Die Vergrößerung des Eadius ist um so beträchtlicher, je größer Zq, 
d. h. je näher der Endfläche wir uns befinden, was ja auch unmittelbar 
einleuchtet. 

Bilden wir endlich die Schnitte der Oberfläche (98) mit der yz- und 
der r 2 (-Ebene, so erhalten wir die beiden Kurven: 

ff - 

Beides sind Parabeln, was nach der vorhergehenden Atiseinandersetznng 
selbstverständlich ist. Jedoch können sie angenähert als Kreisbögen, 
aufgefaßt werden, wie ein Blick auf die analoge Gleichung (79) ergibt. 
Ifittelpunkt und Badius sind danach leicht zu bestimmen. 

Beschränkt man sich hier wieder auf die Betrachtung eines kleinen 
Bereiches, so existiert wieder ein Deformationsellipsoid, das von dem,' 
bei der Biegung betrachteten keine wesentlichen Abweichungen- äuf^ . 
Weist. Ein genaueres Eingehen darauf erübrigt sich demgemäß. 

Dagegen ist hier ganz interessant das Verhalten des Spannungs- 
ellipsoides. Da alle Tangentialspannungen und zwei Normaldrucke ver- , 
schwinden, artet dasselbe wieder in eine gerade Linie von bestimmter L4i*^^ 
äus; die Größe derselben hängt noch von der Lage im Körper ab.{ ,^ei^ ' 
Wir die Koordinaten der Oberfläche des Spannungsellipsoides für 
Augenblick mit y", n" bezMchnen, so haben wir nach 61ei<dK(i)g'^||l||- 

'leS'X. Kapitels lag. 498:, - j ' ^ 

(101) ■ Ö^. *"«=21, cos (n*) s* e g* t^s (»»K', ;?f‘' 
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Da der Kosüxus zwischen —1 un^ +1 schwankt, ist dadurch ein Stiicl 
von d^r Länge ege links und rechts vom Nullpunkte^^ auf der Achse 
^ahgegr^uzt. Man erkennt, daß für z^h, d,h. die Grundfläche, diese 
Luode am größten, für ^^0, d.h, die obere Endfläche, gleich Null ist 
Man erhält daher folgendes Bild (Fig. 163) für die Variation des Span 
nungsellipsoides im Zylinder : Auf der ^r- Achse tragen wir links und rechte 
vom Nullpunkte die Strecke egh auf, wodurch die Punkte A und B‘ be* 
stimmt werden. Im Mittelpunkte errichtet man eine Senkrechte von 
der^Höhe h und verbindet deren Endpunkt C mit den Punkten A imd B, 


c 



t 0 h 

Fig. 163. 


Für irgend einen Wert Zq erhält mau die zugehörige Länge d<‘r 
„Spannongslinie*', indem man parallel zu .4 £ im Abstande z—z^ diu 
'"Phrallele zieht. Das innerhalb des Dreiecks ABC liegende Stück der- 
:8elben hat die gewünschte Länge. 


o . 124. Experimentelle Ergebnisse. 

Den Schloß dieses Kapitels m^en einige quantitative Angab« n 
;#lber die Elastizitätskonstanten E,in, a bilden. Die Literator hierüber 
kt nngeheaer gr^ß, und wir werden nur die neuesten Untersuchangen 
legrücksiehtigen. 

mt sehr subtilen Apparaten hat kürzlich Grüneisen*) die Eiasti- 
atätsmoduln E und die Torsionsmoduln (x zahlreicher Metalle bestinnut. 
'Seihb Werte sind in' der folgenden Tabelle angeführt. Dabei bedenti n 
(|k in dflr zweiten Kolumne angeführten Zahlen für £ die Werte drr 
likis^fitsmoduln, wie sie durch die in Nr. 119 auseinandergesetztr 

MMäibde mnseitigen Zuges an Stäben erhalten werden. 

Bs.wird gut sein, wenn wir uns an Hand der Formel (88) die Dimenf i' >n 
fom B hhr machen. Nach (88) ist (die eckigen Klammem deuten wk' 
die Dim«QBi<m 0 n an): 

. ■ 1 . . ; > ** . [Kraf'l. 

"i, Da jj dimennmttkis, — die Dim^udntu «uies Dm«^ — jfiftohoj 
ha*, so ha* di Blas.^4at4MnlH%Bi^^ # Dimension 
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(ines 0*ruckes; im ateolrften Maßsystem würde er also in Dyrieii pj^p 
Quadratzentimeter angegeben werden müssen. Da diese Zahl^ , 
aber Unbequem groß werden, so zieht man es vor, sie in AnlehnungpaÜi 
die in der Technik üblichen Einheiten in „Kilogrammgewicht pro 
Quadratmillimeter“ auszudrücken. Man erhält die in der TabeBe 
angegebenen Werte von E (und fi, das dieselbe Dimension besitzt), in« 
dem man die im absoluten Maße ausgedrückten Werte durch 981* 10* 
dividiert. 

Der Querkontraktionskoeffizient a ist dimensionslos. 


Material 

E in kg/mm^ 

fi in kg/mm* 

a berechnet 

(T beobachtet 

Aluminium 

7 320 

2731 

0,387 

0,889 

Kupfer 

12 580 

4640 

0,366 

0,348 

Silber 

8050 

2940 

0,369 

0,879 

Gold 

8 100 

2822 

0,435 

0,420 

Nickel 

20 540 

— 

— 

— 

Kadmium 

5 090 

— 

— 

— 

Blei 

1650 


— 

— 

Zinn 1 

5 540 

— 

— 

— 

Platin . . . . . . ! 

17 020 

6220 

0,368 

0,387 

Palladium | 

11470 

5210 

0,101 

0,398 

Rhodium 

27 995 

— 



— 

Iridium 

52 500 


— 

— 

Eisen 

21 600 


— 

— 

Wismut 

3 250 

— 

— 

— 

Rotguß 

8 240 

3500 

0,177 

0,358 

Constantau ...... 

16 560 

6230 

0,329 

0,825 

Manganin 

12 600 

4740 

0,329 

i 0,389 


In der dritten Spalte ist der Torsionsmodul fi angegeben, der aller- 
dings von Grüneisen nicht nach der in Nr. 120 auseinandergesetzten 
statischen Methode, sondern nach einer in Kapitel XV zu besprechenden 
Schwingungsmethode bestimmt worden ist. Daraus sind die in der vierten 
Spalte angegebenen Werte des Querkontraktionskoeffizienten c berechnet. 
Diese letztere Größe wurde dann auch noch nach einer direkten Methode 
bestimmt (deren Beschreibung uns hier zu weit führen würde; wir könnÄ 
etwa sagen, um die Ideen zu fixieren, nach der Cornuschen). Diese 
liVerte sindJn der fünften Spalte angegeben. Man erkennt, daß von 
Materialien, für die a beobachtet wurde, sieben mit der Berechnung 
t^>cht gut übereinstimmende Werte liefern, was als ein Beweis der 
keit der zweiten Gleichung (46) des XI. Kapitels gesehen werd6n;mi||^ 
^ den beiden Fällen, in denen keine Übereinstimmung herr8oj4:^| 
das Material, wie. Prüfung ergab, anisotrop. 


Dreizehntes Kapitel. 

Gleichgewicht und Bewegung in einem unendlich 
ausgedehnten Medium. 


126. Die 01 ei<*«ewiehtgöeldnmgen für die kabisehe Dilatstion and die 
RotatioiiskomponenteiL 


Die elastischen Probleme, sowohl der Bewegung als des Gleich- 
gewichts, werden besonders einfach, wenn man unendlich ausgedehnte 
Medien voraussetzt. Diese gibt es zwar in Wirklichkeit nicht, doch 
las^n sich ähnliche Bedingungen durch sehr große Bäume, deren Bo- 
grenzungsflächen weit von der untersuchten Stelle abliegen, approxi- 
mieten. Gerade darin beruht es, daß die Probleme einfiwher werden: 
(}ie Oberfläehenbedingungen gelangen in Fortfall. Für iliesen Fall ist 
M in der Tat gelungen, wichtige allgemeine Besultate zu erlangen, za 
deren Besprechung wir nun übergehen werden. 

Zn dem Zwecke gehen wir zunächst auf das Gleichgewicht nühoi 
mn. das dturch die Gleichungen (48) des XL Kapitels (pag* 514 ) < 
Bwrsclit wird, die wir nochmals, aber mit Benutzung der Vektorsyniho ik 
ji eine Gleächung zusammengpzogen, anschrwben; Verwechselungen < 1 « 
versdiiedenen Indexbezeichnungen sind in diesem Kapitel nicht zu 
föiehten. Wird die Kraft pro Masseneinheit mit ft bezeichnet, so liawn 


wir; 

(i) 


0 ~ #ft + + (A + 


wo J?»divl ist. Die Kompüziertheit dieser Gleichung besteht dana 

«B« der Verrilole«! » aoch div» «Je mebbäwge 

^ ihr Äi|tritt. ,f. 

> TS» äst jedoch nidit schwer, daraus einfachere Glexctomgen z ^ 
■,. 1 . 4 ^. B Ito die kubieehe BitotaUta X Zn ^nm Zwecke I..H» 
wir in (Beidwng (1> die Divergenz und erhriten; 

0 -> «dif|l + #*diT(dl) f (A + 

oder, da* nach;, GI«chimg (f??) de«MXk- ^ ^ 
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- ~ ' '' ^ 'r ^ ' " ' ' ' ' ' v — 

Hier kann man noch i|n ssweiten Gliede die Operationen div und d ver* 
tauschen, sd daB das zweite, pliecl mit Bücksicht auf die Bed^nton^ 
von S wird; ' 

(2a) ft d div fl dl. 

Betzt man (2 a) in (2) ein, so erhält man eine Gleichung, die nur noch 2 
als abhängige VariaÜe enthält; 

cdivt + (A+2/i)di; = 0, ■ 

oder: 

(3) 

Die rechte Seite ist dabei als gegebene Funktion der Koordinaten 
zu betrachten, da' sie ja neben der als bekannt vorausgesetzten Dichte 
nur eine gewisse Funktion der gegebenen Kraft ft enthält. Bezeichnen 
wir die rechte Seite kurz durch den Ausdruck —4nfo{xyz), so hat die 
Gleichung (3) die Form: 

(3a) A 2 =— infoixyz). 


Bevor wir näher auf diese Gleichung eingehen, wollen wir noch eine 
andere Formel mit nur einer abhängigen Variabeto aus der Ausgangs- 
cleichung ableiten. 

Bilden wir nämlich in (1) auf beiden Seiten die „Eotation“, so folgt 
sofort: 

(4) 0 = e rot ft -f i« rot (^1 8 ) + (A -f /z) rot (grad 2) . 


Hier vertauschen wir wieder im zweiten Gliede die Operationen ,pwt“ , 
und „d“ und beachten für das dritte Glied, daß nach Gleichung (68) 
des IX. Kapitels (pag. 477) die Rotation eines Gradienten gleich Null 
ist; also folgt: 

(4b) 0 = erotft + (rot8). 

Nun hängt aber nach Gleichung (49 b) des IX. Kapitels auf pag. 474 
der Ausdruck rot 8 sehr eng mit dem Botationswinkel h zusammen, 
dessen Komponenten wir wie früher durch p,?, f bezeichnen. Die be-^ 
treffende Gleichung lautet nämlich: 

(ö) 2b = rotl. 


führen wir diese Bezeichnungsweise in (4a) ein, so folgt: 


( 6 ) 


db = 




rot ft, 


oder in Komponentendarstellung, wenn wir wieder die rechten Seiten,;, 
^0 gegebene iWktionen von x, y, «sind, mit /, {xyz), 

"^^hixyz) bezeichnen; 


^P = -4ji/,, 
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dtr Konimua, ^ 

y ^. ^ :..,, ; , „ .. j .■Y - -«'-- ,.=;=sx= »sk. 

Diese Gleichungen sind «Iso von demselben Typos^ wie die Glei 
ehungen (3a) für die kubische Dilat%tion^»Sie sind in der Form identisci 
mit-där Differentialgleichung des Potentials, die wir bereits im zweite] 
Buche, Nr. 88 auf pag. 440ff., aufgestellt hatten. Dort erhielten wi 
^nämlich, wenn tp das Potential, e die räumliche Dichte und fc die Gravi 
tationskonstante bezeichnet, die als „Poissonsche Differentialgleichung^ 
bezeichnete Formel: 

J 9 > = 47r he. 

Auf dieselbe Gleichung werden wir in der Elektrostatik stoßen 
bezeichnen wir die Dichte der elektrischen Ladung mit s, so erhält mar 
als Differentialgleichung des elektrischen Potentials; 

( 7 ) /I 9 ) = — 4:tc, 

die wir formal aus der letzten Gleichung erhalten, wenn wrir die Gravi 
tationskonstante gleich —1 setzen, was auf eine Änderung des Maß- 
systems hinausläuft. Wir werden der folgenden Untersuchung die ein 
. fache Form der Gleichung (7) zugrimde legen, um keine überflüssigeu 
Faktoren mitzuschleppen. Ihre Integration haben wir im zweiten Buche 
„ va^choben; wrir müssen das jetzt nachholen« 


126« Die Laplacesche Gleichung; partikuiäre Integrale derselben. 


^ Bevor wir an die Integration der Gleichungen vom Typus (7) lu ran- 
gehon, wdrd es gut sein, zunächst einige allgemeine Besultate abzuieiton. 

liVir wollen annehmen, es seien zw^ei Lösungen derselben Git i- 
^j^ung (7) gefunden, die wrir und ^2 nennen woUen, so daß foigt nde 
'Gleichungen identisch erfüllt sind: 


( 8 ) 


a — 47r£, 
^ — 4;rc. 


Dnrdi Subtraktion folgt daraus: 

^(9>, 

■ V •> . 

Bezeadmen wir die Differenz der Löeungen ipi und durch v'- 
geborelit abo die Differenz zweier Lösungen der Poissonschen 

einer neuen Gleicbnng, die aus (7) bervorgeht, wenn die reciite 
iS^te. glmdi Nnll gesetzt wird; also; 

(1(^ Jy as 0. ’ ■ 


IMese, ottenbur an Spejialfall der Poissonscheuj, wird bekanntlich 


vLaplaeescbe Oleiolinng*' bewicimet [t|^./Nr. 64.j 
(p^. 440ff.)]. Djirai» ergibt sieb «n |neht 
tmstter soeben ^ogeffitttten BecnebM«!»: 


r. 291 ) un'l 
ist, ’nich 





Gleichgewiehi und Bewegung in einem unendlich ausgedehnten Medi/um* 658 

d. h. wenn man zu e^nem Integral (p^ der Poissonschen Gleichu:^ ein 
Integral y der Laplaceschen Gleichung zufügt, so ist die Summender 
beiden Integrale (pi wieder eine Lösung der Poissonschen Gleichung* 
Diesen Satz kann man dazu benutzen, um aus einfachen 
speziellen Lösungen 9^2 der Poissonschen Gleichung allge^^ 
meinere durch Addition eines oder mehrerer Integrale der 
Laplaceschen Gleichung zu erhalten. 

Die Eichtigkeit dieser Überlegungikönnen wir uns an einem einfachen 
Beispiele leicht klar machen. Es mögen in Gleichung ( 7 ) 9? und e nur von 
einer Koordinate, etwa der x-Koordinate abhängen. Dann vereinfacht 
sich Gleichung ( 7 ) in: 

d*<ri . / V 

(«) . 

die nach einmaliger Integration 

^ = -4xftix)dx + A=‘F(x) + A, 


und nach nochmaliger Integration nach x: 

(/ 9 ) 9P1 ^jF{x)dx + Ax + B - G[x) + Ax + B 

liefert. Die Lösung <pi besteht aus zwei Teilen ; den letzten derselben Ax+B 
wollen wir für einen Moment mit tp bezeichnen; dann sieht man sofort, 

daß 2^ = 0, also y) der vereinfachten Laplaceschen Gleichung genügt^ 
nennen mx G{x) ebenso fj, so ist: 

M e{x)dx, 

und dies liefert, zweimal differentiiert, den Wert: 

gehorcht also der Poissonschen Gleichung, so daß wir in der Tat 
als Summe eines Integrals der Poissonschen und eines Integrals der 
Laplaceschen (Heichong dargestellt finden. 

Einfache Integrale der Laplaceschen Gleichung sind 'nun leicht 
angebbar, z. B. jede lineare Funktion von x, y, z ist offenbar eine Lösung 
derselben. ' . 

Auch quadratische Ausdrücke z,y,z sind zuweilen Lösungen; be- 
trachten wir z. B,: 

M = 0®* -f + er*, 

so ist' 

J ^ s= 2 (o+b -f-c). 

Ist also ’• 

0, 4- b -f- c 0 ^ z. B. c «= — (fl 4-b)^ • 


(fl 4* b) f*, 


also 



m 
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so ist dieser Wert tp eis^ Lömuog der Lsplisoeschfn Oleicbung, die zür 
Yer^gemeinerung einer Lösdüg der Poissonsdien dienen kann. 

Für uns '«nchtigere Lösungen erhalten -wir folgendermaßen: Die 
Entfernung zweier Funkte (xq, y^, Zg), und {x, y, z) sei B, also: 


(a: - Xg)» + [y - y^)* + (Z 


Betrachten wir x, y, z als Variabein, so ist eine Lösung der La- 

placeschen Gleichung; denn man hat: 


^ B L 1 a. -jl- 1 a ^ * 

dx ~ B» dx ~ Ä’ ’ öy “ Ä* ’ "d* “ Ä?" 

Ebenso: 


1 3x>. 1 Sy*, ^'b 1 S** 

«x* Ä» ’ cly* ” Ä» Ä‘ ’ öü»'“ > #'■ 


also in der Tat: 

■(12) “{i)-«- 


' Dies gilt jedoch nur so lange, als B von 0 verschieden ist, 
-d. h, solange der Punkt (*, y, z) nicht in den Punkt («g, j/g, «g) herein- 
^ rückt. Namentlich dieses Beispiel wird uns für die allgemeine Integration 
^er Poissonschen Gleichung (7) wertvolle Dienste leisten. 

f , 

127. Allgemeine Integration der PoissonMhen Gleichung. 


. ^ diesen Vorbemerkungen gehen wir jetzt über zur allgemeinen 

Integration der Poissonschen Gleichung. Wir gehen zu diesem Zwecke 
:ati8 von dem Greenschen Satze, Gleichung (18) des XI. Kapitels, den 
'wir nochmals anschreiben; ' , 


^(18). J’(uJv — vJu)dr=‘—J’luj~ — v^^d<T. 


Du^ bedeuten u und v zwei stetige und eindeutige Funktionen von 
mit ebmisolchen ersten und zweiten Diflerentialquotienten. 
erwÜlen nun die Funktionen u und v auf besondere Weise, indem wir 
fetzen: 



y$* ^o) Punkt im Innern des Integrationsrdunms^ ist, 
zwaf gerade derjenige, für welc}).e.n de» Wert <P 
iitimint werden soll; *, »ist der variable Aüfpmi^t. [J0€itoei setzen 
^,^tJ gMch der^gesoefaten Lösung, y der Poissons^^^'^l^o*!“'^®’ 
■daö alm 'ist: 
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Auch dieser Wert lslfcfifcr die OberflächeMer Kugel zu bilden, also 


Endlich ist, wenn dco den räumlichen Winkel bedeutet, unter dein da^ 
Kugeiflächenelement dk vom Zentrum aus erscheint: dw 

Setzen wir alles dies ein, so folgt für das Kugelflächemntegral: 

-/ (i Is- - «■ w)« - - i-i(w) &».’■*”- sW ’’ ■ Vd«, 

oder 

.<16b) -/(l d* eo-Jip-dm. 

Lassen wir nun die Kugel immer kleiner werden, um von r* zu x 
zu gelangen, so wird das erste Integral rechts in (16 b), da es mit pro- 
portional ist, schließlich verschwinden. Im zweiten Integiale nähert 
sich q> immer mehr dem Werte 9? {Xq, yo, Zo), den die Funktion iui 
Kugelmittelpunkte annimmt, so daß man schreiben kann: 

lim f<pd(o:=:^(p{xQfyQ^0f;jfdo}^ + 47 t(p(xQ,yoyZo)- 

demnach folgt das Endresultat, wenn wir alles dies in (15) einsetzen: 

• / fu. f(i »iM, . . , , 

pd^ec für den Wert der Funktion in dem beliebigen Funkte 

|i7) ^ + ilrf'P dn 

'Diese Dleiehnng ist, da sie den Wert von q> in jedem beliebigen Punkte 
M Ipt^irationc^biet liefert, als das dlgemeine' Integfal.' der Foisson- 
;wlien Qleiehnng zn betrachten. Die Bedentung der einzelnen Integrale 

in|i7) iz#leicht verständlich: J stellt das Potential einer intf Baume 
ndk der Dichtigkeit e räumlich verteilten Ifesse* dar; 

y du das Potential von Massen, die ntit'’d|^ R^epÄchtif?- 

k^t Oberfläche a dps Bann*^ 
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Moment fl? vor, die gleichfalls an der Oberfläche des Raumes sitjgli. Di« 

Bedeutung dieser einsselneh Potentiale ist im zweiten Buch, Nr. 87 (pag. 
438 ffl|, dargelegt worden. Die besondere Schwierigkeit der Probleme besteht 

nun darin, daß die Werte von q> und 4^ an der Oberfläche des Infe^ 

grationsgebietes im allgemeinen nicht gegeben sind und auch durch 
allgemeine Methoden nicht gefunden werden können. Wir, wollen des- 
halb versuchsweise einmal die Oberfläche a ins Unendliche rücken lassen. 

Wenn dann <p wenigstens abnimmt wie ^ , so können, wie man sich leicht 
überzeugt, beide Oberflächenintegrale fortgelassen werden.' Denn dann 
verhält sich z. B. im Unendlichen wie , also ^ wie • 

Der Integrand des ersten Oberflächenintegrals nimmt also stärker mit 
B ab, als die Oberfläche or, für die wir im Unendlichen eine Kugelfläche 
nehmen, mit R zunimmt. Ebenso ist es mit dem anderen Oberflächen- 
integrale. Unter diesen Voraussetzungen, die häufig erfüllt sind, können 
wir für unendlich ausgedehnte Räume; 

( 18 ) 

als die Lösung der Poissonschen Gleichung betrachten, ein Resultat, 
das wir für den Spezialfall konstanter Dichte e schon in Nr. 88, und 
zwar auf dem umgekehrten Wege, gefunden haben. 

Da, wie in Nr. 125 gezeigt wurde, sowohl die kubische Dilatation 
als auch die Rotationskomponenten p, r der Poissonschen Gleichung 
gehorchen und wir ein unendlich ausgedehntes Medium vorausgesetzt 
haben, so können durch Gleichung (18) diese vier Größen als bekannt 
angesehen werden. 

Allerdings kommt es nicht gerade auf diese vier Größen an, sondern 
man will die Verrückung S als Funktion des Ortes kennen lernen. Wie 
man dazu gelangen kann, nachdem man Z, p, g, r bestimmt hat, werden 
wir später sehen# 

128. Die Wdleii|d^<diiiiig für die kubische Dilatation und die Rotation. , 

Gehpn wir nunmehr zu dem Falle der Bewegung über, so haben 
wir auszugehen von den allgemeinen elastischen Gleichungen [Glei- 
chung (47) des XI. Kapitels], die wir wieder vektoriell zusammenfassen; 

(19) I + + + 

I (.S-divS). 

Von dieser Gleiohnng ist in bezog auf ihren Bau das nämlioliri» nt 
^e von d^enigen (f) des Gleichgewichtes. Han. kann 
Muh hiii Weiw «infaohMe Formeln für 2 und 

lÄtWchen: 
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^»than^ der ^atdinm. 


(20) 


(A + 2^)id^4<« divft, 


•# 

'*• ' 

€ M + Y rot ft. 


Zerlegt man b in seine Komponenten p, g, f, so gilt für diese eine Glei- 
<üiiing von demselben Typus, die unmittelbar hinzuschreiben ist. 

Bezeichnen wir durch <p eine der Größen Z oder b, so i 9 t die gemein- 
same Form der Gleichungen (20): 

1 

‘ JF 


( 21 ) 


-- Aq>^f{xyzi). 


Wir wollen uns im folgenden jedoch nicht mit der Gleichung (21 }' 
‘ in ihrer vollen AUgemeinheit, sondern nur mit dem Spezialfalle befassen, . 
daß die rechte Seite gleich Null ist. Das wird nur dann der Fall sein 
können, wenigstens im allgemeinen, wenn die Kräfte ft dauernd gleich 
Null sind. Wie die Bewegung also eingeleitet wird, köimen wir mit der 
vereinfachten Gleichung nicht erklären; wir untersuchen vielmehr nur 
den Verlauf der einmal eingeleiteten Erscheinung. Es sei übrigens be- 
' merkt, daß wir uns mit der allgemeinen Gleichung (21) vor allen Dingen 
in der Elektrodynamik zu befassen haben werden. 

Mit der angegebenen Vereinfachung werden unsere Gleichungen (20) : 


> 





A + di* ’ 
jL 

(A dt* \ 


Man nennt aus bald ersichtlichen Gründen Gleichungen von diesem 
Typus i,Wellengleichungen**. Bevor wir auf die allgemeine Integration 
/der Wellengleichungen eingehen, untersuchen wir zunächst spezielle 
l'&lle davon. 

. V ^ 

i’"’ , ' ' 

129» Partüraläre Integrale der Wellengleichung. 

Wir wollen der Eii^faheit halber zuerst annehmien^ daß eine der 
GrdBen Z oder k, die wir wieder mit ip bezeichnen, nur von ^ner Ko- 
ordinate, etwa der as-Eoordiiiate, abhänge. Das liefert uns die Gleichung: 


(28) 


d’>p 

dt* 


6*<p 

Bx* ’ 


^l^^doren Ditegration wir uns nun beschäftigen wollen. 

' ' Mail erkehnt leicht, daß jede Funktion dff jA.tghn»Ät®® 
(®±cf) Differentialgleichnng befriedigt. 

mm solche Funktion,.. wist, w^ wir 
dein, jifj^plM.dnreib Stiiel» bezeiebnen:^ . ' 




li 

dx 

IL 

dt 


f\ 


a»/ 

Ö*‘ 

u 



Setzt man diese Werte in die Gleichung (23) ein, so sieht man, daß sie 
identisch befriedigt wird. Das allgemeine Integral von (23) läßt sich also 
in der Form schreiben: 

(24) 9’ = /i(a:— ct) + /a(x+c<). 

Es bleibt noch zu untersuchen, welche physikalische Bedeutung 
len Funktionen h und /, zukommt. Wir untersuchen beide gesondert. 
Zunächst betrachten wir 

nir wollen darin der Zeit t zunächst den Wert Null erteilen, dann isl; 

Pi~/i(®)> d, h, eine beliebige Funktion von x', wir wollen dieselbe 

«0 

paphisch darstellen, indem wir x als Abszisse, als Ordinate in einem 
kartesischen Koordinatensystem auftragen. In Fig. 165 stelle die Kurve 







Pig. 165. 


den tunktiongverlauf für ^ = 0 dar. Die Frage ist nun: Wie sieht 
aus für andere, von Null verscliiedene, Werte der Zeit? 

Die Antwort darauf können wir sehr leicht geben. Für a;=0 S5. B. 
tt]) der Fig. 165 eingezeichnet ist. 

Denselben Wert fi{0) hat immer dann, wenn a:— cf=0 ist, 
wenn das Argument x—ct nicht durch die speziellen Werte a:= 
^0 auf den Wert 0 gebracht wird, sondern dadurch, daß x und t der 
0 igen Gleichung genügen. Für alle späteren Zeiten t gibt es also auf 
positiven aj-Achse je einen Punkt, für den x=ct, tpi also den näm-, 
leben Wert /j(0), wie im Anfangspunkte für <=0 hat. Wir können 
sagen: Der Wert /^ (O), der zur Zeit im Anfangspunkte ^IsptO 
spätere und immer spätere Zeiten weiter und immer weiter 
^ der Ä-A^haei fo^erüokt. Und zwar braucht h (0), um an einp Stelle 
zu ßelftniTön 2eit t] 4ie durch die Gleichung bes|jmmt ist: 


(26) , • . z=^ct,‘ ** 

m. a. W: y — c ist die Geschwindigkeit, mit der sich der PunktiSnswert 

/j(0) in der Biditung der positiven <c-Achse fortpflanzt. 

Was wir für den Funktionswert /i (0) nachgewiesen haben, gilt für 
jeden einzelnen Punkt der Kurve /j {*). Wir wollen z. B. für t=0 den 
Wert x=Xq ins Auge fassen; für diesen Wert des Arguments hat die 
Funktion die Größe /j {x^. Dieser Wert findet sich zu späteren Zeiten t 
an solchen Stellen x vor, die der Gleichung gehorchen 

X -- ct^ oder — ~ c , 

d. h. auch dieser Wert pflanzt sich mit der Geschwindigkeit c in der 
nämlichen Biohtnng fort. 

'Wir können nunmehr angeben, wie sich der Vorgang zeitlicii ab- 
spielt: Zur Zeit t = 0 stellt die Kurve in Fig. 165 den Zustand dar; 
jeder Punkt der Kurve rückt mit wachsendem f mit der näm- 
liohen Geschwindigkeit c nach rechts; d. h. die Kurve ver- 
schiebt sich ungeändert und undeformiert mit dieser Gt-- 
schwindigkeit nach rechts. 

* ^ Betrachten wir nun (p^ = /*(« + ct). Hier ist der Verlauf ganz 
el^o, nur daß die Geschwindigkeit das negative Vorzeichen hat. Den 
dundi diese Gleichung dargestellten Vorgang erhalten wir also dadurch, 
-wir die Kurve der Fig. 166 mit der Geschwindigkeit c nach links 
verschieben. Im aUgemeinen Falle lagern sich diese beiden Prozesse 


Da der betrachtete Vorgang eine Abweichung vom elastischen Gleicn- 
gewiditezustande darstellt, pflegt man ihn, wenn man ihn nur allgemein 
dhÄakterisieren will, eine elastische „Störung“ zu neimen. 

Die Gleichungen (22) für 2: und b stellen solche Störungen dar, und 
ufir wollen j^zt etwas näher auf den Wert von e eingehen. 

In der ersten Gleichung (22) hat die Geschwindigkeit der Störung, 
durch Vergleich mit (23) folgt, offenbar den Wert; 

«bo aa i^end mnem Pmakte des Mediuios eine kubische DiD 
ttöoD «zeugt und dann sidt selbst übwlassen wird, so feitet diese lo 
niii d« obigen Geschwindigkeit fort. , x 

Andere Werte von c ergeben sich dagegen »«»„der^ letzten 
(22) für die Botation >. Hier folgt aus dem Verg^dh mi 

also eine nel kldnere Geschirindigkeit ^ 

, . Beide Typen von Bt&mngen sind mit für 

diesa iß^kildl1mflOli fifkillllCII lasSCÖU. IWc 
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die Fortpflanzung einer Dilatation, ohne daß Drehungskompo- 
iieliten auf treten. Man neönt eine solche Störung eine „rotations- 
freie“ oder auch „wirbelfreie“. Dagegen stellt die andere Gleichung, 
die Fortpflanzung einer „Schiebung“ oder „Botation“ dar, wie wir sie 
z. B. im Falle des tordierten Drahtes in Nr. 120 auf pag. 528ff. kennen 
gelernt haben. Dabei ist die kubische Dilatation gleich Null, und daher, 
stammt der Name „dilatationsfreie“ Störung. 

Da beide mit verschiedener Geschwindigkeit fortschreiten, so teilt 
sich eine Störung, die anfangs aus beiden zusammengesetzt ist, also 
sowohl mit Dilatation als Rotation verbunden ist, mit der Zeit von selbst 
in die beiden besprochenen Typen. 

Während wir nun bisher für die Funktionen /j und keinerlei ein- 
schränkende Annahmen gemacht haben, wollen wir sie jetzt als periodische 
Funktionen ihrer Argumente wählen. Der Einfachheit halber b(‘schränken 
wir uns ferner auf die Betrachtung von (or— ct). Wir setzen also etwa 

q) = cos (x— ct) oder auch <p = sin (x — ct); 

in etw’as allgemeinerer Form können wdr auch, weim A und a zwei Kon- 
stanten bedeuten, schreiben: 

(28) (p Ä cos a{x — ct). 

An diese Gleichungen wollen wir unsere w'eiteren Betrachtungen 
anknüpfen. cos«(a:— ci^) ist eine Funktion, die sowohl in Bezug au! 
die Z(‘it tf als aucli in Hinsicht auf x periodisch ist, d. h. nach gewissen 
AbHchnitten von t und x kehrt derselbe Funktionswert wieder. Wir 
wollen zunächst x konstant halten; t soll um einen solchen Betrag T 
wachsen, daß der Kosinus wieder denselben Wert angenommen hat. 
Wir haben dann; 

cos u (X'—ct) = cos {x— ct—cT); 

d. h. der Zuwachs des Arguments c^cT muß gleich 27r sein. Also folgt 
für T; 

(29) ' r = 

Ca 


7’ nennt man die „Schwingungsdauer" oder „Periode“ des Vor- 
ganges. Der reziproke Wert y = « heißt die „Schwingungszahl“. 

Nunmehr wollen wir < konstant halten und x um eine solche Größe 
^ variieren, daß der Kosinus wieder ungeändert bleibt; dann folgt wie^ 
vorhin: 


(30) 


eeX=.2ni. ^ 


2 n 
a 


"lan neimt X die „Wellenlänge“ des Vorganges. 

I . iann sich den durch Gleichung (28) dargestellten Pro^fi .sehr 
<'icht anschaulich mächw; w nehnaen, wie vorhin jft allge 
Schaefej. Lrfn-hn«fc ‘ 
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Falle^ zunächst i=0 an. Pann wird ip^A co^ux, -Das ist eine w^llei 
förm^e Kurve, die in Fig. 166 dargöstellt ist. 

Für alle äderen Zeiten erhält man den Zustand, wenn man die; 
Kurve mit der Geschwindigkeit c nach rechts verschiebt. Man neni 
einen solchen Vorgang eine „Wellenbewegung“ und daher auch d 
.Differentialgleichung (2*2), wie schon bemerkt, „Wellengleichung“. 



Zwischen T und X besteht eine Beziehung, die wir durch Eliminatioi 
von ^ aus (29) und (80) erhalten: 

(81) c = = 

dio für alle Wellenbewegungen gilt. 

- ' Wir können in die Gleichungen (28) die Begriffe T und X einfülin i 
und erhalten dann: 

(82) ‘ 9 = ^co8 2jr^-^ -yj. 

Wenden wir diese speziellen Betrachtungen auf die vorher besproclu lu n 
, ' Störongen an, so erkennen wir, daß in unl)egrenzten Medien sich sin.ohl 
i. „rotationsfreie Dilatationswellen“ als auch „dilatationsfreie 
Sei^iebungswellen“ fortpflanzen können. Ist die Periode für Ixide 
Vorgänge gleich, etwa T, so sind nach (31) ihre Wellenlängen verschi* <li n, 
and umgekehrt, da sie verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeit i>e- 
titzen. 

Wir wollen nun zur Zeit fa=0,eine solche Welle (dilatationsfrei oder 
fotationsfirei) erzeugen, die sich nach der podtiven «-Achse fortpflfi'i'^'“ 
soll. Dann wird nach bestimmter Zeit tg die Welle bis zu einem 
».s=»a^ fortgeschritten sein, Corat. stellt eile Ebene parallel 

der’ p «-Ebene- dar; anf dieser ganzen Fläche '’l^rrst^t also nach (32) 
der ..nämliche Schwingungszustand. Flächen, lülniie 4ie8 der Fall ist> 
,(nenht m{m allgemein „Wellenflächen“. Da die Wellenfläche bei imsi re*" 
Bdsptel eine Ebene ist. so nennt man die betrachteie Welle (32) 
„ebene Welle“ 
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Natürlich braucht die Wellenebene nicht parallel einer Koordinaten- 
ebene zu sein, wie in unserem speziellen Beispiel. Den allgemeineren Fall 
werden wir nun behandeln, und zu dem Zwecke von der durch Null- 
setzen der rechten Seite spezialisierten Gleichung (21) 

<21 a) 


ausgehen. Man kann sich leicht überzeugen, daß folgender Ausdruck 
eine partikuläre Lösung von (21a) ist: 

(33) = ^C08 2:r^y 

wo B den Abstand des Punktes, in dem wir den Zustand betrachten, 
vom Anfangspunkte darstellt. Es ist also, wenn die Winkel be- 

zeichnen, die E mit den Koordinatenachsen bildet : 


(34) 


R — X cos ce-\-y cos ß-{-z cos y. 


Setzt man dies in (35) ein, so erhält diese Gleichung die Form: 
(38a) ^ C082;r {A - * . 


Um zu erkennen, daß (83a) in der Tat eine Lösung der allgemeinen 
Differentialgleichung (21a) ist, bilde man die zweiten Differential- 
<luotient(‘n: 

6*9? 4 71* 

~ (p ; 


d^<p _ 


4 


COS^ • (p , 


d^(p 
d 1/ 


4 n 


— -n- cos^ß' q}, 


d*<p 
d 2* 


4 TT* 

T*~ 


COS^;' • (p. 


S^tzt man diese Werte in (21a) ein, so erhält man folgende Gleichung 
Bedingung dafür, daß (33a) ein Integral von (21a) darstellt: 

111 , X 

y*' "g* > oder c « > 

aber nichts anderes ist, als die für alle Wellenbewegungen erfüllte 
olation (81). Folglich ist (38a) in der Tat eine mögliche Lösung von (21a). 
Der Ausdruck t> \ / 


X cos «f -f- y cos -f « cos y = B 

Ist aber, wie aus den £lementeu der analytischen Geometrie bekannt 
fov » ^ einer Ebene in der sogenannten Hesseschen Normal-., 

<brae erkennt also, daß zu einer gegebenen Zeit für alle Punkte " 
. Piifts » ^ denselben Wert, oder wie ,man sich ausdrüokt, dieselbe 

hat. Die ^ellenfläche wird also dQrob)diese Eb^ d4rge8te^t. 
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Wir gehen nnninohr^ zu einem etwas allgemeineren Palle über, ^ 
dem nach allen Eichtungen hin die Welle sich vom Zentrum gloitli. 
mäßig ausbreitet. Unter Einführung eines räumlichen Polarkoordinatcii. 
Systems B, Zf ^ heißt dies offenbar, daß (p nur vom’Badius R, nicht 
aber vom Azimut z und der Zenitdistanz & abhängig sein soll. Jn 
diesem Falle ist es zweckmäßig, den zweiten Differentialparameter J ^ 
in Polarkoordinaten auszudrücken, wobei wir gleich die l'nabhängigkt it 
von / und # berücksichtigen. Wir haben so : 




dtp 

dtp 

8 R dtp 

X 



dx 


'' Tr 

ä X ^ d R 

Ä ’ 

also: 









d^(p ^ 

d^tp 

a:^ 


d q> 

dg> 

a:» . 


d ' 

^ dR ^' 


^ R 

ÖR “ 

" d'R 

R^ ^ 

(35) 

ÜLv ^ 

dy- " 

d^tp 

^ ÖR^ 

2/* 

R^ 

+ T 

dq 

dR “ 

dtp 

d R 

y* 


d*<f ^ 

h^tp 

2« 

, 1 

6 tp 

d tp 

2» 


dz^ ^ 

" Tr 

Ä» 

' R 

Tr “ 

“ Tr 

R^ • 


ebenso : 


Durch Addition folgt daraus die gewünschte Transformation: 


(36) 




, 2 
jR 


d 9 

dÄ' 


womit die Wellengleichung (21a) übergeht in: 


(37) 


rüf* Jt Tr ** c* Tü^* 


Die Integration dieser Gleichung kann man auf die der einfacluii 
Gleichung (28), die wir oben bcdiandelt liaben, zurückführen. Denn ma]! 
kann schreiben: 


(38) 


I 2 ^ 

BJP ^ R 'äR 




Damit nimmt (37) die Gestalt an: 

■die vollkommen ihrer 'Porta nach identisch ist mit dei bp 
reits behandelten Gleichung (28), wenn wir nur Bq> statt (f 
stitnieren. Wir erhalten also auch für das Integral im allgemeinen 1»!' 
nach (24): 

oder für f selbst: / * ■ t 

( 40 ) ^ /| (J? cl) 4 - /t f J? ■f’.c 


"TT 


Beschränken wir iit^,at|^ Betrachtung von-jf,, dw wieder 


periodische Fiiidcti(34i :;flai>eluQi^ wollen, so 


etwa: 
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. ' A. l (t 'R\ 

(41) 

N \'0 

* X* -f 2/* + 

ist. 

Man erkennt zunächst, daß die Wellenfläche hier eine Kugel ist, 

A 

um den Anfangspunkt als Zentrum. Ferner ist die Amplitude hier ^ • 

Sic nimmt also mit wachsender Entfernung B ab. Solche Wellen nennt 
man ,,KugelweUen“; sie stellen sich in der Natur von selbst in einem 
isotropen Medium her, wenn das Zentrum der Störung punktförmig ist. 
Nachdem wir uns so in speziellen Fällen mit dem physikalischen 
Charakter von Lösungen der Wellengleichungen vertraut gemacht haben, 
gehen wir jetzt zur allgemeinen Integration derselben über, die von 
Kirchhoff herrührt. 


130* Allgemeines Integral der Wellengleichung* 

Die Lösungsmethode der Wellengleichung, zu der wir jetzt über- 
gehen, ist eine Verallgemeinerung der in Nr. 127 für die Potentialgleichung 
l^ehandelton. Auch hier gehen wir vom Greenschen Satze in der Form 
aus : 

(13) ßuJv - vJu)(It «'l -)<*»■• 

Dort wählten wir für u und v Lösungen der Potentialgleichung, näm- 
lich für u den Wert welcher der Gleichung A D gehorchte, 

während v mit der gesuchten Funktion (p identifiziert wurde, deren 
Differentialgleichung A(p=^ — Ans war. 

Ganz ähnlich gehen wir hier vor: Zunächst identifizieren wir t; mit 
der von uns gesuchten Funktion 93 , die hier der Wellengleichung (21a) 

c* dt* 

gehorchen soll. Für u wählen wir ebenfalls eine Lösung dieser Gleichung 
und nehmen dafür, was wir ja nach Gleichung (40) dürfen, die Funktion 

(42) u = ^ ß = y(jr - *,)> + (y - y,)* + (* -- 2 «)* ist; 

w wird also im Punkte (a\,, j/o» unendlich. Um dennoch den Green - 
sehen Satz anwenden zu können, schließen wir wieder diesen Punkt 
durch eine Kugelfläche h vom Eadius Bq aus und neimen den zwischen^ 
^ und a befindlichen Baum t*. Dann folgt aus (13), wenn wir für Au 
und Av die Werte nach ( 21 a) einsetzen: 




dv 

au' 

' d» 

■”* dl», 

S*v 


:9fi 



( 43 ) 
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Darin läßt sich die rechte Seite noch etwas anders schreiben/ da 


' V 

d 

/ Bv 

du\ 

• 

B^u 


dt 


-«tt) 

WS u - 


'W 

Also ist: 







(44) 1 


d V 

B n 

c-|«)dc 

1 

-I 

^ Ci 

/ Ö V 

i“Tir 

( dv 

— V 

( 



“ c* ■ 

dtj 1 


— V 


Hier liegt es nahe, eine Integration nach der Zeit auszuführen, da die 
rechte Seite einen Differentialquotienten nach i darstellt. Integrieren 


IIS«) 


Fig. 167. 

wir von einer negativen Zeit t= — <' bis zu einer positiven Zeit <— t". 
so folgt aus (44): 


(«) 


-I' 






Die Zeiten t", — t' sowie die Funktion /(iJ+ ct) wählen wir nach Kii ei'' 
hoff nun derartig, daß wir das Integral der rechten Seite bequeni an^- 
ntohnen können; durch unsere Festsetzungen vrird es sogar den 
annehmen. 

Wir setzen, wenn wir der Kürze halber B -1- ct flurch den Buch- 
staben bez^chnen: 

: JL 


(46) 




wo ^ ei|oie sehr große positive Zahl bedeutet. Trä^ diese K 

graphisch auf, sö erhält ina<) das Bild der , 
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folgendes: Die Funktion ist nur dann merklich von 0 verschieden,, und 
zwar positiv, wenn &=R-\-et sehr kleine Werte, wir wollen der Kürze 
halber sagen, unendlich kleine Werte annimmt; für lalle end- 
lichen negativen und positiven ^ ist /(d) merklich = 0. Diese Eigen- 
schaften treten um so mehr hervor, je größer der Faktor /i 
genommen wird. Man erkennt ferner leicht, daß der Inhalt der Flächt 
tlie zwischen der Kurve f{d) und der Abszissenachse liegt, endlich ist, 
d.h. das zwischen endlichen oder auch zwischen unendlichen Grenzen ge-’ 

nommene Integral J' ist endlich. Ferner hat /(ö') die Eigen- 

a 

schäften der Eindeutigkeit und Stetigkeit und ebenso verhält sich seine 
erste Ableitung nach &. Damit sind die Bedingungen für die Anwend- 
barkeit des Greenschen Satzes erfüllt. 

Wir wollen zunächst das Integral 

+ 00 +00 


bestimmen. Zu diesem Zwecke führen wir zunächst eine neue Variable 
ein, so daß das zu untersuchende Integral, dessen Wert wir vor- 
läufig durch J bezeichnen 
wollen, die Gestalt anniinmt t 


(a)- J 




Betrachten wir nun das 
diesem gleiche Integral: 



Fig. 168 . 


das sich nur durch die andere Bezeichnung der Integrationsvariabein 
von ihm unterscheidet. Durch Multiplikation der beiden folgt: 


+ 00 +00 

p -(<* + *’) dl dm. 


icscs neu hergestellte Integral läßt sich nun leicht auswerten. Deip 
'*Tm nian 1 und m als Cartesische Koordinaten in der Ebene deutef, 

n 1 ^ Quadrat des Badiusvektors nach dem Foidite 

'«) dar (Fig. 168). 

berner ist dljdm dör Wert des Flächenelementes.,, Führen vS nun 
'ar oordinaten Äj ein, so ist bekanntlich:- 
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, I l* + m* + R*; O^jRgoo, 

^ { dldm^^ Rdüdz', 

Mit diesen Werten wird das Integral (c): 

oo 2 a 

I ffe-^RdRdx, 

0 0 

in welchem sich die Integration nach x sofort ausführen läßt. Man er- 
hält: 

oo oo 

0 u 

und durch Ausfuhren der letzten Quadratur folgt endlich: 


J* = _ + 1, oder 

+ 00 . 

J = - 1 - 1 . 


Das Integral (/) behält seinen Wert 1 merklich, weim auch die Grenzen 
nur endlich genommen werden, und zwar wegen des rapiden Abfalls der 
I^^nnktion /(#) für endliche Werte von 
^ Damit hängt folgende Eigenschaft zusammen: Betrachten wir das 
Integral 

<■ * b 


f f{&)g{»)d&, 


vro u und b endliche Werte der Variablen # bedeuten, so liefert zu dit soni 
Integral wegen der Eigenschaften der Funktion /(d) nur der Wert 
einen merklichen Beitrag. Man kann deshalb g{0) vor das Integralzeiclu n 
i^ebmen und erhält mit Bücksicht auf (f): 

b b 

^ ; fm)9(»)d»^gmfn»)d&^g{0). . 

, “ ■ * 

B^ümben wir pnn den Wert des ursprünglich au berechnenden Intf gi'iit-' 
EU^ der rechten Seite von (46) ausführlich, d. b. unter Einsetzung ‘J' ' 
oberen nnd unteren Grenze f" und — 


1 ff/(S + endv 

e*J l Jt dt 


» 


■gj - ß. 


1 rf/(Ä-eO Sv 
e* j 1 Ä ■ St 



so hegt nach 4«o Blgenw^ten der Funkte r/' 

r und — f' so an^«ahkn< daß B4-eff ftet« 



» ” ; . . .. ig 
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,Hots endlich negativ für alle vorkommenden Werte 
Darni ist f(B+ct") sowohl wie /(B-c<')‘und ihre zeitliche Ableitni« 
stets gleich 0. Also verschwindet das ganze Integral und es folgt aus (46) : 



Das Integral über die Kugelfläche läßt sich berechnen. Zunächst sind 
alle Differentialquotienten nach n zu ersetzen durch solche nach B. 
also Jiat “ia,n jetzt für u und v die Werte eiasetzt: 


Jl Ä dB f^dBi B 


oder, da dk — RQ^da, wenn dm den räumlichen Winkel bedeutet, unter, 
dem dk vom Zentrum aus erscheint: 


So "B, BoJ<p>dm + — ^^Bo^jtp’dm. 

Mit abnehmendem R^ verschwinden die beiden ersten Glieder, während 
das letzte den Wert 47r/(ct) <) annimmt. Also erhält man nach 

(47) : 

(48) 

-t' — f \ / t 

Das Integral 

t" 

ff{ct)(p[Xo,y^,z^,t]dt 
liefert aber nach (/) und (g) den Wert: 




Also folgt schließlich das Besultat, wenn man rechts die Beihenfolge 
der Integrationen vertauscht: 


(49) 


4« 

0 




j Integrationen nach der Zeit ausführbar, wenn man 

•e Eigenschaft von /(B+c<) berücksichtigt, nur für unendlich klein#') 
g f ^ Arg^entes 5 + cf, d. h. wenn B4-ct=0 ist, von Kull,ver- 

''' en zu sein. Zu den Integralen der rechten Seite liefert 

^ert B+cfsaO, oder f=— ^ einen Beitrag. Berücksichtigt 
‘•‘es, so wird^dki e«t#iijite^l nach (|^ und (^i): 
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(50) 


r/(Ä + c«) d.<f ,, 1 \ (b(p\ 

J — ä “ TT [twL - 


Ferner ist 

t” 




. 1 


/(Ä + et) 


-f 

oder da 
ist: 

i" 


t" 

\ r(R + et) 

J<P ~K-- 


f{R 


^ät=>J <p~f(B + ct)di + 

^ dfiü+et) 

r 


dJ^ 

dn 


dt, 


<P- gj- dt, 


was nach Umformung des letzten Gliedes durch partielle Integration 
liefert: 

r' 





-j i 

1 R 1 1 SR fdq>] 

c Ö n ^ ^ c* R dn [ dt 



(52) 


Nach (50) und (51) folgt also aus (49): 

i V (*J» Vw ^e)t = 0 = ilT J*** ItT » - 


1 1 1:* IISL] 

c B fln \ dt jt 



R 

C 


^Da nun der Anfangspunkt der Zeit beliebig ist, so können wir 
ihn um den Betrag t zurückdatieren, d. h. unserem binhengen 
ZeitnuUpunkte den Wert ( beilegen. Dann erhalten wir aus 
VEirchboffsche Formel: 


i5S) 





®7F 


j ,, 

cB dn\Tt}t-, 



•m in dein Integral recht« in den Funktionen f# 4?"’ ' 

* Wert (< — der um die Zeit — zuräckli^ kn 'snbstituieren i«*- 
zd^inen wir diese Werte dui'ch fainzugeffigto eeki^iKli^nmem [ J> 
kömieh wir (68) sdhr^ben: ^ 
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1 


(53 a) (p{Xo,yo>eo>fl 




■ [<f‘\ 


1 

cR 


dR 

B (p 

d n 

öT 


£ 

R 



Würden wir an Stelle der Wellenglcichung (21a) die allgemeinere 
inhomogene Gleichung (21) 

A I d*W . , 


betrachtet haben, so würde eine analoge Eechnimg für das Integral 
derselben an Stelle von (63) die Gestalt ergeben haben: 


(54) (p{x^yojZo^t) 




d(f) 

1 

B(p 

Bt ^ 

R 

B n 


Darin bedeutet [e] den Wert von e zur Zeit ^ ^ . Läßt man nun im ui 

endhchen Baum die Fläche a schließlich ins Unendliche rücken, so 
folgt unter denselben Voraussetzimgi n wie in Nr. 127 aus (54): 

(54a) (p () = dt. 


Man erkennt sofort die Analogie der Formeln (53), (68a), (54) und {64a) 
mit den Gleichungen (17) und (18), die die Lösungen des statischen Pro- 
blems darstellen. Die Integrale rechts stellen hier ebenfalls Potentiale ^ 
von räumlich verbreiteten Massen, flächenhaft verteilten Massen und von 
Doppelschichten dar. Aber zum Unterschiede von (17) beziehen 
sich hier die Werte nicht auf denselben Zeitpunkt f, in dem die 

Losung gewünscht wird, sondern auf die um zurückliegende 
Zeit t — j-. Deshalb neimt man die auf der rechten Seite von (63) bis 

(o4a) auftretenden Potentiale .»retardierte Potentiale im Gegen- 
satz zu den in (17) auf tretenden, die mau als „simultane Potentiale“ 
bezeichnen könnte. Da c nach Gleichung (21) die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der elastischen Wellen darstellt, so ist-— die Zeit, die 
die AVellen gebrauchen, um von der Stelle eines Oberflächenelementes da 
Punkte zu gelangen. Die Integuale (63) bis (54a) bringen 

ä so zum Ausdruck, daß eine elastische Störung Zeit gebraucht, um eine 
bestimmte Strecke zurückzulegen. , v 

Sind die Werte von (p und an der Oberfläche für alle Zeiten. 

^^geben, so kann man nach (58 a) resp, (54) in jedem beliebigen Punkte 
u^orhalb dieses von umhüllten Baumes den Wert der Punktion „ q> 
(1^^^ k Strenge ist dies jedoch selten der Fall, und darauf beruht . 

^^™erigkeit, diese elastischen Probleme in komplizierteren F&Uen 
hl' *^^^önäherte Lösungen jedoch haben namentlich in der OpMk^ 
Wer 1 .^8^^ des Lichtes, die größte Bedeutung gewonnen, tfnd dort 

xüe plQrsikalische Bedeutung dieses Kirchhof flehen 
rems näher einzu|plien haben. 
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1^. Die Besümmong der Verrückungskomponenten aus der Imbisohen 
^ Dilatation und den Rotationskomponenten, 


^Grundsätzlich können, wenigstens in den einfachsten Fällen, durch 
"die Erwägungen der Nr. 127 und 130 die Rotation h und die kubische 
Dilatation Z sowohl für den Fall des Gleichgewichts wie der Bewegung 
*als bestimmt angesehen werden. Diese Größen stehen mit der Verrückung, 
die wir doch eigentlich bestimmen wollen, in folgendem Zusammen- 
hänge: 


{65) 


1 2b = rot 8, 
I Z = div 8. 


"Es entsteht nun die Aufgabe, daraus die Verrückung selbst zu bestimmen. 
Sie ist lösbar durch Einführung zweier Hilfsfunktionen y, Sf. Wir setzen 
nämlich: 

k ^6) 8 = grad y + rot 9t. 

Da man zur Darstellung einer Funktion 8 aber keine zwei unabhängigen 
Funktionen y, 91 notwendig hat, so können wir ziun Beispiel der Fnnk- 
^on^ noch eine einschränkende Bedingung aulerlegen; die Aufsuchung 
, dieser Bedingung verschieben wir vorläufig auf später, bis wir Andeu- 
tungen über die geeignetste Art derselben finden werden. 

, ^ Können wir die Funktionen y und 91 bestimmen, so ist damit naili 
<(66) die Verrückung 8 durch einfache Differentiationen, d. h. durch stet.-, 
snoghehe Operationen, bestimmbar. 

Wir wollen nun in der Tat zeigen, daß y und 91 bestimmt werden 
können und setzen zu diesem Zwecke den Wert von 8 aus (56) in (.55) 
«jn. Wir erhalten so z. B. aus der ersten Gleichung (55): 

, 2b=rotgrad y+rotrot9l , 

oder, unter Beachtung der Gleichungen (68) und (59) des IX. Kapitel.^ 
pag. 477 : 

(ii) :. 2b = - J9H-grad(div9l). 

jeM se^n wir die bisher unbestimmt gelassene Bedingung für 91 
‘P soQ folgende sein: 

(58) div9l = 0. 

|)ann wird Gleichung (67): 

{59a) zlll=-2b, 

oder in Komponentendarstellung, wenn die Komponenten von 9t durcli 
%% % bezdehnet werden: 

I ^9l. = ~2p, 

(69) I 

.■■i iy-T,2r.. 
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Im Falle des Gleichgewichtes, das wir zunächst betrachten wallen, 
^timmen diese Gleichungen, da dann I>, r, nicht von der 

/eit abhängen, niit der 'Potentialgleichung der Form nach völlig überein 
1111(1 wir haben daher die Lösung (18) für den unbegienzten Baum aSzu- 


iK'liiiien: 

(60) % 


1 . r pfi « = -L r 

2 ;rJ E ’ 27tJ 


qdi 


% 


1 r rdr 

2nJ E 


in vektorieller Zusammenfassung: 

^ V Qg I r ^d c 

(60a) 91 = 2 “J . 


\\'() B den Abstand eines Volumenelementes dr vom Aufpunkt bedeutet. 
Ganz ebenso erhält man durch Bildung der Divergenz in (5G): 


(61) 


div 8=2" = div grad ^ = J y , 


die zur Bestimmung von dient. Im Falle des Gleichgewichtes ist dies 
wiederum die Potentialgleichung und ihre Lösung also: 


Obgleich K und f gleichmäßig durch Potentiale ausgedrückt sind, 
)K‘steht doch ein tiefgreifender l’nhu-schied zwischen ihnen. Denn in (62.) 
ist S ein Skalar, wälirend b in (60a) ein Vektor ist. Deshalb nennt man 
?(ini Gegensatz zu dem „skalaren Pohmtial" ^iein „Vektorpotentiar*, 
und «,,, % seine Komporuuiteii. 

Fjtwas anders werden die Lösungen im Falle der Ik^wegung. Dann 
sind (59) und (61) nicht mehr identisch mit der Potentialgleichung, da., 
die Zeit t noch in den Gleichungen vorkommt. In dieseiu Falle muß 
man so argumentieren: p, q, r. 2^ gehorchen der allgemeinen Wellen*« 
gloichiing (22); 


Setzen wir hier für 9?, das p, 5, r,2 vertritt, nach (59) zunächst resp. 
ein, so erhält mnn Glcicliungen von der Form: 

(63) 




1 f»’ 


'* f* ö <• 


J9J, = 0. 


oder, nach Vertauschung der Reihenfolge der Symbole und d: 
(64) 




i £?f 

c*“" di* 


1 


0, 


die dadurch erfüllt werden kann, daß man H^,', 91,,, 9(, der Gleichung 

«ntcf wirft: , - , 
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Dies ist '^ederum die Wellengleichung und ihr allgemeines Integral 
ist dtirch retardierte Potentiale näch GBeichung (53) gegeben. 

Genau ebenso verhält sich in diesem Falle auch Denn da Z der 
WeÜengleichung gehorcht, so erhält man, indem man Z nach Gleichung (61) 
durch in derselben ersetzt: 

^oder nach Vertauschung von -jjf mit J: 




die dadurch erfüllt werden kann, daß man die Klammer verschwindt n 
läßt. Also ist auch tp durch retardierte Potentiale darstellbar. 

Sind so % und ip bestimmt, so folgen durch Differentiationen die 
gesuchten Verrückungskomponenten gemäß Gleichung (56), 


132. Longitudinale und transversale Wellen. 

4 Um den Charakter der beiden in elastischen Medien auftretenden 
Wellentypen naher zu erläutern, wollen wir an einen ganz einfachen 
Fall anknüpfen. Wir wollen Ä und ^p als nur von der x- Koordinate ab- 
liängend annehmen. Dann folgt aus den Gleichungen (56) für die Ver- 
rückungskomponenten, die dann ebenfalls nur von der x-Koordinaif 
Abhängen: 


Da^hier alles nur von x abhängt, so folgt aus (69), (61) und (66): 


Nun gehorchen aber r den folgenden 
ebenfallfl nur ^yon x abhi^en [(ygi Oleio] 
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(68) 


d A + 2/i' TF“ ’ 

es ~ 

d fl d ^ 

ö’ r __ fl f 

■FF"““ 7” ’ 


und man kann daher nach (32) etwa folgende Lösungen ansetzen: 

— of . sin £3f — j/^ , 

(69) 5 « - a • sin a ~ j/^ f j ^ 

r = — a . sin « ^a; — |/^ ^ » 


die nur noch einmal zufolge (67) nach x integriert zu werden brauchen, 
um f, 7/, C zu liefern. Dies führt zu den Formeln: 



1= C08 «if - |/- 
= 2 cos a |a: — f j . 

J — 2 cos a — |/^ . 


Das sind Wellen, die sich parallel der a:- Achse fortpflanzen; die Wellen- 
fläche ist also eine Parallelebene zur yz^Ebene. Je nach ihrer Lage zur; 
Wellenfläche kann man nun zwei Arten von Wellen unterscheiden: Die 
Komponenten i],C liegen parallel zur Wellenfläche, senkrecht zur Port- 
pflanzungsrichtung. Deshalb nennt man die durch r],C dargestellten 
Wellen „Transversalwellen“, Im Gegensatz dazu liegt f parallel 
zur Fortpflanzungsrichtung, senkrecht zur Wellenfläche, weshalb man 
diese Wellen „Longitudinalwellen“ nennt. 

Aus (67) erkennt man nun, daß die Longitudinalwellen f nur mit 
Dilatation, die Transversalwellen rj und C dagegen hur mit Botation 
verbunden sind. Man erhält daher das Besultat, daß die rotations- 
freien Dilatationswellen Longitudinalwellen, die dilatations* 
Ireion Botationswellen dagegen Transversalwellen sind. 

hu allgemeinen sind in festen elastischen Medien beide Arten von 
Wellen möglich. Dagegen ist dies anders, wenn wir Flüssigkeiten 
öder Gase betrachten. Diese Medien sind dadurch charakterisiert, daß 
^ zwar einer Volumänderung (einer kubischen Dilatation) einen „ 
iderstand entg^onseiwen, d. h. eine von Null verschiedene Ela8ti2dtäi^ 
^önstante X besitzen, nicht dagegen einen Widerstand gegen Schubkräfie, 
/ö haben keine bestiffimte' Gestalt, nnd der Schubmodul ist daher für 
gleich Null - . 
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‘ ■ L- .LJ- ■'■■■! .ilM-L..». I ' ■ !■■■ ■■ > - -- - ^ 

•Äan e rkennt non aus (70), daß dietiesch'^digkeit der Lungitudinul- 

^Öen=|/^-^^, der Transversalwellen ist'* ' 

"■ Folglich können in gasförmigen und flüssigen Medi(*n 
nur Longitudinalwellen existieren*), deren Portpflanzunf;... 

geschwindigkeit ist. Dagegen können transversale Störungen sich 

'nicht fortpflanzen, weil ihre Geschwiüdigkeit gleich Null wird. Die 
Schallwellen in Gasen und Flüssigkeiten sind daher longi- 
tudinale Dilatationswellen. 


*) Sofarn wenigstens von der Reibung abgesehen wird; vgl. Kap. XIX. 


Vierzehntes Kapitel. 

Schwingungen von Saiten und Membranen. 

133. Lineares System diskreter Massenponkte. 

Unter einer „Saite“ versteht raan einen Stab, dessen Querschnitt 
so gering ist, daß er keinen Widerstand gegen Biegung melir leistet. 
In lie f Tat zeigt Gleichung (65 a) des Kapitels XII auf pag. 535, daß dies 
möglich ist. Denn das zu einer bestimmten Biegung, d. h. zur Er- 
zeugung eines bestimmten Biegungspfeiles notwendige Drehmoment ist 
proportional dem Au8dru<?kt* bh^ oder, da bh gleich dem Querschnitt g 
des Stabes ist, proportional zu nimmt also mit abnehmendem Quer- 
schnitt resp. abnehmendem b und h sehr stark ab. Wenn es auch, 
streng genommen, keine Saite geben kann, die gar keinen Widerstand ^ 
gegen Biegung besitzt, so wollen wir uns doch nur mit diesem Ideal- 
falle beschäftigen. Damit eine solche Saite überhaupt Biegungsschwih- 
gungen ausführen kann, muß sie durch einen Zug gespannt wetden. 
Ihre Enden sind dabei befestigt. 

Ganz ebenso ist eine „Membran“ eine Platte, deren Dicke verschwin- 
dend gering ist, so daß auch sie nur Schwingungen ausführen kann, wenn 
sie gespannt ist, wobei der Band festliegt. Eine Membran ist gewisser- 
maßen das zweidimensionale Analogon zur Saite, 

. Die Differentialgleichungen der SaiUmschwingungen wären nun, in- 
(lern man die Linearität, den verschwindenden Stabquerschnitt und die 
Spannung der Saite einführt, au^ den allgemeinen Elastizitätsgleichungen 
erhalten. Wir 2 dehen es jedoch vor, in Anlehnung an Lagrange 
Saite als ein System einer endlichen Anzahl von gleichen diskreten 
Massenpunkten zu betrachten, die in, gleicher Entfernung voneinander 
liarch elastische Kräfte in ihier Euhelage gehalten werden. Eine S«dte 
^’bd also ersetzt durch folgendes System von Massenpunkten (Fig. 1,69). 

Die Masse jedes dieser ^Punkte sei m, die Entfernung je zweier ^n* 
einander /; die Längsrichtung der Saite nehmen wir zur aj-Achse^ f 
Wir verlasse» hier den Standpunkt der Kontinuitätstheorie 
der ElastiaatÄtstheorie im engeren Sinne, und begeben uns in dife 
meinet der Dy^fÄ Massenpunkte.. Wir müssen nu» 

ngungsgiei(*,l|j^^gÄ^i^ , dieser ' .Massenpunkte f ^if. 
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und a— i h^^us. Dne^'Kiwrd^ten sind 
(x^Ö', 0 ) l^p, 0 ^ 0 ) und femef ist nach VQiauascttui^ 

^ ^ *** ^ • 

Nun etteiten wir beiden Punkten eine Verschiebung, deren Komponenten 
^för den ersten Punkt wir rj^, für den zweiten Ca-i 

nennen wollen. Dann sind die Koordinaten der Punkte nach der Ver- 
rückung 



Fig. 169. 


/bezeichnen wir den Abstand der Punkte nach der Verschiebui^ mit 
so ist offenbar 

bsi - (i + 1. - 1 ,-,)* + (*/. - »/.-,)* + (?, - 

Anderseits kdnnen wir auch durch { und die durch die Verschic- 
: bung herrorgebracbte Verlängerung ausdrücken. Es sei die Verlängerung 
dä: Längeneinheit so Ui ist die Verlängerung von .!• Dann ist also: 

K^iojimiert man diewn Ansdruck mit (2), so folgt: I 


(^ • 1(1 + j?} - + Ct- 

>.odet: , 

. 1(1 + Ja - f + 1 . - 1.-4 |/i + 

^ die Verschiebungen, f,,. » 7 ,, alte infinitesimal, 

'klfsö jedenfalls klein gegen die endliche Größe l sind, so ist der Bruch unter 
d#Wnn$el klein gegen I, tind man darf ihn dnhw nachdem btoonuscbeu 
litoisti! entwiclmln. Mim eth&lt nach. Jßivision mit ^ 




l^ nnn aber äte ^ giegi^ | 
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,6) b+JI-il+5^jf+i(!^^)’+i(t=^ 


Reclmet^ man die rechte Seite aus und vernachlässigt Größen von höherer \ 
als der zweiten Ordnung, so folgt für die Verlängerung der Längen- 


oinheit: 


Welche Kräfte müssen nun wirken, um eine Verlängerung von l 
auf l{l+At) hervorzubringen? Zunächst wird die Saite in der Euhö- 
läge erhalten durch eine konstante Spannung S; diese Spannung wirkt 
natürlich auch dann, wenn die Saite aus der Euhelage herausgebracht 
wird ; aber sie kann einen derartigen Vorgang nicht herbeiführen, sondern 
dazu bedarf es noch einer besonderen Kraft, die wir Ki nennen wollen. 
Für dieselbe nehmen wir das Hookesche Gesetz der Dehnung eines 
Stabes an, welches, wenn hier die Züge als positiv gerechnet werden, 
nach Gleichung (88) des XIL Kapitels auf pag. 525 lautet: 

( 8 ) = 


Die Gesamtkraft s^tzt sich also additiv aus S und Ki zum Betrage von 
K zusammen: ^ 

(9) K=^S + qEAl. 


Nunmehr berechnen wir die Arbeit, die von der Kraft K geleistet 
wird, indem sie das Stück l um den Betrag lA l verlängert. Bezeichnet 
dA die Arbeit, welche erforderlich ist, um l um das unendlich kleine 
Stückchen hd{AT) zu dehnen, so ist: 

dA ^ Kld{Ali S d(Al) + Iq^ E Aiy d(Al). 


Also die Arbeit A, wenn eine Dehnung bis zum Betrage h Al erfolgt: 


( 10 ) 


Al Al 

AmlsJd{Al) + lEqf(Jt\d{Jt}, also; 


Biese Arbeit ist glei(^ der mvonnenen potentiellen Energie, iind \ 
da wir diese in der Gkdcligewichwsge als Null annehmen, gleich der ge« 
samten potentiellen Enei^e des aus den beiden Massenpunkten «be- 
stehenden Systems, die heißen möge. Unter Rücksicht auf (7) 

®lso unter Vemachl&ssigüng von Gliedern von höheren als dem zweite 
"•■ade: ■ l,'" ; 
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tibergang in ^er kontinuierlichen Saite. 

Wir erkennen bei einer Betrachtung der Gleichungen . (18), daß sie 
alle von derselben Form sind; es genügt daher etwa die erste in be- 
trachten. Wenn man die zweite und dritte daraus erhalten will, hat mää 
nur qE durch S zu ersetzen. 

Wir wollen nun die erste Gleichung (13) durch l dividieren; dann 
steht links ^ 

m 


Denken wir uns die Masse m kontinuierlich auf 


(las Stück l verteilt, so wird die „Masse pro Längeneinheit“, 

die durch e bezeichnet werde. Den Ausdruck rechts können wir nach 
Division mit l schreiben: 

4* 1 "" »t 

l 


l 


l 


Der Bruch - nähert sich, wenn wir l immer kleiner werden lassen. 


dann zu 


\Bx) a" 


unbegrenzt dem Werte ^ ; ebenso wird 

Also folgt da ja l dann zum Differential dx wird. 

Da nun a und o + l jetzt nur um das Stück dx absteben, so ist: 

(19...- (H).+Ä(a-- • 

Dieses Eesultat ergibt sich, wenn man Taylor entwickelt 

und nach dem linearen Gliede abbricht. Dann folgt schließlich rechts: 


lim 

|e0 


4. 1 "• I« t 

l 

i 


i 


ill 

6 


und damit ergibt sich als Endgleichung: 


^1 

di» 




Ersetzt m^n f hier durch resp. C und gleichzeitig qE durch S, so er- 
hält man die drei Gleichungen der schwingenden Saite: 
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von Welten sind bei einer* Saiten mögUoh» obw^J^ ^Ry^Banptinter- 
esse auf Trs^versateobvriingnngen konzenWie^« Man^rkennt 
(kns (14) folgendäh Satz: ; ^ 

*>l)ie Longitudinalschwingungen Hängen nur vom Mate- 
zjaL nicht aber von der Spannung der Saite ab; dagegen 
sind die Transversalschwingungen hinwiederum von der 
Elastizität der Saite völlig unabhängig. 

, Zu den Gleichungen (14) treten, um das Problem überhaupt bestimmt 
zu machen, noch die sogenannten „Bandbedingungen** und die 
„Anfangsbedingungen“ hinzu. 

Die Eandbedingungen sagen hier aus, daß für alle Zeiten der 
Anfangs* und Endpunkt der Saite in Buhe bleiben sollen. Ist die 
" Länge der Saite L, so ist: 

(14a) f,.o = f»«jD = 0; ebenso für rj und f. 

Die Anfangsbedingungen sagen aus, daß zur Zeit <==0 jeder 
Punkt der Saite eine bestimmte Elongation und eine bestimmte Ge- 
schwindigkeit hat. Die Gestalt der Saite ist also eine gegebene Funktion 
von X, ebenso wie die Geschwindigkeit derselben. Man hat also: 

(14b) für < 0: | = P{x)] = G(a); ebenso für ij nnd 


Es ist schon früher bemerkt worden, daß man eine Membran als 
das zwwdimensionale Analogon der Saite betrachten kann.^ Dem ent- 
spricht es, daß man die Membran durch ein zweidimeiponales Ketr. 
von Massenpunkten approximieren kann. Für dieses kamS man, ähnlich 
wio in Nr. 183, die Gleichungen aufstellen, die durch einen geeigneten 
Qtenzübergang schließlich die Schwingungsgleichung der kontinuierlichen 
Membran liefern. Wir beschränken uns auf die Betrachtung der Trans- 
versalwellen. liegt die Membran in der Buhelage in der a:i/-Ebene, 
* SO erkennt man leicht, daß die Differentialgleichung der Transversal- 
Schwingungen lautet: 

‘Tp “ ® Ifl** «y’J 


.Habe! bed^ibte die „Masse pro Flächeneinheit“ der Membran. Auch 
Mastr treten ^t8pre<$hende Band- nnd Anfangsbedingungen. Pabei 
ist aSerdings noch vorausgesetzt, daß die Spannung der Membran völlig 
Iglfiiehmäßig ii(; im anderen Fidle kompliziert sich natürlich (15) echcb- 
' Bchr Wir vetden uns auf gleichmäßig gespaimte Membranen beschränken. 

ISS, JM» Sehwingaiifen d« Saite. 


Wir wollen nun statt C einen Buduttab^ u, «nfüh^» ebenso 
- ffbr ^ öder y den Buclugtobwi «V? yDi^ .gS'wiii^ aDe 



die Vorm: 
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(16) 


dP * ® ö** 


an die w onsere wditeren Betrachtungen ansehlieSen vollen.» hjIMä 
einzigen wirkenden Kräfte sind hier die Trägheitskräfte, die in 

dem Ausdruck stecken. Explizite äußere Kräfte sind nicht vor, 

banden. Die so entstehenden Saitenschwingungen nennt man „freie 
Schwingungen«. Es sei übrigens bemerkt, daß die bei der Saite auftreten- 
den Kräfte alle pro Längeneinheit gemeint sind, z. B. ist — die Träg- 
heitskraft pro LängeneiiAeit. Das liegt daran, daß wir unter e hier 
nicht die Dichtigkeit, d. h. die Masse pro Volumeneinheit, 
sondern eben pro Längeneinheit verstanden haben. 

Um die mathematische Form möglichst einfach zu machen, woUen 
wir im folgenden die Länge der Saite gleich 1 annehmen; die Differential- 
gleichung (16) ist also riur in dem Intervalle von 0 bis 1 definiert; dieses 
, heißt das „Grundgebiet“ der Differentialgleichung. Dann haben wir 
die Eandbedingungen nach (14 a): 

(ißa) «(0) = m(1) = 0 


und die Anfangsbedingungen nach (14b): 

(16b) für f-0: « = F(a:); -if = G(*). 

Das Problem ist: die allgemeine Lösung von (16) zu finden, die die 
-Kancl- und Anfangsbedingungen befriedigt. 

Zunächst weisen uns die Entwicklungen des vorigen Kapitels dazu 
einen möglichen Weg; denn danach kann man die allgemeine Tiftannp 
von (16) in der Form schreiben: 


« = — c<) +/2(®+c0. 

wobei die FunktioMwerte resp. U ««ch mit der Geschwindigkeit e 
^h rechts resp. links fortpflanzen. Nun sind zunächst und /, gana 
e lebige Funktionen. Aber die Randbedingungen fordern für alle 2feiten 

^ ^ *'7®* M(0)=:tt(l)=0 sein soll. Demgemäß müssen die 

rinktionen und /, derartig gewählt werden, daß 


M0) + /,(0) = 0 = /,(1)-1-/,(1) = 0 
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,'(*) ä= G(®), 


I + /*(«)% 3 


..i * 

1 ^. .wobei die Striche Ableitungen nach dem Argument x'^oi bedeuten 
sollen; F und G sind natürlich gegebene Funktionen. Es folgt daraus: 


(20a) 


/,(*) +/,(*) -■P(*). 

+ /,'(*) »70 (*), 


welch letztere, nach x integriert, liefert: 


(m). -f,(x) + f,(x)>^j:fG(x)dx, 

Ü 

und daraus ergibt sich sehr einfach: 

X 

(21) 2f,{x)^F(x)-yfG(x}dx, 

0 

X 

(22) " 2/,(*) = F{x) + ^f G(x)dx, 

ü 


^imlarch die beiden Punktionen vollkommen bestimmt sind. 

Biese Lösupg ist offenbar die allgemeine, da sie, wie oben j^^ezeigt, 
einem beliebig gegebenen Anfangszustande angepaßt werden konnte. 
: Danach bestehen zwei Arten von Wellenbewegungen gleichzeitig an der 
Saite: eine von links nach rechts, und eine von rechts nach link? 
fortschreitende. Die durch die Übereinanderlagerung der beiden ft vt- 
^8<äireitenden Wellensysteme entstehenden Wellen nennt man „stehendt 
tune Bezeichnung, deren Bedeutung leichter hervortreten wird, wenn 
wir nun noch nach einer ganz anderen Methode eine Lösung der 
Gleichung (16) nebst Bandbedingungen versuchen. 

^ V Wir setzen zu dem Ende versuchsweise eine Lösung von ( 16 ) in der 
;$örm an: 



u = y(ar) • cos ni. 


wo n eine zu bestimmende Konstante ist. Durch Einsetzen dieser Worte 
in (16) fo%t: 

. ,v ■ 

'tiüd dw Bwndhßdingiiiigen (16a) ergebeo '^ 
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Wir setzeil zur i^kürzui^ »A, so daß wir Iiösungen f zu 
haben, die folgenden Bedingungen gehorchen: , ^ ; 

I y''{a!) + Aqp{a;) = 0 , 

’ 1 9(0) « 9(1) = 0; 

Ableitungen nach x bezeichnen wir im folgenden stets durch Strichfe; 
\^ae es in (24) schon geschehen ist. Die erste Gleichung (24) ist nun 
von der nämlichen Form wie diejenige für einen schwingenden Massen«^ 
punkt, so daß man das folgende Integral hat: 

(25) ^ sin ]/A 

Die zweite Gleichung (24) fordert dann: 

l 9 ( 1 ) = cos yr+ sin ]/r=: 0 . 

Die erste dieser Gleichungen liefert -4 a «o, während unbestimmt bleibt. 
Die zweite könnte durch erfüllt werden; doch würde dann (25) 

die banale Lösung 9=0 liefern. Schließen wir diese aus, so muß nach 

(26) sein: ^ 

(27) siuVT^O. 

Diese Gleichung ist aber erfüllbar, da A = wegen des unbestimmten 

n disponibel ist. Der Sinus verschwindet, wenn sein Argument gleich 
einem ganzzahligen Vielfachen von n ist, also folgt: 

( 28 ) (» = 1,2, 3.. . 00 )»), 

und die Lösung (26) geht über in die folgende: 

(29) = sin vnx (v = 1 , 2 , .... oo). 

Aus (28) folgt für n die Wertefolge: 

(30) n, = evn (» = 1, 2, 3, . . . . oo). 

Wir haben also unendlioh viele Werte n=n, und eine ebenfalls unendliohfr^ 
Fimktionsfolge die uns partikuläre Lösungen der Gleichung (24) 
liefert. Jede Li^uag von (24) gibt nun, mit cos n,f multipBsd^ 


^ ^). Wttrda malt. ILlnge dar Salta gleich L genommen haben« 

Stelle. ^ naCfJn'.tiültai. man lieh leicht flbarteBSt. 


v äiihRi, '•fe man aioh leicht Ubeiseagt, 

... 
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0 ^ (28) eine ^er ’^vor^legten Differeäida%leichimg (16). 

' in linear ist, so liönnen die jiartikalären Integrale, mit belielngen 
Konstanten mnltipIizieH, addiert werden. "Man erhält so: 

“ ' U?? ItS? 

( 81 ) « -• 2 “» “ 

* ¥ ¥ 

Dabei ist natürlich erst zu zeigen, daß diese unendliche Beihe konvergent 
ist, d. h. überhaupt einen Sinn hat. 

^ Genau dieselbe' Argumentation kann mit dem symmetrisch zu (28) 
gebildeten Ansatz durchgeführt werden (da der Kosinus vor dem Sinus 
keinen Vorrang besitzt): 

^) tt = 9 ?(a;)-sin n<. 

Derselbe führt zu der Lösung: 

^,( 83 ) ^^^^¥ cifnte 

Durch Addition von (81) und (83) ergibt sich die allgemeine Ii^aig: 

1,00 

(84)> u ^ä.nu«x{A^Bmcpnt + B^coscvnt], 

¥ 

Die Punktionen %, die das Bandwertproblem (24) lösen, heißen 
die „Eigenfunktionen**, die zugehörigen Werte die „Eigenwerte“ 
*^5es Bandwertproblems. Die Eigenfunktionen sind übrigens nur bis auf 
eine Konstante bestimmt, da sie ihre Eigenschaft, Lösungen der Diffe- 
imntialgleichungen zu sein, nicht verlieren, wenn man sie mit einer be- 
liebigen Konstanten multipliziert. Wir wollen in der Tat aus später hervof- 
t|t]0tenden Gründen als Eigenf unktioneh % nicht einfach sinv^rx, sOn- 
^dem^f’ mnvTtx annehmen, wo C später zu bestimmen ist. Dann 
g^ht (84) über in: 

1.00 

{84a) tt>B 0'^änvnx{A,^evat + B^coscvnt], 


.^ 8^ äbrigens nochmala betont, daB diese Lösung nur dann einen Sinn 
weim die Beihe (34a) konvergent ist. 

Die in (84a) steckenden unbestimmten Konstanten A und B müssen 
.mm so bestimmt werden, daß ^e Anfangsbedingungen (16b) «tlüllt 
wärden. Es muß gezeigt werden, daß dies mögliob ist. Zu dem! Zwecke 

Ji^en wir . zunächst einmal die Werte (u)(«o und haob Oiei- 

^OBg ^a) und (16 b). Wir haben sofort : ' •> 
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ßben^o fol^ durch Differentiation nach t: ' 

» 1» <» s 

(4t)i-o “ sinrwa! • •= on'^vtp^iz )- - (?(*)• 

¥ r . 

Die Frage ist: Können die Konstanten und so be- 
stimmt werden, daß die Gleichungen (35) und (86) befriedigt 
sind? 


136. Entwickelung willkürlicher Funktionen nach Eigenfunktionen. 

Mit der oben bezeichneten Frage sind wir auf eines der wichtigsten 
Probleme der mathematischen Physik gestoßen. Es handelt sich darum, 
eine willkürlich gegebene Funktion in einer Eeihe zu entwickeln, die 
nach den Eigenfunktionen des betreffenden Eandwertproblems fort- 
schreitet. Auf diese Aufgabe wurde zuerst Fourier geführt bei seinen 
Untersuchungen über Wärmeleitung; und die trigonometrischen Eeihen, 
mit denen wir es auc^bei unserem Problem zu tun haben, heißen nach 
ihm „Fouriersche Ifflihen“. 

Wir wollen in diesem jAbschnitt 'zeigen, daß es jedenfalls formal 
möglich ist, die Koeffizienten der Eeihen zu bestimmen; allerdings fehl^ 
dann noch das Wichtigste, nämlich der Nachweis der Konvergenz der 
Eeihen. Die hierauf sich beziehende Untersuchung stellen wir aber vor- 
läufig zurück, um sie später mit den modernen Methoden der Theorie 
der linearen Integralgleichungen aufzünehmen. 

Zuerst also zur formalen Bestimmung der Koeffizienten und 
in den Gleichungen (35) und (36)! Dazu verhelfen uns zwei Eigen- 
schaften der Eigenfunktionen %{x), die wir jetzt ableiten müssen. Wir 
betrachten zwei voneinander verschiedene Eigenfunktionen fp^{x) tmd. 

(37^ j %==C’Bmv7ix, 

1 = C • sin finx. 

Dann bilden wir mit ^esen das über das Grundgebiet von *=0 bis »=1 
erstreckte Integral: 

1 1 

« J <p^{*)dx - C*J sinv»® • mfixx • dx. 

0 0 

Vermittels der bekannten Itrigonometrisohen Belation: 

sinv;*»* sin finx ^ oos (v— /u) «a — ^ cos (»+/*) nx 

kann schreiben: 




ukd daraus folgt nach Einführung der Grenzen das wichtige Besultat: 

(89) («' + /*). 

0 

Man nennt die in Gleichung (89) ausgedrückte Eigenschaft der Eigen- 
funktionen die Eigenschaft der „Orthogonalität“. 

Dazu tritt noch eine zweite Gleichung, die man erhält, wenn man 
den oben ausgeschlossenen Fall erledigt, daß v^/x wird. Wir betrachten 
demgemäß das Integral: 

(40) C'Jsin*vnx-dx, 

■ r 0 0 

welches vermöge der trigonometrischen Belation: 


cos 2vnx 
2 


sin* vnx 


folgendermaßen transformieren läßt: 

(41) J^^:=~j'dx--^Jco32vTix^dx‘>«^- 

^ 0 0 

' Man findet also, daß J„ eine positive Konstante ist. Nun hatten 
%ir aber C noch unbestimmt gelassen und wählen es jetzt so, daß wir 
für deh einfachen Wert 1 erhalten. Dann folgt aus (41): 

(^ C = f2 . 

* jMese Bestimmung des Faktors C nennt man die „Normienmg“ der 
Mgenfnnktionen. Bezeichnen wir nun durch <Py{x) in Zukunft den Aus- 
^dniek yS^sinv^x, so finden wir folgende Fundamentaleigenschaften der 
Jäge^önktionen:* ^ 

* 0 * (*'*+ #*)» 

(4« "i. 

J„mjq,*{x)dxml. 

Bie Ges^theit der so bestimmten Bigenftmktionen eines Bandwert- 
'p;((»Uem8 nennt man das „normierte Sjfstem“ dem^ben. 
t ’Nm ist es leicht, ipit HiKe der Glliohm^ (4^ ^e forma^ je- 
; jtimmimg der E($effi«i<inten durohanfäteen. ^traÄ^ "■ 
in C^<diang (8fi^^fttonfieitte«&tttirickelnng) ^^ 
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J 00 

(35^) { ^ , 

V' •.Biy5’Än»a! + B,|^8m2jia:+...B,V28ina»a!-fe;.. 

Zur Bestimmung etwa des Koeffizienten multiplizieren wir 
(B5a) mit dem Ausdrucke ']/2sincc7tx*dx und integrieren beiderseits 
über das Grundgebiet; dann erhalten wir 

][2 jFix)sine^jtx- dx >=^Y2 Jdx* Binanx sin i/ o; • j 

0 0 
^ 1 
hf® 

(44) =22 j d X > sin n x • sin V n X • 

s» ^Bif ainnx* 8manxdx + • . • 2B^jBin^anxdx -f . . . 

0 0 

Bei dieser Schreibweise ist allerdings angenommen, daß wir die 
Beihenfolge der Integration imd Summation vertauschen dürfen, d* h. 
daß wir das Integral über die unendliche Summe als identisch mit der 
unendlichen Summe der Integrale der einzelnen Keihengheder betrachten 
dürfen, mit anderen Worten, daß die Reihe „gliedweise*' integriert 
werden darf. Selbst wenn die Reihe (44) konvergent ist, ist dies nicht 
immer gestattet, sondern die Konvergenz der Reihe muß noch von be- 
sonderer Art sein. Wir kommen darauf später (in Nummer 141) zurück 
und setzen vorläufig die gliedweise Integration als erlaubt voraus. 

Wenn man nun die Bezeichnungsw'eise und für die rechts- 

stehenden Integrale anwendet, so kann man (44) auch folgendermaßeL 
sclireiben; 

1 

(45) y2f f (a;)8m«?ja5*dx = + + + 

*0 

woraus mit Rücksicht auf (48) sofort folgt: 

1 1 

(46) ]/2 rjp(x)8in«yrxda: « jF{x)(p^{x)dx^ 

i 0 

wodurch B^ vollkommen bestimmt ist. 

Man erkennt also, daß iü der Tat infolge der Eigenschaften (43) 
Eigenfunktionen die Koeffizienten B^ alle bestimmt werden können^ 
Eine derartige Koeffizientenbestimmung nennen wir die „Fourle^sc^* 
Genau ebenso ergibt sich für die Reihe (36): 

I ‘ X ’ 

m (*) sin « « * d * » -j“ J 0 (ib) . 
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Ob ^ Yitfahien äxten, Siiw hat, im besonderen,^ ^atnx): es toläst^ ist, 
. Iranh'l^lioh msieine TJntetsu<dmn|| über J^onvetgtsis der mit den 
>Koeffiaenten und B, gebildeten Beiben ents^mden. Die etigent- 
}rehe1b Schwierigkeiten des Problems liegen dort, niobt in 
der formalen Bestimmung der Koeffizienten. Um dai physi- 
' kalischen Inhalt unserer Entwickelung an dieser Stelle nicht mit rein 
«tathematisohen Untersuchungen zu belasten, setzen wir zunächst den 
him angewendeten modus procedendi als brauchbar voraus, um ihn 
später streng zu begründen. 

187. Die müidichen Schwingnngsformen der Saite. 

, Wir wollen nun die Diskussion der nach Gleichung (84 a) möglichen 
Schwingungsformen der Säte dadurch etwas vereinfachen, daß wir die 
Zeit <=0 so wählen, daß die Saite dann gerade durch ihre Bahelage 
schwingt. Dann ist aber nach (85) Ut^o=F{x)=0, und damit sind die 
sämtlichen Koeffizienten B, nach (46) gleich Null. 

Mit dieser Vereinfachung ergibt sich aus (84a): 

■ ( ,sincvnf •sinvnx 

(48) < * 

' ( = y^{.4^sincnf »sinns + .,4,sm2c7f • sin2nz-i- •••1- 

Betrachten wir zunächst einmal das erste Glied ifjsincTti' sin ;i 2 . 
'Man kann diesen Ausdruck in eine Summe umformen: 

449) sine «f sin n a; B jcos « (® — cf) — cos «(* + cf)| > 

Was in Übereinstimmung mit Gleichung (17) zeigt, daß die resultierende 
Welle aufgefaßt werden kann als Ubereinanderlagerung zweier mit der 
Geschwindigkeit c gegeneinander laufender fortschreitender Wellen von 
'derselben Amplitude. Es ist bereits an jener Stelle bemerkt worden, 
daß man das Besultat dieser Superposition als „stehende“ Welle be- 
zeichnet. Diese Benennung rechtfertigt sich durch folgende Überlegung: 
'Bei mner fortschreitenden Welle, z. B. oo8n(z— cf), ist kein Funkt 
,:für alle Zeiten f, d. h. dauernd, in Buhe. Dagegen sind bei einer 
^'jsti^nndett Welle, wie sie durch (49) dargestellt wird, stets gewisse Punkte 
^ schwingenden Systems dauernd in ihrer Bubelage. Nach (49) sind 
mes'in unterem Falle die Punkte, für die sinn z verschwindet, und dies 
findet in dem dnrdi das Grqndgelaet beschränkten Werfintervalle irur 
statt für zs=0 und z»!; d. h. bei der dtfreh (49) dargestellten Schwin- 
gung sind (was wir übrigens schon wußten) Anfangs* und Endpunkt 
def Saite in Buhe. Um die Extremlagen dw ßmte kennen zu lernen, 
'WfGäm w einmal' f SS f| so, daß sincntjarl, und eid zweites Mal so 
daß sincff^s-rl wird* Dann müssen, da di«i ^ 

größten Werte des Zettf^tom siriä, alle anderen Iiagen zwischen diesen 
'beidnt*i%mi. Wir «rbalten alzo folgende Gi^|i|lageh!T 
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(50) - oad •-•Aisinnx, 

cb'e ixi Kg. 170 dargestellt sitid, deren BezeicKnungen wohl ohne wmter^^ 
verständlich sind. Diese , Schwingungsform der Saite nennen w die / 



„Grundschwingung“; diese liefert, um uns akustisch auszudrücken, 
den „Grundtön“. Die beiden in Eulie bleibenden Punkte aj«0 und 
z=l heißen die Knoten, der Punkt oj—Ya der maximalen Elongation 
der,, Bauch“ der Schwingung. 



Wir gehen jetzt über zu der Betrachtung des zweiten Gliedes:* 
A^sm2cnt*Bm2nx, 

welches x^türlich, ebenso wie das erste, als eine Übereinanderlagerung 
^eier fortschreitender Wellen aufgefaßt werden kann. Die durch (61) 
dargestellte stehende Welle hat folgende Eigenschaften: An den SteQea^ 
0, ^«1 liegen Knoten, an den gerade dazwischen h^ndeii 

h ^ Bäuche der Schwingung. Man erhält däber 
g» 171 gezeichneten BatfesmlagCn der Saite,* diese Schwing^^M^ 
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die ,;er8te Oberscb-wingung^* der sie lie|0^den ersten ^jOber- 
ton*V? Greifen wir einea .beliebigen berat:#, den vät konstant 

Jfeialten, so vollführt derselbe bei dem Grtodton eine Schwingung nach 
der Gleichung sin ent, beim ersten Oberton naiöh der Gleichung^sin 2(?jr 
Daraus ergibt sich für den Grundton die Schwingungszabl in in Sekunden 
oder die sogenannte „Frequenz“: 

(ö2a) ni = cn 

und für den ersten Oberton: 

(52b) n^=:2cn. 

Letzterer vollführt also die doppelte Anzahl von Schwingungen wie der 
Grundton. 

Ganz analog ist nun die Untersuchung für den zweiten Oberton: 
(58) sin 8]c jt < • sin inx, 

An den Stellen x ^ 0, x — ^1^, x ^ x « 1 liegen Knoten, an 

den gerade dazwischenliegenden x « Ve> ® Ve» ® ” ^/e Bäuche. Die 
Extremlagen werden veranschaulicht durch Fig, 172. Die Schwin- 



gungszahl für den zweiten Oberton ist « 8c n. Und so fort. Zählen w 
die an den Enden befindlichen Knoten nicht mit, so finden wir folgen- 
des allgemeine Besultat; Der Oberton hat u Knoten und die 
ächwingungszahl na+i * (<^ + l)c?r. Alle diese Schwingungszustände 
lagern sich übereinander, und man erkennt, daß im allgemeinen die 
Schwingungsform der Saite sehr kompliziert ist. Daß aber wirklich 
ewß große Anzahl von diesen Tönen im allgemeinen in einer Saiten- 
Schwingung enthalten ist, läßt sich durch direkte Versuche am Mono- 
dkid beweisen. Je nach der Art der Erregung der Saite fallen die 
Amplituden der einzelnen Töne relativ zueinander verschieden aus. und 
die Seite ändert ihren Klangcharaktear oder ihre sogenannte „Klang- 
farbe“. 

188» Dia anwungenan Sdiwiiigii]ig«ii dar 8aite. 

I» dem Faile, daß neben der TrägbeitBkräft/^ imeh explizite außme 
Maasenkräfte wirk^ wird die Differ^tiaigle|ehung der schwingf^nden 
Sai^ von Feriia: 
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. * Ö’« •' fl*tt ,, 

• » ' V' ö «* ® ä » 

WO X(ir,0 <iie gegebene äußere Kraft in ihrer Abhängigkeit von Baum 
nnd Zeit darstellt. Dazu treten die alten Randbedingungen m(0) =m(1) ==()♦ 
Die Differentialgleichung (54) nennt man eineinhomogene Differential- 
<;lcichung. Durch die äußere Kraft wird der Verlauf der freien Schwin 
gung gestört, weswegen X(x, t) auch als „Störungsglied“ bezeichne! 
wird. Die nun auftretenden Schwingungen der Saite werden demgemäf 
als „erzwungene“ Schwingungen b(*Z(‘ichnet. Wir wollen zunächsl 
an Stelle von (54) ein einfacheres Problem substituieren. Dieses gC' 
winnt man durch folgende Betrachtung: Es seien folgende einfacher« 
Gleichungen gegeben; 


(55) 


f _ /.s 
I s«* Ö i» 

I d* Ui , d* Ui 


/i (a;)cosnj t, 
/g (x) cos 712 1 . 


Die Vereinfachung gegen (54) besteht darin, daß das Störungsglied ali 
Produkt eines Eauinfaktors fi(x) resp. f 2 (x) und eines Zeitfaktors cos% 
rcsp. cos ^ 2 ^ dargestellt ist. Sind nun Lösungen Wj und U 2 dieser Aufgabei 
gefunden, so bilde man die Summe m = Wi + W 2 . Dann findet man durd 
Addition der identisch befriedigten Gleichung (55): 

(56) Y(>~ («1 + «s) - c* (m, + ?ij) s /, (x) cos To, t + /, (x) . cos n, f ; 

d. li. ist nun eine Lösung der in (56) formulierten kompli- 

zierteren Aufgabe. Umgekehrt kami man das Problem (56) durch Zer 
legen in zwei einfachere Probleme vom Tvpus (55) lösen.' Es ist ab< 
für ims von AVichtigkeit, die störende Funktion X(x,f) als ein Produki 
von Zeit- und Eaumfaktor oder als eine Summe von solchen Produktei 
darzustellen. Das ißt aber forma! wenigstens möglich durch die Fourier- 
sche Keihenentwicklung der Funktion X(x,t). Wir wollen annehmen, 
daß X(x,t) eine Funktion von solcher Beschaffenheit sei, daß diese 
Reihenentwicklung möglich ist, daß \^ir also setzen können: 


X (x,i) = /^(x) + fi(x) cos nt + f^ix) cos2?if + . . . 

+ + J /2 W sin 2nf + . . . 


Laim zerfällt unser Problem (54) in eine Reihe von einfacheren Pro- 
blemen vom Typus (55), auf dessen Behandlung wir uns also beschränken 
dürfen. Wir nehmen dalier von vorneherein X(x,t) in der Form eines 
Gliedes von (57) an und setssen etwa: 


(58) 


d^u 2 ^ 
dt* ^ dx* 


f{x)coHnt, 


''0 n, Vorhergehenden erhellt, eine gegebene bestimmte 

^i’öße ist, (9eim Problem der freien Schwingung war im 
^ azu n gesucht, es durch die äußere Kraft festgd^«) 

Lehrbacli.' ' . 
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Die Form der störenden Kraft legt es nahe, versuchsweise durch 
folgenden Ansatz zu integrieren: >, ' 

(69) tt s= • cos ni, 

wo n dieselbe feste Zahl ist wie in (58). Setzt man (59) in (58) 
so erhält man: 

(60) - n* y>{x) ^ y" {x) = /(o:) , 

oder unter Einfühi'ung des Buchstabens X (der hier wiederum fest 
geben ist): 



wofür man noch, wenn 
{60a) 

gesetzt Tvird, einfacher selireiben kann: 

(61) tp"{x) + A y}(x) = F(x). 

Die Band bedingungen w (0) = w (1) = 0 liefern, vermögeder Substitution (50) : 
'(61a) y(0) = y(l) = 0. 

Die Aufgabe ist, das durch (61) und (61a) definierte Baadwcitproblcm 
zu erledigen. Nun liegt es nahe, an die Eigenfunktionen <p^(x) — 12 sin v :ts 
d^s Probleme der freien Schwingungen zu denken, inÄ die geg^hcnc 
Funktion F{x) in eine nach diesen Eigenfunktionen forlsclivoitiiidc 
'' Beihe zu entwickeln, was ja formal wogen der Orthogonalilätscigtu- 
schäften der Eigenfunktionen f^{x) stets möglich ist. Setzen wir die 
Konvergenz dieser Beihe voraus, so erhalten mx demgemäß: 

x|(o C, nach den Entwickelongen der Nr. 186 durch die Gleipluing Ix*- 
ktimmt ist: 

1 

,<«äl C,<^fFix)q>Jx)dx. 

0 

•Da F{x) eine gegebene Größe ist, so sind die Koeffizient! n C, 
'Vollkommen bekannt. 

* Genau die nämliche Entwickelung |mch den Eigenfunktionen 
nehmen wir nnn mit der gesncbten Ennktipn, y*(a:) der Gleichung r 
, vor, indem wir setzen: , ^ 

W ^ W y > 
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wobei nun aber, da y> gesucht, die Größen Äölbfer unbekannt, d. h. ^ 
7 a bestimmen sind. Nehn^en wir an, daß die Beihe (64) derartig konver- ' 
,ront sei, daß sie eine zweimalige Differentiation gestattet, so erhält man 
aus (64): 

(65) = 

¥ 

und durch Einsetzen von (62), (64) und (65) in Gleichung (61) folgt 

endlich : 

r V V 

oder : 

(66) \ D, f" (a:) + A D, (a) - C, ip^ (jf)} = 0 . 

¥ 

In dieser Gleichung ist es störend, daß ein Glied mit (pj'(x) auf- 
tritt, dessen Beseitigung ein^^ünscht ist. Dazu verhilft uns ein Eingehen 
auf die Eigenschäften der Funktionen 9 ?,.(a;) = |'2 sin Die Eigen- 

funktion %{x) war ja doch, wie in Nr. 135 ausführhch gezeigt ist, eine 
Lösung der homogenen Differentialgleichung für die freie Schwingung: 

9?" + A 9? = 0 . 

Diese schreiben wir, um anzudouten, daß wir eine bestimmte Lösui^ 
und den zugehörigen Eigenwert herausgreifen: 

9c,"(j) + ;.,S^,(a-) = 0, 

die identisch erfüllt ist. Also ist <p,"{a:) = —?.^(f,(x), und kann durch, 
diesen Wert in (66) ersetzt werden. Man erhält dann: 

(67) !f{-2>,^ + D,A-(7,!9:>) = 0. 

P 

Diese Gleichung kann für alle Werte von x nur dadurch erfüllt werden, 
daß die geschweifte Klammer verschwindet, was für das unbekannte D, 
die Gleichung liefert; 

(. 8 ) 

Damit ist gemäß Gleichung (64) die gesuchte Funktion ^{x) durch di% 
bekannten Eigenfunktionen %{x) und die Werte bestimmt, so daß 
wir die Lösung der vorgelegten Gleichung (61) schreiben können: ( 

1,00 

V ^ IT-X * 

¥ 

ft 

' ¥ 


( 69 ) 
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4 ^ 

^ Die Lösang wird dsO in Form einer Fourierschen Beihe erhalten und 
genügt w^en des Faktors sinv^x offensichtjdch auch der Bandbedin. 
gung (61a), wie es sein muß. Nach (69)i erhalten wir also als Lösung 
der inhomogenen Differentialgleichung (58): 

(70) M = y2 cosnf V3IX, 

y 

wo man noch für (7^, A, ihre Werte einzusetzen hätte. Wir wollf n 
jedoch weiterstehen lassen und nur A und A^ durch n resp. aus- 
drücken. Dann folgt: 

1,00 

(70a) u sss y2 cos n i n * ^ ^ • 

y 

Man erkennt aus (70a) folgendes: Die erzwungene Schwingung hat die 
Frequenz n, d. h. die nämliche, die auch die störende Kraft 

nach (58) besi tzt. Der AmplitudeufclJ^ derselben, ^ n» -V* ^ ^ 

y 

setzt sich aus einer Beihe von Gliedern zusammen mit im allgoniciiK n 
endlicher Amplitude. Nur wenn zufällig wird, wo k einer der 

Werte vc=l,2...cx) ist, wird das betreffende Glied imendlich, also di* 
ganze Lösung ebenfalls. D. h.: Wenn die Periode der störendt u 
Kraft der Periode des Grundtones oder einer beliebigen 
Obersohwingung der Saite immer näher und näher kommt, 
s wächst die Amplitude des betreffenden Gliedes schließlich 
über jedes Maß hinaus. Das ist genau das analoge Verhalkn, wh* 
wir es von der erzwungenen Schwingung eiües einzelnen Massenpiinkte.^ 
her kennen, nur daß wir es hier mit unendlich vicden FdgenfrcquiMizm 
zu tun haben, während beim Massenpunkt naturgemäß nur eine vor- 
handen ist. Wenn Übereinstimmung zwischen n und einem der 
eintritt, ko sagen wir auch hier, es sei „Resonanz“ mit einer bestimmten 
Schwingung der Saite vorhanden. In diesem Falle versagt die Losung, 
wir aufgestellt haben. 

Dabei ist jedoch folgendes zu bedenken; Die jetzt betrachtete 
idi^Ung (70) enthält keine disponiblen Konstanten, vielmehr ist alles 
bestimmt. Es ist also gar nicht möglich, das jetzt untersuchte Integral 
einem belieWg gegebenen Anfangszustande ammpas^ etwa dem dnich 
die .Gleichung (I6b) geforderten. Das zeigt uns, daß wir es nur mit einem 
partikulären Integral zu 'tun haben. Wir gehen jetzt, dazu über, < as 
allgemeihe Integral zu bestimmen. 

‘ D^u verbiift uns eine Überlegung >ana^ derjenigen, di^ 

J26 des vorigen Kapitels für die^.jPöissbitsehe und Laplacei^( 
GlciÄung duw^efÄ^ haben. Wir betraclill^aw» 
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^relegten Gleichung (58) etwa % und tij. Dadurch werden die folgenden 
Gleichungen identisch erfüllt: 


(71) 


8*1*1 

et* 

8* tt, 

et* 




deren Subtraktion liefert, wenn man Mj — «*=0 setzt; 


(72) 


S*v 
8 t* 


d'v 

6 X* 


sO. 


Die Differenz zweier Lösungen und Wg der vorgelegten Gleichung (58) 
gehorcht also einer anderen Gleichung (72), die wir sofort als die der 
freien Schwingung der Saite erkennen, wie ein Vergleich mit (16) ergibt. 
Wir haben also: 

(78) ttj = + u . 


Der Sinn von (78) ist der folgende: 

Das Integral % der Differentialgleichung der erzwungenen Schwin- 
gung ist zusammengesetzt aus einem anderen Integi-al % derselben 
Gleichung und dem uns bereits bekannten v der homogenen Gleichung, 
d. h. man kann aus einem partikulären Integral der inhomogenen 
Gleichung durch Hinzufügeii des allgemeinen Integrals der homogenen 
Gleichung auch das allgemeine Integral für die inhomogene Gleichung 
erhalten. Nehmen wir demgemäß für 1*2 die Lösung (70a), für v das , 
Integral (34 a), so erhält man als allgemeine Lösung der inhomogenen 
Gleichung: 


(74) 


u « y? cos n f ^ ;;r!r:;r^ sin y ^ a; 


1,00 


-f- "1/2 ^sinvnxyL^sinnJ + B^cosn^fj- 


Hier sind nun in der Tat unendlich viele disponible Konstanten . 
und vorhanden, die eine Anpassung an einen beliebig vorgeschriebenen , 
Anfangszustand ermöglichen. Soll z. B. für f =0 die Saite in der Ruhelage 
ohne Geschwindigkeit sein, so muß: 


(75) 


u » 0, 

f«»0 



»0 


sein. Das ergibt nach (74): 


l,m l.w 

sinvjia: + y2 ^ B,8ini^»a: =» 0, 






ii*-V 


oder 

(76) 


u 

tme 



^amit 






«airÄ»j^^ jcosni - co9«^*| + }^ ^ iySb»jta!«8innj. 


Wegen der zweiten Bedingung (75) verschwindet endlich A„ so daß dio 
dem Anfangszustande (75) angepaßte allgemeine Lösung für die er- 
zwungene Schwingung lautet: 

(77) u « sin V TT ^ n“* n ^ — cos • 

V 

Wir wollen nun wieder sehen, was eintritt, wenn n einem der Worte n^, 
den wir mit n, bezeichnen wollen, immer näher und näher kommt. Dann 






iwrd der Nenner des Gliedes immer kleiner, so daß schließlich die 
ganito Bewegung durch dieses V* Glied bestimmt ^drd, indem alle übrigen 
dagegen zurücktreten: 

(T8) . ttÄy2 8mk»a:j^^|co»nt — cosn^tj* 

Darin sind n und sehr benachbarte Zahlen. Was nun eintn^b 
ist am einfachsten zu übersehen, wenn man die Differenz der Kosinusse 
i^^Prodnkt darstellt, also (78) in der Form schreibt: 

(79) 

Das kann man auffaBSan ajb eine Scfatripgimg sih' "p-j. die- aber den 
Tajiabden Ampli tudenfaktoi -rin bipitzt. Man erhält alsd 
'in 2 » Mtundw wegrai de« Vqil«Il|&idei» die«e« Faktta» ein 






bfeirwerÄen der feehwingung, fiiie j 
gchwebuiigf Bild der Fig. 1^8 liefert. 

Lassen wir schließlich n«ti| werden, so wird (78) nicht 
;sie früher d$s partikuläre Integral, sondern nimmt die uhbestitömtiS 
b'orm 0 ; 0 an. Man erhält dessen Wert in bekannter Weise, indem man 
Zähler und Nenner nach n differentiiert und nach vollzogener Differen- 
tiation setzt. Dann folgt für diesen Pall der Eesonanz; 


(80) 


Y^smknx • sinnjA, 


(1. h. man erhält einen für alle endlichen Zeiten endlichen ‘ 
Wert. Da ferner nun die Amplitude den Faktor t enthält, ist dieselbe 
zunächst sehr klein, wächst aber proportional mit der Zeit an; dieses 
allmähliche Wachstum stellt das „Anschwingen“ der Saite dar. Erst 
nach unendlich langer Zeit hat die Saite von der eiTegenden Kraft einen 
unendlichen Betrag von Energie entnommen; die Amplitude ist dann 
unendlich. Dieses Eesultat kann physikalisch selbstverständlich nie 
realisiert werden, da die stets vorhandenen, wenn auch kleinen Eei- 
biingskräfte dies verhindern und diese in unserer Analyse bisher nicht 
l)crücksichtigt worden sind. Wir wollen die Eeibungskräfte jedoch vor- 
läufig nicht in die Gleichung einführen, sondern nun zin strengen Theorie 
übergehen. 


139. Die Oreensche Funktion der schwingenden Saite. 

Wir gehen wieder aus von den Gleichungen (16) und (16a): 


(16) 

dl* dx* ~ 

(16a) 

«(0) = u(l) = 1 


die das Band Wertproblem, mit dem wir uns befassen, definieren. Wir 
wollen nun eine ganz spezieUe Lösung u betrachten, nämlich eine Lösung 
für den stationären Zustand, in dem also u von der Zeit unabhängig 
räd. 

Dafür ist nach Gleichung (16): 

(81) also u — Ax + B» 

i ' 

Nach (16 a) erhält man dann für die Koeffizienten A und B die Werte 0, 
eine elementare Eechnung ergibt, d. h. die hier betrachtete Lösung 
des stationären Zuztandes ist völlig uninteressant. Man kann jedoch 
zu von Null verschiedenen Lösungen des stationären Zustandes kommen, 
wenn man einem Punkt der Saite, den wir f nennen wollen, eine feste 
verrückm^'; u^Äu^itteilt, was natürlich nur so geschehen katth, daß 
m eine auf diesen Punkt beschr|mkte Kraft angreift, die den Saiten» 
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pun^t { aus seiner Buhelage herauszieht uhd ihm die, gevdhischte' Ab- 
lenkung erteilt. Das gibt also folgende Bedingungen: 

■ t flür a: <|, II. für a: —f, HI. für a; >|, 

w"(®) — 0, «(a:)-«#, tt"(a:)*»0, 

u(0) -0, tt(l) =0. 

Für x<i ergibt sich demgemäß: Zunächst ist u=AiX-{-Bi, und wegen 
der Bedingung u(0)=:0 muß verschwinden, also: 

(82) für a:<f: w = 

Für a!>f folgt ebenso: tt=^ja:+B, und wegen der Forderung m( 1)=0 
muß B 2=0 werden, also: 

(83) füra:>{: = 1). 



Beide Werte müssen für gleich und zwar gleich dem Werte u, 
werden. Also nach (82) und (83) für x—^: 

AiS — U(f = A2($ 1 ) , 

and daraus folgt: 

(84) ^r-t- 

Ifit diesen Werten erhält man endlich für die gesuchte Lösung aus (8‘2), 
(83) und (84): 

I »=■ für 

^8*) i / « 

I tt « 8lr I Ä X g 1 . 

"Die durch (8ß) dargestellte Lösung hat also folgende Gestalt (Fig. 174): 
ffie stellt eine gebrochene Linie dar, die zwar stetig verläuft, aboi 
am Punkte einen unstetigen ersten Differ.entialquotieuten 
hat. Denn in der Tat ist nach (86), wenn, wir zunächst x<S nehmen, 
welchen Wert mun auch erhält, w4nri wlfan kleiner*'” 

Wetten — wir wollen sag^ „von unten“ — dei^ £ nähert. Wir 
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bezeichnen dies durch das bekannte Symbol (~] . Anderseits- ist 

^ \axle-o 

für x>i nach (85): ^’™hte | 

gilt, oder genauer im Punkte f+0. Wir erhalten also: 

,cfi^ lAl.) - Al !*■“_„ il_ 1 1_ «, 

l°”i [dx)i-o \dz)t+Q d* |{ + o “»11 {_i}“ 


Man kann diese Unstetigkeit des Differentialquotienten offenbar als 
ein Maß der Kraft betrachten, die den Punkt a!=f angreift. Wählen 
wir also speziell die Kraft in diesem Maße gleich 1 , d. h. machen wir den 
Sprung des ersten Differentialquotienten an der Stelle x=f zu 1, so 
erhalten wir zur Bestimmung von u^: 


(87) Mo=-f(f-l), 

also durch Einsetzen in die Lösung (85), deren endgültige Form: 

, I tt=®(l-f), fürOSxgf, 

^ ' \ n = |(l-a:), für 


Betrachten wir diese Lösung als Funktion der beiden Argumente x und f , 
so bezeichnen wir sie durch ö(x,f) und nennen sie vorläufig die „Green- 
sehe Funktion des Randwertproblems“, aus Gründen, die später 
zutage treten werden. 

Es handelt sich darum, die Eigenschaften derselben klar zu stellen. 
Nach der Herleitung haben wir zunächst folgende, die unmittelbar aus 
(81) bis (88) sich ergeben: 

I f, (iOfarö |«-o 

(89) j dx' dx ir+o“"’ 

I G(a:|)i»-G(x|)|‘ = 0. 

Auf eine weitere Eigenschaft führt uns nun die Betrachtung der 
Gleichung (88). Man erkennt dort, daß G{x(} in beiden Argumenten 
symmetrisch ist, d. h. wenn man x mit f vertauscht, so vertauschen 
sich ja gleichzeitig die böiden Intervalle resp. und 

man erhält wieder dieselben Funktionswerte. Daß dies allgemein so 
sein muß, lehrt der folgende Beweis: Wir wollen noch eine zweite 
Lösung derselben Art betrachten, deren erste Ableitung aber nicht am 
Punkte a!={, sondern an einem anderen beliebigen fj die Unstetigkeit 1 
haben soll. Diese nene Greensohe Funktion gehorcht den (89) ent- 
sprechenden Gleichungen: 

' d*0(*{t) A dGfxf,) 

(90) 1^. dx 

ö(ai.)r-G(a:|i)l‘-0- 


r.-o_ 

ii+o' 


1 : 
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Multiplisdert man die ersten Gleichungen (89) und (90) reäp, mit G(a;fi) 
und* G(xt), und subtrahiert, so erhält mah: 






-G[xi) 


d^Gjx^y) 
d X* 


0, 


oder: 

(91). 


d 

dx 



dO(x^ 

dx 


-G{xi) 


dO ix^^y 

dx 


0 . 


Wären die Funktionen G^{xS) und G'(x^^, wie wir die Differential- 
quotienten kurz bezeichnen wollen, in dem Grundgebiet von 0 bis 1 
stetig, so würde daraus zu schließen sein, daß der Klammerausdruck 
konstant wäre. Dieser Schluß ist aber hier unerlaubt, weil 
G'(aj|) am Punkte f , und G'(a;fi) am Punkte eine durch (89) resp. (90) 
definierte Ünstetigkeit vom Betrage 1 haben. Multiplizieren wir (91) 
mit dx und integrieren über das Grundgebiet, so müssen wir das Inter- 
vall 0 bis 1 zerlegen in Teilintervalle, in denen die in Betracht kommenden 
Punktionen stetig sind. Ist z. B. f<li, so haben wir folgende Teil- 
' intervalle zu nehmen: 


(92) 0 bis I -0; f + 0 bis fi~0; li+ 0 bis 1. 


So folgt aus (91): 

/ fx - G(*DG' 


(93) 


0 ^ 
1,-0 


+/Ä{ 

f + 0 5i + 0 

oder nach Ausführung der Integrationen: 


1-0 


-0 


G(x|,)(?''(a:|) - G(x|)G'(®|,) + G(x|i) G'(x|) -G(x|)G' (j|il 


(94) 


1 + 0 


, +G{x|i)G'(x|)-G(x|)Gr(x|,)-0. 


fi'+O 


Diese Gleichung lautet ausführlich geschrieben folgendermaßen: 


( 96 ) 




Gm 


dOfxf) 

dx 


-j' 


dO<xf) 




(Jö(*f)ii+o 






l.+l> 


0 . 
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Darin faSJ^n das zweite, wierte, neunte und elfte Glied fort, da nach 
Ausweis von (89) und (90) G(a:f) und G(a:|i) für *=0 nnd’a!=l «ver- 
schwinden, d. h. die Eandbedingungen des vorgelegten Problems er- 
füllen. In geeigneter Zusammenfassung kann man die Übrigbleibenden 
Glieder schreiben: 


(90) 




In (96) fallen das zweite und dritte Glied fort, da nach Voraussetzung 
fi'(a:fi) an der Stelle f und ö'(a;|) an der Stelle stetig sind Da die 
im ersten und vierten Gliede auftretende Unstetigkeit von G'{x^) resp. 
G (ojfi) den Betrag 1 hat, so folgt schließlich die einfache Eelation: 

(*^7) G(ffi) — G(f,f), 


die ausspricht, was zu beweisen war, daß die Greensche Funktion 
bezüglich der beiden Argumente f und symmetrisch ist; 
da fl ein beliebiger Wert von x sein kann, so ist (97) identisch mit 

(®7a) G (xf) = G (f x) . 

Eine weitere Eigenschaft der Greenschen Funktion lernen wir folgender- 
maßen kennen: Nach dem Vorhergehenden stellt ß(xf) die Verrückung 
der Saite unter dem Einfluß einer an der Stelle x=f wirkenden Kraft 
von der Intensität 1 dar. Da die Verrückung an der Stelle f proportional 
der Kraft ist, so stellt analog G(xf)*/(f) die Verrückung dar, wenn die 
an der Stelle f wirkende Kraft die Intensität /(f) hat. Natürlich ist 
auch jetzt die Größe G(xf)/(f) eine Lösung der stationären Gleichung 

ix' “ j® /(^) Bezug auf die Differentiation nach x als konstant 

zu behandeln ist. Da ferner die Gleichung ^^=0 linear ist, so kann 

man eine endliche Anzahl von Ausdrücken von der Form .4»G(xf„) /,(f,) 
addieren, wobei die Summe jetzt ebenfalls noch Lösung der erwähnten 
Gleichung ist, also: 

tt - ^oö(*l«)/o(l,) + ^,G(x|,)/, (I,) + ...^,G(x|„l/,(|J. 

frtT ^®8®gen nicht an diskreten Punkten fo, fi, . . . f, die Kräfte 
Wfo). /i(fi) . . . wirken lassen, sondern an jedem Punkte f der Saite 
eine unendlich kleine Kraft von der Größe /(f)df anbringen, d. h. 
weim wir von einer endlichen zu einer unendlichen Summe übergehen, 
ao ändert sich die Sache. Wir betrachten die so entstehende Funktion: 

■F(»)“/ö(a:|)/(|)d|. 
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Hier ist F(x) nicht mehr eine Lösung der Qleiobting für 

u d* F 

den stationären Zustand ‘ 2 ^ = 0 , d. h. es ist nicht mehr 3 ^= 0 » 


sondern die zweite Ableitung hat einen von Null verschiedenen 
Wert. Um dies einzusehen, haben wir nur (98) zweimal zu differentiieren. 
Zunächst ergibt sich: 


.(99) 


dF(x) 

dx 


f 


dO(xO 

d X 




0 


Wenn diese Gleichung nochmals differentiiert werden soll, so ist die 
Unstetigkeit der Größe zu beachten; deshalb zerlegen wir das 

Integral in zwei Intervalle von 0 bis rc — 0 und x + O bis 1. Also: 

(99a, 

0 «+0 > ^ 

Wenn diese Gleichung nach x differentiiert wird, so ist zu berücksicäi- 
tigen, daß x sowohl unter dem Integralzeichen als auch in der unteren 
resp. oberen Grenze vorkommt. Dann gelten die Formeln: Wenn etwa 


ist, 80 ist 


v'(*) “J 

a 


(lOOa) 

Ist ieroer: 


a 


b 




sa ist: 

X 


(100 b) 


Daoadt- ergibt sich ans (99a): 




•/(*) 
f.a-0 ’ 

<101> 

0 

«+0 

»-•+0 ' 


^ aber nach (89) 6"(z{)ssO ist, so redn^^ 8i(di dies i^r 


£l 

rf** 


-/(*)• 


döjxfi ♦•«+» • 
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oder, ausführlichef ^schrieben: 


1102 ) 


^ dO{x,x^(i) , dQ{x,x+0)\ 

dx* ^ }• 


Dor Klaöanierausdruck hat also nach der zweiten Gleichung (89) deA^ 
Wert +1^)» da an der Stelle, wo die Integrationsvariable f den Wert x 
jiassiert, die bereits bekannte Ünstetigkeit im ersten Differential- 
quotienten der Greenschen Funktion auftritt, also ist: 

d*F 

103) = 


Das Kesultat kommt, wie die Ableitung zeigt, dadurch zustande, daß 
die Eandbedingungen des Problems erfüllt und an der Stelle f = a: 
[1er erste Differentialquotient eine ünstetigkeit vom Betrage 1 besitzt. 

Da dieses Eesultat [Gleichung (103)] im ersten Momente vielleicht 
überraschend ist, so ist es zweckmäßig, darauf hinzuweisen, daß wir 
liier nur das eindimensionale Analogon zum Verhalten des Potentials 

d*F 

vor uns haben. In der Tat ist ja die Gleichung ^v~0die eindimen- 

(P F 

sionale Laplacesche, die Gleichung die eindimensionale 

Poissonsche Gleichung. Nun wissen wir bereits, daß ^ eine Lösung 
der gewöhnlichen Laplaceschen Gleichung ist, und daß sich daran nichts 
ändert, wenn man eine endliche Summe ^ ~ derartigen Ausdrücken 


*) Man könnte auf den ersten Blick versucht sein zu glauben, daß die ge- 
schweifte Klammer in (102) gemäß der zweiten Gleichung (89) den Wert —1 haben 
müßte. Schreiben wir indessen die zweite Gleichung (89) in derselben Weise wie 
(102), so lautet sie: 

0, f ) _ 4-0,1) ^ ^ 

dx dx 


Man erkennt, daß (102) sich dadurch von dieser letzten Gleichung unterscheidet, 
daß — abgesehen von der unwesentlichen Benennung — die Reihenfolge der 
Argumente vertauscht ist. Betrachten wir einen Augenblick den .Ansdruck 
Ö' (af, a; — s), so ist offenbar die Grenze, der er sich für e =* 0 nähert, gleich dem 
Ausdruck Ö' (a?, ® — 0). Bezeichnen wir nun « - e durch y, also x durch y -f 
90 kann Q* (x, a; - a) geschrieben werden: (?' (y 4- <», y), oder, wenn man, da es auf 
die Benennung der Variabein nicht ankommt, y wieder durch x ersetzt: (?(« + «, x). 
Man hat also, weaxi man zur Grenze s *■ 0 übergeht-, die Beziehung: 


’uid ebenso: 


(?'(:r,a:-0)-Ö'(a:4-0,«), 
G'(«»» + 0)«(?'(a?-0 r). 


ist die g«Mhmifte Klammer in (102) gleich: 

l3t'(*-0,*)-ö'(* + 0,x), , 

ilso identiinh mit der simiten Gleichung (80), folglich gleich + 1, wae Im he* 

»«'wn tot, .V ■ 
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zuBammensetzt, ^ In dem Momente jedoch, in deni^ ^an vom Potential 
eines Systems von Massenpunkten zürn Potential kontinuierlich ver- 
breiteter Massen übergeht, gehorcht dasselbe nicht mehr 

der Laplaceschen, sondern der Poissonschen Gleichung, ^ 
" Diese Analogie geht noch weiter. Dem Unendlichwerden des Potentials 
eines Massenpunktes, wenn der Aufpunkt mit dem Massenpunkte selbst 
zusammenfällt (B = 0), entspricht hier im eindimensionalen Falle die 
Ünstetigkeit des ersten Differentialquotienten an der Stelle Und 

wie gerade das Unendlichwerden des Potentials für jR = 0 im Greenschen 
Satze es ermöglicht, die gesuchte Funktion gerade in diesem Punkte zu 
bestimmen, so wird im folgenden die ünstetigkeit des ersten Differential- 
quotienten die Bildung einer Integralgleichung, d. h. die Bestimmung 
der gesuchten Funktion an der Stelle x = ( ermöglichen ; denn die In- 
tegralgleichung, zu deren Bildung wir gleich übergehen, ist nichts anderes 
als der eindimensionale Greensche Satz. 

Mit einer Bezeichnungsweise, die der Theorie der Wärmeleitung 
^oder auch der Elektrostatik) entnommen ist, nennt man eine Funktion 
F{ie), die mit Hilfe der Greenschen Funktion G{xS) in der Form (9^) 
d^gestellt werden kann, „quellenmäßig dargestellt“ oder auch 
kurz eine „quellenmäßige“ Funktion. 

Welche Eigenschaften hat F{x)? 

Erstens: Da ö(0, f)=G(l,f)=0 ist, so muß wegen (98) auch 
jF( 0)=F(1)=0 sein, d. h. die quellenmäßig dargestellte Funktion er- 
dieselten Bandbedingungen wie die zugehörige Greensche Funktion. 

Zweitens: Die Punktion f{x) habe etwa folgende Stetigkeits- 
eigenschaften: In dem Grundgebiet von 0 bis 1 sei eine endliche Anzahl 
"^'Von Stellen vorhanden, an denen f(x) unstetig ist; innerhalb dieser 
Teilstrecken jedoch sei die Funktion stetig. Eine derartige Funk|ion 
bezeichnen wir als „stückweise stetig“. Man erkennt dann leicht 
(98) und (99), daß die quellenmäßig dargestellte Funktion und ihre 
erste Ableitung stetige Funktionen von x sind. Denn in den Gleichungen 
'(98) und (99) kann man die Integrale auf der rechten Seite in Teil- 
int^alle zerlegen, innerhalb der die Funktion f{x) stetig ist. Also ist 
^ quellenmäßig dargestellte Funktion und ihre erste Ableitung als 
0^ endli^ Summe stetiger Funktionen dargestellt, mithin selbst stetig. 

' Drittens: Nach den eben getroffenen Voraussetzungen nhpt f{x) 
nach (103) die zweite Ableitung von F{x) stückweise stetig. Alpo hat 
eine quellenmäßig dargesteUte Fmiktion folgende Eigenschaften: Sic 
ist stetig, erfüllt die Bandbedingungen der Greenschen 
»l[nnkiion^ hat eine stetige erste und eine stückweise stetig^' 
ßWäite Ableitung. ,t> 

':l ' Pm legt tu^ekehrt die Frage nabe: Ekniufiae b*'*" 

Iiigengchaftea «tetÄ q^nelle&jiffiig werden? 
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Vfir wol^n beweiW, daß dies in der Tat’der FaU fst. Sei 0(x) 

insbesondere aS 

,e, d)(0)-(P(l)«0, und es werde die zweite Ableitung durch -f(x) 
bezeichnet, dann haben wir folgende Gleichungen, wenn wir dieienim 
für die Greensche Funktion mit hinzunehmen: ^ * 


(104) 


I -0"(x} = f(x}, 

\ G"i 


' (x^) = 0 . 


Erweitert man die ^ste Gleichung (104) mit G{xi), die zweite mit 0(x) 
und addiert, so folgt: «'W 


oder: 

(105) 


- G(x$)0"{x) + G"{xi)0(x) = G{xi)fix}, 


A 

dt 


-^<P(a:)G'(a:|) - G(x|)0'(x(j = G(xi)f(x). 


Integriert man dies nach * über das Grundgebiet, wobei man infolge 
der ünstetig^it ^ (xf) für x=| d^ Integrationsgebiet in zwei Teil 
0 bis s— 0 und ^ + 0 bis 1 teilen muß, so folgt: 

l‘‘»'fAhvO-M-OM<iy(.,j +/^i[ |jx./c(,D/Mä,. 
^ {+0 ^ ^ 

Die Ausführung der Integrationen links ergibt das Eesultat: * 

I 1 

■— -G(x|)<P'(x) = f^G(xi)f(x)dx, 

oder, ausführlicher geschrieben: 

<»(l)ö'(a:|)|f-» - <P(0)G'(0|)- G(|||<1>'||) + G(O|)0'(O) 

(107) + I) - <P(|)G'(3:|)!''+o _ ^ G(ii}0’(i) 

G(xi)f[x)dx. 

U 

Ii8'“6bedingungen erfüllen, dfis 
'sich oL *'*?’ siebente Glied fort. Das dritte und achte heben 

■ “ gegenseitig auf, so daß schließlich bleibt: 

■ *~ß'(*|)f^‘) «Ö>(|)G'(a;|)jJ“®-jG(a:|)/(*)d®; 

un 1 * ^ 

Endresultat^* Böoksicht auf die bekannte Ünstetigkeit von G'(x{j 

1 

^(i)'-fO{xi)f{x)dx. 
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iXyA^nrrry,y-r: -rw:-: ■■ ' ^ r7;;i:= = 

Vertauscht »mix noch die Bedfeutung der Buchstalxen x und f, — was 
' ja' zulässig ist, da es sich nur uzipi eine andere Benennuiig handelt 
so ersieht man aus der folgenden Gleibhung: 

1 

y08) <P(x)=/G(x|)/(|)<i|, 

0 

daß 0{x) in der Tat quellenmäßig darstellbar ist. 


140. Bildung einer Integralgleichung. 


Nach diesen einleitenden Ausführungen kehren wir wieder zu unsenm 
Band Wertproblem (16) und (16 a) zurück, das wir hier nochmals au- 
schreiben: 


1 ^* u ^ 2 

e<* sx* 
«(0) = u(l) 

Setzt man, wie früher: 


0 , 


0 . 


u = ip(x) cos nt , 


so folgt aus (109): 
(HO) 


9'"(^) + (x) = 0, 

95 ( 0 ) = 0 , 


wo A eine eu bestimmende Größe ist. Die Greensche Funktion 
gehorcht nach den Auseinandersetzungen der vorigen Xunniur (Vr 
Differentialgleichung : 

(111) G" (if) = 0, 


und den nämlichen Bandbedingungen wie <P(x). Erweitert man die erste 
ißleichnng (110) mit G(xf), (111) mit 95 ( 1 ) und subtralriert, so fdgt: 


(lila) ,)"(*) G(xf)-C"(xf) 9 )(x)=-lG(xf) 9 P(x); 

der auf der linken Seite stehende Ausdruck ist, wie wir schon in lior 
vorhergehenden Nummer andenteten, das eindimensionale Analogon zu 
Üem Greenschen Differentialausdruck (J»*«— du*«), den wir z. B. in 
Gkdcbung (13) des XIII. Kapitels auf pag. 664 verwendet haben. 

- i Durch Muiti{ilikation mit dx und Integration über das Grundgebiet 
^^igibt sich: 

' ' , 1 . • * 

02) J^L'(x)G(xe-G'(x|)y(x)]d*-.-lj’G(xD^(x)dx. 

Wegen der ünstetigkeit von G'(*f) im. Funkte' (^*s| ^teilen wir wf***^^ 
das Intervall und schreiben au8ffi^]iche|: 
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Die Auaführung der Integration ergibt: 

lz9 ‘ ! 1 

(p {x)G{xi)- ff(xi) q^lx) + <p'{x)G{x^) - G'(ar|) (p{x) 

ö “ f+Ö 

1 

■=-lfG{xi)(p(x)dx. 

0 

Vollständig geschrieben lautet die linke Seite: 

<p’(0)G(0i)-<p{i)G’ixi)f~''+ <p(0)r/'(0|) 

+ f (1)G(1|)- 9^'{DG(|S)- <p(l)G'(l|)+ 

Darin sind das zweite, vierte, fünfte, siebente Glied wegen der Band- 
bedingungen gleich 0, das erste und sechste heben sich gegenseitig auf, 
so daß übrig bleibt: 

1 

- 9^ (I) jG' (* I) f ' " - G' (;r I) r J g (or ^ (ar) d * , 

ü 

was mit Eücksicht auf die Unstetigkeit vom Betrage 1 von G'(xi) ergibt: 

1 

(114) ^ 9^{|) ~ iJ"G(a:|)9)(a:)dar. 

u 

Diese Gleichung spricht aus, daß jede Lösung (p(x) der vorgelegten Diffe- - 
rentialgloichung, d. h, jede Eigenfunktion (p^(x) auch der Funktional- ' 
gleichung (114) genügt. Diese Funktionalgleichung steht also offenbar j 
in enger Beziehung zum Eandwertproblem. und deshalb ist sie in neuerer 
Zeit in den Vordergrund des Interesses getreten. Man nennt die Funk- 
tionalgleichung (114) eine „Fredholmsche Integralgleichung“, oder 
auch kurz „Integralgleichung“, uaid zwar ist (114) im besonderen 
^ine homogene Integralgleichung, da kein von (p(x) freies Glied 
vorkommt. " 

Daß die Eigenfunktionen des Eandwertproblems gleichzeitig Lö- 
sungen einer homogenen Integralgleichung sind, ist im Vorhergehenden 
. gezeigt worden. Es ist aber auch leicht umgekehrt zu zeigen, daß jede. , 
1^'unktion <p(i), die der homogenen Integralgleichung (114) genügt, 
^^uch die Differentialgleichung (109) befriedigt. Denn schreiben wir (U4j 
^ulgpndermaßen: 

I *^wnnt nkaOjdaß eine quellenmäßig dargestellte i'ttttklföii 
J’olgfichlaf Ä (98) und (100);' 
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(11®) [^] “ — ^(®) » '®‘i" (®) + 1 9» (») - 0 » - : ' 

■waa di« vorgelegte Differentialgleichung ist. Gleichzeitig ersieht man 
aus (114) wegen der Erfüllung der Bandbedingungen durch G(®|), daß 
auch 9)(0)=f(l)=0 ist. Wir erkennen also, daß jede Dösung der 
Integralgleichung (114) eine Lösung unseres Eandwertpio- 
blems (109) darstellt. Nach dem Früheren ergibt sich nun sofort, 
daß die homogene Integralgleichung nur für gewisse Werte des Para- 
meters lösbar ist, nämlich wenn A=A,, d.h. gleich einem der Eioon- 
werte ist. Die zugehörigen Funktionen ?’,(a:) sind die Eigenfunktioiipii 
•des Bandwertproblems. Als allgemeine Lösung der Integralgleichunj; 
finden wir daher wieder unsere alte Lösung (34) oder (34a) wieder. 

Wir werden im folgenden sehen, welchen Nutzen für die dainal> 
unerledigt gelassenen Eiitwickelungsprobleme die jetzt nachgewiesenr 
Tatsache mit sich bringt, daß die Lösungen y,(a:) der Differentialgleiclmng 
auch Lösungen der Integralgleichung sind. 

Wegen der Stellung der Greenschen Funktion in der Integral- 
gleichung nennt man sie neuerdings auch wohl den „Kern“ der Integral- 
gleichung und beziüclmet sie durch K{.x^). Diesem Gebrauche schließen 
wir uns an, und schreiben also .die Integralgleichung in der Form: 

1 

^ 116 ( <p(|) =» A.J'A'tatllgptxtdac. 

0 


Um hervortreten zu lassen, daß die in (116) ausgesprochene hoiderimg 
befriedigt wird durch die Eigenwerte X und die zugehörigen Kigerifun- 
funktionen f,(®), werden wir auch häufig schreiben: 


(I16a) 


1 

fp, ** ^ ®- 


Aus der bloßen Existenz einer solchen Integralgleichung läßt 
gich eine Anzahl wichtiger Schlüsse ziehen, 

.jrvj^etrachten wir zw-ei zu verschiedenen Eigenwerten tni<l A» ^ 
Eigenf unk tionon und Dann haben wir nach ( 

0et < 116 a) die Identitäten: 

I , 

A, J K (X 1,1 ix)dx, 


(li7) 


1 

ip^(imxJ'K\xi}9'f,^x)4 X. 


Erweitert man die «»te,diesei^ Pfeiohi^^ mit 
und integriia^^äfeer 4 ä8 


■ito W'*' 
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U l ^ 

j Vy(i)<p^(i)^i = K^f f-Ki® 1)97, (*)<?*, 

0 b 0 

1 1 1 

K/ <PJi>äijK(xi}ip^(x)da-. 


In den Integralen rechter Hand kann man die Integrationsfolge ver- 
tauschen und erkennt dann wegen der Symmetrie des Kernes, daß die 
rechten Seiten gleich sind. Durch Subtraktion folgt also:* 

1 

0 


woraus, da nach Voraussetzung folgt: 

1 

(119) f tpjx}f/j^(x}dx — 0, 

0 


d. h. die schon bekannte Orthogonalitätseigenschaft der 
Eigenfunktionen. 

Aus (119) läßt sich weiter der wichtige Schluß ziehen, daß die Eigen- 
werte A^ sämtlich reell sind. Denn würde einer komplex, so w^de es, 
da der Kern reell ist, auch die zugehörige Eigenfunktion. Dann müßte 
der konjugiert komplexe Eigenw^ert in Verbindung mit der konjugiert ' 
komplexen Eigenfunktion ebenfalls tdne Lösung der Integralgleichung 
sein und folglich nach (119) beide (zueinander konjugiert komplexe) 
Eigonfunktionen orthogonal sein. Seien z. B. die beiden konjugiert 
komplexen Eigenfunktionen: 

-rim(x), 

=x(x) -ico{x), 
dann liefert (119) die Bedingung: 

i 

— i«(x)Jdx = 0, oder 

0 

i 

J* |j(* (x) + <ö*(x) I d X « 0. 

0 

Letztere Gleichung wäre, in Widerspruch mit der Voraussetzung, nur 
dadurch zu erfüllen, daß identisch ;^(x)=ä)(x) = 0 wäre. Folgiich führt 
die Annahme komplexer Eigenwerte zu einem Widerspruch und muß 
daher fallen gelassen werden, womit bewiesen ist, daß die Eigeixw:ert|^ 
A, sämtlich reell' sind. ,V rv 

/II dif Bige&funktionen noch „normiert“ werden, 

A ly) noch die Sleijäpag hinzu: 
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* 

( 120 ) ' j^^{x)dx=l, 

0 

und diese beiden Formeln geben uns die Mittel an die Hand, wenigstens 
formal die Koeffizienten der Fourierschen Eeihenentwicklung zu bo- 
stimmen, 

Wenden wir nun z. B. diese Entwicklung einmal auf den Kern selbst^ 
an, so erhalten wir: 

b» 

V 

und für folgt die Fouriersche Koeffizientendarstellung: 

1 

(121) A,=-fK(xi)<pJx)dx. ■ 

0 

Diesen Ausdruck für A^ bringen wir in Beziehung zur Integralgleichung 
(116a). Durch Vergleich von (121) mit (116a) folgt nämlich sofort, daß 

(122) 

sein muß, und wenn man diesen Wert von A^ in die oben angesetzte Ent- 
wickelung für K(x^) einsetzt, so erhält man folgende Darstellung desj 
Kernes: 

(128) X(a:|) = V . 

r 

Diese Entwicklung, die man die „bilineare Formel“ für den Kern nennt, 
Ist natürlich noch keineswegs bewiesen, vielmehr fehlt gerade das Wich- 
lagste, der Konvergenzbeweis. Nehmen wir ihn einmal als erbracht an, 
so bringt (128) die Symmetrie des Kerns in seinen beiden Argumenten 
zur Evidenz. 

' Dann erhält man aus (123) ein sehr wichtiges Ergebnis für solche 
Funktionen, die nebst ihrer ersten Ableitung stetig sind, die Kand- 
bedingtmgen erfüllen und eine stückweise stetige zweite Ableitung bc- 
itfizem Eine solche Funktion ist nach dem früheren quellenmäßig dai' 
Ztdlbar, besitzt also die Form: 

1 

(124) Fix)^fK(xi)mdi. 

0 

Setzen- vir hierin den Kern dorch seii^ Enttnoklnng (128), 

(i?6) ■ 
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Hierin kann man,' wenigstens wenn die Bilinearform in bestimmter, 
.später zu erörternder Wdse konvergiert, die Eeihenfolge von Sum- 
iiiation und Integration vertauschen und erhält dann: 

1,00 1 

( 126 ) 

y ** Ü 

d.h. F(x) ist nach den Eigenfunktionen (p^(x) entwickelt. 

Von dieser Entwicklung nun läßt sich leicht zeigen, daß sie mit der 
P'aurierschen identisch ist. Denn setzen wir, um F(x) nach Fourier 
zu entwickeln: 

1,00 

( 127 ) F{x}=^C,<p,ix}, 

y 


SO ist darin der allgemeine Koeffizient: 


( 128 ) 




Setzt man jetzt Unter dem Integralzeichen für F(a) den Wert aus (124) 
Hn, so hat man: 

1 1 

c,- J<pJa)duJ Kt«i)f(ildi, 

0 u 

oder, nach Vertauschung der Integrationsfolge: 


( 129 ) 


X 1 

C, = ff{S)diJ'Kta^i(p,{a)da. 


Vermöge der homogenen Integralgleichung (116a) ist aber das zweite 
Integral nichts anderes als der Wert so daß der h'ouriersche 

Koetti’/Aent C, geschrieben werden kann: 

t 


(130) 




/(l)qPv(f) 


di» 


Ke Fouriersche Entwicklung (1*^7) für F(x) nimmt damit die Ge- 
stalt an: 


1,00 1 


1 y 0 

^der, anders geschrieben: 


1 
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was mit (126) übereinstimmt. Damit ist die Identität der Entwic^un^ 
(126) mit der Fourierschen nacbgewiesen, d. Ji. aber: Unter gewissen 
Voraussetzungen über die Art der Konvergenz der Bilinear. 
; form des Kerns ist jede quellenmäßig darstellbare Funktion 
auf die Fouriersche Weise nach den Eigenfunktionen des 
^ Kerns entwickelbar. 

r Man erkennt hieraus die große Bedeutung, die die Bildung der 
j Integralgleichung füi* das Problem der Entwicklung von gegebenen 
f Funktionen in Eeihen von Eigenfunktionen mit sich bringt: Ist die 
I Bilinearform für den Kern als richtig erwiesen — sei es durch 
{ allgemeine Methoden, sei es für einen speziellen Fall — und konver- 
i giert diese Eeihe in bestimmter Weise, so ist damit gleich- 
I zeitig gezeigt, und zwar in voller Allgemeinheit, welches 
i auch das Eändproblem sei: daß jede mit ihrer Ableitung 
(stetige Funktion, die die Eandbedingungen erfüllt und eine 
j stückweise stetige zweite Ableitung besitzt, auf d‘^ Fouiivr- 
; sehe Weise nach den Eigenfunktionen des be'| J.effendcn 
: Kernes entwickelt werden kann. i 


141. Definitioiien und Sätze über Konvergenz von Reihen. 


Bevor wir an die Untersuchung der Bihnearform für den K*rn in 
unserem speziellen FaUe herangehen, wird es zweckmäßig sein, einige 
Sätze aus der Theorie der Eeihen hier anzuführen, die in der Theorie 
der Integralgleichungen benutzt werden. 

Es sei gegeben eine unendliche Eeihe von nach einem bestimmten 
Oesetz geordneten positiven oder negativen Zahlgrößen: 

/ - 

’ (a) 00 , 0 ^, 02 ,... in infinitnm. 

Wir greifen die (n + 1) ersten Glieder heraus und summieren sie; das 
Besnltat der Summation wird mit bezeichnet: 


S, = ao+Oj+a,+ . . . o»-i+a»- 


Dann gilt folgende Definition der Konvergenz der Beihe: 

I. > I. Die Beihe (o) heißt konvergent, wenn diese Summe 
sich mit unendlich wachsendem n einer bestimmten 
endlichen Grenze nähert, wenh also 
, lim S, » id 


»■>00 


eine bestimmte endliche Größe ist;' .1 heißt die Bumme 
der Beihe (o). ’ ‘ i 

Wir betrachten nun, vom Gliedc der Be^le (a) anfange» » 


die „^qoe^' 


5. . bis zum (»+1+1»)^ Gh.edo* d.h. ;j|ie Summe 
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l)anii gilt |unächst offenbar: Wenn die’Beihe (a) konvergiert, so nähert 
Ml die Summe mit wachsendem n der Grenze Null, welchen Wert, 
i^uch p hat, d. h. also: 


lim R„ 


0 . 


Nach Definition von ist dies nämlich offenbar gleich der Differenz 
von + p wnd >9„, wenn damit die Summen der (n + p + 1) resp. (n + 1 ) 
(Men Glieder der Reihe (a) bezeichnet werden. Da diese konvergent 
sein soll, so muß also nach I sein 




■A, 

und ebenso: 

• 



lim S„ - 

A; 


♦1 oo 


also durch Subtraktion 

folgt : 



n ^ oo 

= 0 , 

also 





= 0 , 

was zu beweisen war. 




Es gilt aber auch das Umgekehrte, was freilich sehr 
viel schwerer zu beweisen ist, so daß wir den Satz lieber 
als Definition der Konvergenz an die Spitze stellen wollen: 

la) die Reihe (a) konvergiert, wenn die Sequenz 
sich mit wachsendem n der Grenze Null nähert, wenn also 


lim = 0 ist 


11. „Die Reihe (a) heißt absolut konvergent, wenn sie 
auch dann noch konvergiert, w'enn an Stelle jedes Gliedes, 
«las positiv oder negativ sein kann, der absolute Betrag ge- 
nommen wird.“ 

Nur für absolut konvergente Reihen gilt ferner folgender Satz: 

IIL „Sind 00 , o,, a in infin. Glieder einer absolut kon- 

vergenten Reihe 


und sind 


^ + Ol + (lg -f . . . in infin. , 

Cq, Cj, Cg ... in infin. 


^^lieder einer unendlichen Reihe beliebiger, positiver oder 
^<^gativer Zahlen, die ihrem absoluten Werte nach 4lle 
einer endlichen Grenze e liegen, so ist auch die neu4 

Keihe: 


Konvergefttl**' % 


• + <101 + <5|0ä + »»- in infin. 
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Der Bewms ist folgendermaton: Nach Definition la der S^onvergenz 
ist für die erste Beihe«!.ao + aj^ + ajj4’ . • . in infin. gemäß Toraussetzung: 


lim jß« 


0 . 


Da ferner die Eeihe noch konvergieren soll, wenn der absolute Woi I 
der einzelnen Glieder genommen wird, so ist ferner noch nach Definition II: 

«eoq 

odjer, wenn wir diesen Ausdruck kurz durch bezeichnen: 


Damit die neue Eeihe + konvergiert, muß also nach Do- 

^finition la sein: 

k + ia»+i +c« + *a,+» + -*-Cn + ,o„ + p} = 0- 

«»00 « = oo 

Diese Gleichung ist zu beweisen. Ersetzt man in derselben 
^« + 1 • • • ihre Absolutwerte, ferner jede der Größen 

• • •^» + p d^rch die nach Voraussetzung sicher größere Zahl +c, so i>t 
sicher die Summe: 

c{|o«+i: + !«»+* +-”lo«+pl! 

größer als ß,', oder anders geschrieben: 

eQn.,>^'u.,- 

> fosetzt man anderseits die Größen durch den Wert 

. 4er nach Voraussetzung sicher kleiner ist als der kleinste negative We'i 
der so folgt ebenso: 

/ und durch Zusammenfassung der beiden letzten ümgleichungen: 

V, ' +C9„,,. 

. Dareh Übergai^ zur Grenze folgf, da nach Voraussetzung limg„,j,==0. 

«*•00 

sf*‘»ufih lim B', _=0, was zu beweisen war. 

f|oO0 

; Zu einem neuen Begriffe gelangen wir, wenn wir die einzelnen Glit dei 
der fieihe 0 ^, 0 ,,... nicht mehr als konstant betrachten, sondern 
,, Fui^on einer Variatein x. Dieser FaU ühgt z. B. bei den uns m er 
: ‘«^renden trigonomefoischen Beibeq vor. .Öne solche Beihe schrei i 
'inr.a|t^mem: ä ' 
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und setzen voraus, daB sie konvergent sei in dem Intervalle 
(l.k* Definition la der Bedingung gehorchen: 

lim B^,(x) = iim {a„+i(x) + o„+,{a:) +•••«,+, (a)}“ 0 . 

n««o lim 00 

Um die Bedeutung des Folgenden besser verständlich zu machen, 
ist es zweckmäßig, die Bedingung etwas anders zu formulieren. 

n«oo 

\\'as bedeutet denn eigentlich diese Forderung? Doch nichts anderes, 
als daß die Summe wenn wir n genügend groß nehmen, vom 

Worte Null nur beliebig wenig abweicht. Die Differenz zwischen 
und Null wird um so kleiner sein, je größer der Wert n genommen wird. 
Wir können z. B. verlangen, daß B^^j,(x) höchstens den Wert +V1000» 
+Vioooooo> einen noch kleineren Betrag haben soll, je nach der 
Gimauigkeit, welche wir bei der Summation der Reihe anstreben. Es 
sei z. B., um allgemein zu reden, vorgeschrieben, daß dem 

absoluten Betrage nach kleiner sein soll als eine gegebene, beliebig 
kleine positive Größe w. D. h. dann, daß zwischen — ct> und 

+CÜ liegen soll: 

-(ü < B„^p(x)<(o, 

sobald n einen liinreichend großen Wert hat. Dies ist offenbar nur eine 
andere Formulierung der Konvergenz. Wenn die Glieder der Reihe 
keine Funktionen von x sind, ist damit alles erledigt. Dagegen tritt hier 
nocli eine besondere Frage auf. Die gegebene Reihe soll nach Voraus- 
setzung konvergieren, wenn x innerhalb des Inter valles von a bis b 
bleibt. Nun stellen ydr folgende Betrachtung an: Es seien verschiedene 
Werte von x («1, X2» ^4 - • • •) zu jedem Wert von x gehört 

eine Sequenz B„^/(x); also: m. a. W. 

ist selbst Funktion von x. 

Wählen wr x=Xi* Damit die Konvergenzbedingung 

-o)<B^^{Xj)<(o 

erfüllt werden kann (was ja nach Voraussetzimg der Fall sein muß),^ 
braucht nur n genügend groß, sagen wir größer als eine gewisse Zahl Ni 
genommen zu werden. Wir haben also: 

für n> Ni ist : <y < B^^^{Xi) < +«. 

Jetzt machen wir dieselbe Operation mit dem Werte 
Hamit die Konvergenz erfüllt sei, müssen wir n lüer etwa größer als 
eine gewisse Zahl JVj nehmen, also: 

für n > N, ist : — 0) < (0:2) < w, 

Wr können so jedem Werte innerhalb des Inter valles von a bis h einen 
zuordnen. Wird n größer als genommen, so ist die Konveij^m? 

bedingifeg eiläUt. Nun sind zwei Fälle möglich: Entweder yblifihen 
so bestinlji^ Werte N (deren es qatürUo*h, Mavdn- 
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endlich viele x-Werle im Intervalle existieren, unendlich 
viele gibt), unter einet festen endlichen Grenze, die wir 
JV 0 nennen wollen. D. h. ist größer wie jeder der Werte N* Also 
gilt die Konvergenzbedingung —co<1?„^^(x)< + cü a fortiori für jeden 
Wert von x im Intervalle von a bis b, wenn wir an Stelle der Zahlen 
den Wert Nq substituieren. Also dann ist: 

für n > Nq : *— co < (x) < + w. 

Ist dieser Fall realisiert, so nennt man die Konvergenz „gleichmäßig“. 
Sie ist gewissermaßen von x unabhängig, weil die Zahl Nq von x unab 
Tbängig ist. Die zweite Möglichkeit ist folgende; Die Zahlen N haben 
keine obere Grenze, sondern vrachsen mit der Annäherung von x an ge- 
wisse Werte des Intervalles über jede endliche Grenze hinaus. Trotz- 
dem ist infolge von Nebenumständen für jeden Wert von x die Koii- 
vetgenzbedingung erfüllt, aber die* Konvergenz wird immer schlechter 
bei Annäherung an gewisse Werte von x; sie wird, wie man sich manch- 
mal ausdrückt, „unendlich verzögert'*. Diese Art von Konvergenz nennt 
man „ungleichmäßig**. 

Wir können also folgende Definition für die gleichmäßige Konver- 
genz einer Beihe aufstellen: 

IV. „Eine Beihe konvergiert gleichmäßig in dem Inter- 
valle a^x^b, wenn für alle Werte von x des betreffen- 
den Intervalles ein von x unabhängiger Wert Nq existiert, 
so daß für n>No die Ungleichung befriedigt wird 

— ai < ß,,,{a:) < o oder | | < 0. h 


Von einer gleichmäßig konvergenten Beihe wird also mehr ge- 
fordert, als von einer schlechthin konvergenten Reihe ; die ersteren hah n 
dfdier besondere Eigenschaften, die den schlechthin konvergenten Bcilnii 
^feUen. Eine der .wichtigsten dieser Eigenschaften ist die folgende: 

’ V. Eine in dem Intervalle a^x^b gleichmäßig kon- 
jeipgente Beihe, deren Glieder stetige Funktionen von x 
sllld, ist selbst eine in dem Intervalle stetige Funktion 
Variabeln. 


^ ''' Der Beweis verläuft folgendermaßen: Nach der Defimtion der Stotis- 
ikeit muß sich einer beliebig kleinen gegebenen positiven Größe 6 tinp 
j ^eichfallfl positive Größe e derartig znordnen lassen, daß: 


I A (x+h) — A{x) I <d für |Ä| <e. 


Betrachten wir non die In dem gegebenen Interva^ gleichnuißis 
konvergente Bdhe: 

' \ Ojjoo 

-4(4» 0,(4 -f a, (4 + ... in infia. » 2a,{x), 

- ' -j ‘ ^ Ä 


so nmß folgende als 
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für h <«. 

n n 

Xun kann man aber A{x) und analog A(x+h) schreiben: 

l.m m + l,oo l,m 

J(x + Ä) “ ^a„(x + h) + ^a^(x + ä) = ^a^(x + kl + R„lx + h),, 

fl' rt n 

l,m «» + 1,00 l,m 

Jli) +2“»(a:) =]äa„(a:.) + Bjxl. 

n n n 

])arin ß*, eine Sequenz von Gliedern der Reihe, wie wir sie schon 
vorher betrachtet haben, nur daß p=oo genommen ist. Dies ist statt- 
liaft, da der Wert von p bei der vorliegenden Betrachtung keine Rolle 
s))ielt. Also ist wiegen der gleichmäßigen Konvergenz nach Satz IV: 

! ßm (^ + ^0 ! < 

|ß« (^) Keo, 

wo m, eben wegen der gleichmäßigen Konvergenz, unabhängig vom 
Argument, also hier von h ist. Ferner ist als endliche 

n 

Summe stetiger Funktionen selbstverständlich stetig, d.h. die Be- 
dingung erfüllt: 

l,tn l,m 

+ fc) — für (h)<t, 

n n I 

WO dl eine beliebig kleine positive Größe ist. Bildet man nun A{x+h) 
-A(x), so hat man dafür: 

A{x + h) — J(x) « + h} — ^a^{x) + ß„{a‘ -f fei - 

n n 

und wenn man die absoluten Werte bildet und beachtet, daß der absolute 
Wert einer Summe stets kleiner oder höchstens gleich der Summe der 
absoluten Beträge der einzelnen Summanden ist, so folgt: 

+ Ä) — ^(a;) ^ + Ä) — + + B,(«) ; 

" * 

also wenn man die oben abgeleiteten Ungleichungen für die Glieder 
der rechten Seite einsetzt: 

1.4{®+,fc) ^(i)| < dl + CO + CO für |kl <e; 

wählt man di+2(u so, daß es gleich dem gegebenen 6 wird, was 'man 
kann, da d, und cu ganz willkürlich sind, so folgt: 

, |^(*+fc) -- ^(*)| < d für |k| <e, 

die zu iGlleiohung der Stetigkeit. 
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i ■ ^ 

Nunpehr kann die für uns wichtigste Eigenschaft einer gleichmäßig 
konvergenten Beihe bewiesen werden: ' ^ 

TL Eine in dem Intervalle von a bis h gleiohmäßi^r 
konvergente Beihe kann gliedweise integriert werden. 

Der Beweis dieses wichtigen Satzes kann folgendermaßen erbracht 
werden. Es sei die in dem Intervalle von a bis b gleichmäßig konvergente 
Beihe vorgelegt: 

A{x) = ao(a5) -f ai(a:) + * • • in infin. 


Es soll gebildet werden das folgende Integral: 


jA{x)dx^J^aAx) 


*1 *1 

wo Xi und flCj zwei im Intervalle von a bis b liegende a;- Werte sind, 
ist, wenn wir die früheren Bezeichnungen anwenden: 


Nun 


Aix) —SJx) +R^(x), 

‘ = «ofa:) + a, (a;) + . . . + a^{», 

^m(^) — (^) + + * • • in infin. 

Also ist jedenfalls: 

*t Sh . *» ■ 

jA(x}dx^ Js^(x)dx 

*i % »1 


Nehmen wir nun n hinreichend groß, so ist wegen der gleichmäßigen 
Ko^ergenz von A (x) nach Satz IV im ganzen Intervalle von a bis b 
die .Ungleichung gültig: 

—a}<R^{x)<+a), 

wo m unabhängig von x, und co eine beliebig kleine positive Größe 
ist; Diese Ungleichung kami natürlich integriert werden, also gilt auch: 

‘ ^ »f *• 

i." ‘ —Jcodx <jB^{x)dx<+ j’codx. 

*> »1 , 

'Edieren wir za aUen drei Gliedern der Ungleichong das Integral 
^ßm yi)za>-BO folgt daraus: 

X. * 

‘ J dx- fad x<f 8Jx) dx+ jBji,x)d ? < J 8Jx) dx+Jcodx, 

\ßt ^ Sft ^ ‘ »i ** 

od^'^iodooGi moii^filr d«^; xoitt^ Glied semm 
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»I »t *» «t a% 

fs,{x)dx — J'iudx < J" A(x)dx < J's^(x)dx + Jaßx^ 


Hierin wollen wir der größeren Deutlichkeit halber S.(x) wirklich aus* 

l,m j 

schreiben, nämlich der letzten Ungleichung: 


j “• "{^^3 ^i) < J j -t aij, 

'*'1 *» 

' l.m 

Da die Summe ^a„(x) eine endliche ist, so kann natürlich 

n 

(las Summenzeichen mit dem Integralzeichen vertauscht 
werden, und man erhält: 


Jo» (a;) daJ - < Ja (x)dx < ^ Jajxjdx'-h - xj. 


Gehen ^r zur Grenze m=oo über und erinnern uns der Bedeutung 
von J(x), so folgt schließlich die Gleichung: 


J;o,M o,oo 

J ö» (^) d a„(a?)da; 


d,h. das Integral über eine gleichmäßige konvergente Eeihe ist gleich! 
der Summe der Integrale über die Glieder der Eeihe, was zu beweisen war. 
Oder praktisch ausgedrückt: Bei der Integration einer gleich* 
mäßig konvergenten Eeihe kann die Eeihenfolge der Sum* 
mation und Integration vertauscht werden. 

Diese Sätze geben uns nun die Möglichkeit, in unserem konkreten 
Falle die gleichmäßige imd absolute Konvergenz der Bilinearform für 
unseren Kern zu beweisen. 


142. Die Bilinearform für den Kern der Saite. 

Nach Gleichung (128) lautet die Bilinearform allgemein: 

p 

In unserem speziellen Falle ist nach (88): 

für X < f : K (xi) = x (1 —I), . 

vfaja,>|: K(xi) = i(i-x). 

^ist nadi (J®):- y,(*) »= ^^sinwit« ünd nach (2^5 ^ «^***. 
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Wir haben also zu zeigen, daß fölgende Beziehungen richtig sind; 
Es muß fdn für * <{: 

(13ta) ' * (1 _ |l =. 4 . y 


(13^a) 

und für as > |: 
(181b) 




sin vna; ‘Biny;! | 


Zu diesem Zwecke gehen wir von zwei bekannten unendlichen Beihin 
aus. Die erste ist: 

=1 + + 3-, + ••• in infin. 

•* 

71* 

Ihre Summe ist bekanntlich^) so daß wir haben: 

* 

' Die zweite Beihe, die wir betrachten, ist folgende;^) 


cos* , cos2* , cosS* , _ cosi'* _ (x - t»)* n* 

+ 2* “1*“" 3^* 4 l‘> 


4ie in dem Intervalle 0^ x^2n gültig ist. Es seien nun Xq und Xi zwei 
Werte, die nicht nur innerhalb des zulässigen Inter valles von 0 bi- 2-7 
liegen, sondern auch noch kleiner als oz sein sollen. Der Grund dafür v j 1 
später klar werden. Dann ergibt die Differenz der mit diesen Winten 
gebildeten Seihen (188): 


cos r *0 — COf V *, 


+ f (*!-**)• 


' Es amen nun x und f zwei echte ]^Qche (da das Grundgebiet der Saitf 
iuur von 0 bis 1 geht, ist dies für die Yariabeln z und ( unseres Kernes 
stets der Eall) und zwar sei etwa zunächst x<S. Dann setzen nir 

gflSd) Xo = n((—x); Zj = 7r(H-x). 

Man überzeug sidi leicht, daß der Ansatz (186) mit unserer Festsetzang 
' von x^ und x^ übermnstimmt. Denn man erhält aus (186);. 

— ^ 

, ♦ V(A %. B. Biemann- Webesi Ärt. MfljtL. i psg. «f- 
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j)a nun x und f positive echte Brüche sein müssen, so muß offenbar^ 
dasselbe von und gelten. Das kann erfüllt werden, wenn 

man Xi>x^ und beide Werte <n: nimmt, wie es oben vorgeschrieben 
^vurde. Ferner ist dann offenbar: ^>x. 

Setzt man die Werte (135) in (134) ein, so folgt durch elementare 
ricchnungen: 



sin y n « • »'fr I 




oder: 

( 130 ) 


1,00 



¥ 


= a:{l - 1). 


Gleichung (136) ist aber nichts anderes, als die zu beweisende Bilinear- 
form iin Falle x<$. Ist umgekehrt x>^, so vertausche man in (135) 
die Bedeutung vom und x^: 

(1B7) . iCj = JT (^ ““ au) , 5*0 = ^ (^ “f“ ä:) . 


Dann ergibt eine analoge Roclmung: 



1,00 

2 sin y n X • sin vn ^ 

y^ 


1(1 - X}- 


Man erkennt ferner leicht, daß die Reihen (136) resp. (138) absolut 
konvergieren. Denn setzt man für die Zähler sin vttx * sin vjrf die ab- 
soluten Ik?träge ein, so ist der Zähi('r stets ^ 1 ; die so entstehende Reihe 
mit lauter positiven Gliedern konvergiert also stets noch besser wie 

die Reihe, deren Zähler sämtlich gleich 1 sind, d. h. wie die Reihe 
1,00 

deren Summe nach (132) ist. Ebenso ergibt wieder ein Ver- 
> 1,00 
gk'ich der Reihen (136) und (138) mit dieser Reihe “V» Bilinear- 

form unseres Kernes auch gleichmäßig konvergent ist. 

Damit ist also gezeigt, wie wir am Schluß von Nr. 140 betont haben 
jede quellenmäßig darstellbare Funktion auf ^ie Fon 
riersche Weise entwickelt werden kann. Denn da die Bilineai 
torni gleichmäßig konvergiert, ist die bei der Herleitung dieses Sat:^ 
^^^iiufczte Vertauschung von Summation und Integration erlatibt* : 

Um dem Entwickelungsproblem zurückzukehreu, d« 

uns von uiierem geboten wurde, so w|ii^,ira 
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daß für if=Q das allgemeine Integral der Saitengleichung dem^ gegebene }] 
Anfangszustande angepaßt werden konnte. Es sollte damals bewiesdi 
Werdens 

1,00 

(35) B^siava X F{x), 

V 

¥ 

’Man erkennt jetzt, daß, weMiF(a;) und G{x) die Eigenschaftt n 
einer quellenmäßig darstellbaren Funktion besitzen, die 
'Konvergenz dieser Eeihen gewährleistet ist, womit die ge- 
-stellte Aufgabe, das allgemeine Integral der Saitenschwin- 
gung zu finden, erst wirklich gelöst ist. 

Es sei übrigens hier erwähnt, daß man diese Eesultate leicht stark 
verallgemeinern kann; quellenmäßig dargestellte Funktionen haben ja 
die Eigenschaft, daß sie mit ihrer ersten Ableitung stetig sind, eine stiick- 
weise stetige zweite Ableitung besitzen und die Randbedingungen des 
Problems erfüllen. Man kann sich jedoch von allen drei Beschränkungen 
freimachen, indem sich zeigen läßt, daß stückweise stetige Funktionen 
mit stüokw'eise stetiger erster und zweiter Ableitung, die die Barid- 
bedingungen nicht befriedigen, auch noch auf die Fouri ersehe Weise 
nach Eigenfunktionen entwickelt werden können. Wir beschränken uns 
hier jedoch auf die Mitteilung des Resultates, ohne näher aui dicstn 
Gegenstand einzugehen. 


143« Die Bayleighiclie Methode. 

Lord Ray lei gh hat eine Methode ausgebildet, um dw Kig^n- 
Schwingungen kontinuierlich verbreiteter Systeme zu finden, die im 
welsentlichen darin besteht, daß zunächst ein geeignetes System diskrott r 
Hassenpunkte betrachtet wird, das durch einen passenden Grenzübt rgang 
in das gegebene kontinuierliche System übergeführt wird. Daboi gohon 
4iö Ei^nschwingungen des Systems diskreter Massenpunkte gl'irii* 
zeitig in die des kontinuierlichen Gebildes über. Die Schwdi rigkt don 
dieser Methode liegen darin, den Grenzübergang streng zu volbiobou; 
die Rayleighsche Methode ist daher nur als heuristisches Piiu^ip zu 
betrachten, als solches aber von großem Wert. Man erkennt auf^ du'sei 
Darlegung, daß wir bei der Berleitung der Saitengl^chung diostuu 
dankengange bereits im wesentlichen gefoJ^t sind. Nunmelir 
wir gewissermaßen auf dem umgekehrten Wege> indei^ wir von der b( n i ^ 


*) Vgl A. Kjpaser, Die 
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iVrtig vorliegenden Lösung des Saitenproblems tiusgehen, darauf zurück, 
„in einen Zusammenhang zwischen dieser Methode und der Theorie’ der 
Integralgleichungen nachzuweisen. 

Nach (34) war die allgemeine Lösung des Saitenproblems: 

«=» B coscvatl. 

¥ 

Si tzen wir zur Abkürzung für die geschweifte Klammer so haben 
wir u in der Form: 



j)abei können wir die Größen py(<) als Parameter oder, wie wir auch 
sagen können, als die „Koordinaten“ eines „Massenpunktes“ der 
Saite l)etrachten. Wir wollen nun, indem wir eine der möglichen 
Schwingungsformen der Saite betrachten (also unter u etwa die longi- 
tudinalen Verrückungen verstehen), lebendige Kraft L und potentielle 
Energie 0 bilden. Zunächst ist offenbar 


1 



wenn wir, die Dichte der Saite einfachheitshalber gleich 1 annehmen.vt 
Da nach (139), wenn von Konvergenzschwierigkeiten abgesehen wird: 

4 t “ 2 VMPriti 

¥ 

ist (die Punkte bedeuten Differentiationen nach der Zeit), so folgt 
durch Einsetzen dieses Wertes in dem Ausdruck von L: 

l 1,00 

0 ► 

und daraus folgt, unter Berücksichtigung des Umstandes, daß die Eigen* 
iunktionen. orthogonal und normiert sind, wodurch die doppelten fto* 
dukte in Fortfall gelangen: 

¥ 

l>iw ist ein Auadfnek von der näJnlichen Form, wie er für eine Anzahl 
'<"1 Massenpunkten aus der Punktmechanik bekannt ist.‘) Für die po- 
' nbt Dii Energie ergibt ein Blick auf (12), wenn man den Gzünzübergat^ 

’) Vgl. e«i» QUohnng (49) auf pag, 245. 
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t - 

zur kontinuierlichen Saite vollzieht und für die lon^tudinale Scl;^wingungH 
form spezialisiert: ♦ > 


1 



^ C eine Konstante bedeutet. Das wird nach (139): 

1 1,00 * 

0 » 

Bei der Ausrechnung ist nun zu beachten, daß die q>J(x) zwai 
orthogonal sind, da die %'{x) Kosinusse sind, aber sie sind nichl 

normiert wegen der Faktoren, die durch die Differentiation hinzu- 

1 

treten. Setzen wir zur Abkürzung C J (x) dx==^ so folgt aus 

diesen Auseinandersetzungen: ^ 

1,00 

‘ (141) 

r 

Auäh dies ist die nämliche Form der potentiellen Energie, die man aus 
^der Mechanik diskreter Funkte her kennt.*) Es sind offenbar die Großen 
* P»(l) <1*® Normalkoordinaten des Problems. 

Wirken nun noch äußere Kräfte, die die Koordinaten p, zu verändern 
. bestrebt sind und die P, heißen mögen, so können wir die Lagrange- 
y, sehen Gleichungen zweiter Art anwenden: 

d_ f^L) dL 0 0 -n . 

dt [dp,/ äp, dp, 

und die Ausführung der angedeuteten Operationen ergibt hier für jeden 
Massenpunkt der Saite die Schwingungsgleichung: 

(142) Pr(^ + c,p,(i)^P,. 

Dm zur Ableitung des Kernes überzngehen, berechnen wir auf 
z^ci verschiedenen Wegen die von den äußeren Kräften goli idote 
Arbeit A. Sie ist einmal offenbar gleich 

Einen zweiten Wert dafür erhalten wir, indem wir die Kraft i»'® 
Längeneinheit der Saite einführpn. Da^Jst die Kro^» d*o au dtiu 

9 Vgh z« Be d» zwdta Glelolt^ (49) aii^ 
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0 

])ie am „Punkte“ x wirkende Kraft Xdx erteilt diesem die Verrückung 
so daß die Elementararbeit: 

äA ^ Xd X • Ö u, 

und die Gesamtarbeit: 

1 

(143 b) A^JXdx*Su 

0 

wird. Nach (189) ist nun für eine feste Stelle x: 

1,00 

Su^^%ix)^ S'p^, 

V 

also folgt für A nach (143 b): 

{143c) A^ j f fpMäx. 

0 ”0 

Durch Vergleich von (148a) und (148c) ergibt sich daraus für die 
Darstellung: ^ 

(144) 

0 


In dem Falle, daß die Kräfte P^ die Saite im Gleichgewicht halten, ver- 
schwinden die Größen ii^(<), und nach (142) und (144) wird: 


(145) 



1 

f X<p^ {x)dz 

q 

Cr 


^'iur Gültigkeit dieser Gleichung ist erforderlich, daß alle c,4=0 sind, 
was vorläufig vorausgesetzt wird. 

Also ergibt sich für die Verrückung (ii) dieser Gleichgewichtslage 
der Saite nach (139): 



1,00 

(«) 



Nunmehr wollen wir die Kraft X nur an einer Stelle der Saite f’ 
^Is von Null verschieden annehmen, jedoch an dieser Stelle so groß, daß 

J*^dx trotzä^ einen endlichen Wert behält, den wir der Einfachheit 

halbir gleich tvollen. Unter diesen Voraussetaungen ist: 

40 * 
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* • 1 ' 1 * j 

(147) 9, (®)f Jz d ,.,(1). * 

0 ‘ ' 0 

Durch Einsetzen in (146) folgt daraus für die betrachtete spezielle V( r- 
rückung: 

l'n8) ■ 

V 


die abgesehen vom Faktor ™ mit dem Kern identisch ist; 

denn ist nach (142) gleich dem Quadrate der Eigenfrequenz /i/, 
also z. B. nach (30) gleich = c* A^. Man erkennt leicht, daß in 

der Tat die mechanische Bedeutung des Kernes die alte ist: eine (rkicli- 
gevrichtslage der Saite (d. h. eine die Randbedingungen erfüllende liösiiiKr 

der Gleichung = Ol, die hervorgerufen wird durch eine Kraft von 

der Intensität 1 da; = lj am Punkte 

Von (148) aus kommt man natürlich sehr rasch zur Integralgleicliung. 
Setzen wir die Verrückung in (148) gleich multiplizieren 

mit einem beliebigen Eigenwerte q>^(x) und integrieren über das ganze 
Massensystem, so folgt: 


■pfjk(xi}^^[x)dx q;^{x,q>jx)dx, 


und da das letzte Integral wegen der Orthogonalität der Eigeiifunktiom n 
für r4=^ den Wert Null, für r=^ wegen der Normierung aber den WVri 1 
liefert, so folgt schließlich; 

^^(x)dx , 

0 

. (l.b, die homogene Integralgleicbnng. 

»Da die c, mit identisch sind, so erkennt man, daß die Voraus- 
setznng hier erfüllt ist, da%=»'* 7 r*(>'=l, 2 . . •) ist. 

I>er Ausdmek (148) für den Kern findet sich an verschiedenen Sti Hon 
in Bayleighs Thirorie des Schalles; der Zusammenhang diesei via 
älteren Rayleighschen Entwickelung mit der Theorie der Inti; '!'’ 
.gleichungen ist von Kneser hervorgehoben ^’orden.^) 

}) Jahreeber. d,)8eii)es. Ge«. vatetl. Kdltufj- .Jtotlfc SWtÖottif 1900; .'-'uli- 
Kneaer, Die Intcgw^leiclMmg^ p«f. 
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144. Die inhomogene Integralgleichung für die schwingende Saite. 

In ganz analoger Weise, wie man von der homogenen, Differential- 
triiichung (16) zur homogenen Integralgleichung geführt wird, gelangt 
nicin von der inhomogenen Differentialgleichung (58) für die erzwungenen 
^soliwingungen zu einer äquivalenten inliomogenen Integralgleichung. Die 
ftt-nannte inhomogene Differentialgleichung lautete: 


( 119 ) 


d*u 


d^u 




Darin ist n eine gegebene Zahl und bedeutet die Frequenz der er- 
zwungenen Schwingung. Durch den Ansatz: 

(150) " u = ip{x) • cos nt 

erhält man aus (149); 

(151) I + 

I ,^.(0) = v.(l) = 0- 

Dabei ist auch A, vTWO n, eine feste vorgeschriebene Größe. Wir 
kombinieren die erste Gleichung (151) mit der bekannten Differential- 
gleichung des Kernes: 

d'Kixi) 


dx* 


= 0 , 


indem wir letztere mit y(a;), erstere mit K{xS) erweitern, und subtra- 
iiieren. Dann folgt; 

y'{x)A'(a!|)-X"{i|)t;-(x) + ;.«Kx)A(x|) = - -V/(x) A(x|). 

Nach Multiplikation mit dx und Integration über das Grundgebiet folgt: 

i 1 

f^[i/{*)A(x|)- A'ixl.iV'lxil (Ja: + ^ f f{x)K{xi)dx 

0 '■ Jo 

1 

=» — f{x)K{xi)dx. 

0 

Dabei ist die linke Seite der Form nach identisch mit der bei der homo- 
f?^nen Integralgleichung auftretenden [vgl. z. B. Gleichung (112)], und 
«8 folgt analog wie dort: 


Wenn 


- -^(1)+ A fK(xS)ip(x)dx^~ f Kixi)f(x)dx. 

• , t 0 * ' ’ 0 


wir hier ^hkÜrsoDR setaen: 
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— » 

Meekanik der Kontinua, ' ^ 

z(i)^-^fK(xi)f(x)dx, 

0 


1 

0 


eine Funktionalgleichung, welche als inhomogene Integralgleichung 
bezeichnet wird, und deren Lösung wir nun zu suchen haben. Es sei 
nochmals darauf aufmerksam gemacht, daß A hier im Gegensatz zu den 
bei der homogenen Integralgleichung auftretenden ein fester gegebener 
Wert ist, der, ebenfalls im Gegensatz zu den Eigenwerten, auch kom- 
plex sein kann. Um den Weg zur Lösung der inhomogenen Gleichung 

(153) zu finden, wollen wir wieder die Betrachtungen der vorhergehenden 
Nummer aufnehmen, die an die Eayleighsche Methode anknüpfen. 

Wir zeigen zunächst, daß man auch auf diesem Wege zur iiihoino- 
genen Integralgleichung (153) geführt werden kann. Wir gehen zu dem 
Zwrecke aus von der Bewegungsgleichung eines Massenpunktes der Saite: 

(142) + P. 

oder unter Benutzung von (144): 

1 

(154) ß, + c,p,^J'X9>,(x)dx. 

0 


Wir betrachten auch hier solche Fälle, in denen die äußere Kraft X 
zeitlich rein periodisch ist, so daß wir also setzen können: 

.(155a) X=‘Kco8ni 

(n die schon früher eingeführte gegebene Größe). 

Dann setzen wir zur Integration von (154): 


(166b) j 

i u ^ ü • coßnie 

1 

Da nach (144) P,.= J* X <p,{x) dx, so können wir für P, ebenfalls setzen: 
0 

1 

P, == P^‘ cos nt •"J'xyr^ixjdx’eoani, 


so daß 
(I55c) 

1%.. _ , 

' tke'^nsetenng der Worte (155a) 1^ (166o) dann: 


Jt 

P,’mJ'S^,ix)dX Ist 



iKler unter Benutzung der Bezeichnungen: 


( 156 ) 

( 157 ) 


I c, 

1 n»-c*A 


Man erkennt zunächst, daß dieser Ansatz nur solange einen Sinn hat, 
als d. h. solange der mit n zugleich fest gegebene Parameter i 

von jedem der Eigenwerte verschieden ist. Nur unter dieser Vor- 
aussetzung hat überhaupt die Gleichung (142) eine Lösung, 
Multipliziert man (157) mit q>^{x) und summiert über das ganze Massen- 
systom, so folgt nach (189) und (155b), da ü=zZ (p^{x)-p^ ist: 


(158) 


ü 


1,00 

p 


1,00 1 



p 0 


Dieser Wert von ö für a:=f gebildet ist natürlich gleich: 

1158 .) 

m u m 

wenn wir den Summationsbuchstaben v jetzt durch m ersetzen, was natür- 
lich für die Sache ohne Bedeutung ist. Multipliziert man diese Gleichung 
nht K(xS) und integriert nach $ über das Grundgebiet, so folgt: 

/ a(i)K{xS)di - f 

0 Op'" 

oder nach (168a); 


oder endlich: 


^ Om 


Jortausoht mao Wer im letzten Internal die.Beihenfolge von Intecxatihä' 

«ad Summation, 80 folgt; 
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1,00 


1,00 _ ,1 


’ (159)' • / 

U V i >» 0 

wegen der Orthogonalität und Normierung folgt, daß das letzte Integral 
^ für m 4= den Wert Null, für in=v den Wert 1 hat. Also folgt schheßlicli: 

m U 

Daher wird aus (159): 


1, oo 


d«? 




Nun benutzen wir folgende Identität: 
Damit folgt aus (160): 


1,00 


1,00 


0 y *' y *' 

^nd da das letzte Glied nach (158) nichts anderes ist wie t#(a;), so haben 
wir endhch: 

0(a:. = X f ’ 

ü » 

und wenn man folgende Abkürzungen verwendet: 

ü\x)^yf{x), 

(16^ 






gabt (He letzte Gleichung über in die uns bereits bekannt** in- 
hmogene Integralgleichung: 

i 

099) . y,{x) ^xiß) + xj y>(i)E(xi)di. 

#• ‘ 

wir hier ausgehend von den Bayleigbschen iBetraohtungen W' 'li i- 
gej|^en haben. Dieselben Erwägungen werd« »ns dfn ' '''r 

zur Lösu^ weisen, immer unter der Voram^tzung, |^ß ^ ^ 

PSrne» wird vonrnsgesetzt, i^aß dict homogem^Äftegralgleichung - " 
wir ja beS^ts udssenij— daejjf^lidstf^" bes^tiih /■' 
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Mich der zweiten Forifeel (162) ist, wenn wir durch seinen Wer^^nwh 
(l';5c) ersetzen, für a:=^a: 

v ü 

oaci- nach Vertauschung von Summation und Integration: 

,164) kW - . -i fs K|.<«)a«. 

Oy 

Anderseits ist, da f,(a:) eine Lösung der homogenen Integralgleichung 
ist. also da ^ 

ü 

P^a, fx f,(x)d X == J-X dx- X,J A’ (i S) ?>, (I) d I , 

% u u 

oder in anderer Schreibweise: 

1 1 I _ 

fXf,(x)dx=^^,Jfl-X K (x I) d • 9:, (I) • d 

u y 0 

Benutzt man Wer (164), so kann diese Gleichung auch folgendermaßen 
geschrieben werden: 

(165) , fx<p,(x)dx = cU,J')r(^)(jrJi)d^. 

0 « 

Und daraus folgt endlich, wenn man diesen Wert in die Gleichung für 

X(a) einsetzt: 

1,00 1 

(166) /(«)r ^ 

P 0 

Nach Gleichung (168) ist nun: 

~ 0 

«‘ler nach (166^: ” ^ 

f(z) ^o(i) - 2 ‘ ■ 
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ErseJjÄ man darin durch den identischen Wert 1 

ergibt sich schließlich: 


So 


1,00 


1,00 


p 0 p ^ 0 

•Nach (166) ist nun das erste Glied rechts = i^(x), so daß endgültig folgt: 

^ 1,00 1 
(168) + 


Wenn die vorangegangene heuristische Betrachtung streng wäre, so 
wäre gezeigt, daß Gleichung (16B) die L^ung der inhomogenen Integral- 
gleichung darstellt. So ist es vorläufig nur eine, allerdings wahrscheinliche, 
V^ermutung. Zum endgültigen Beweise muß gezeigt werden, daß die 
Beihe (168) konvergent ist, d. h. überhaupt einen Sinn hat und ilaß 
die* Integralgleichung durch Einsetzen der Formel (168) identisch be- 
friedigt wird. 

Bei dem Konvergenzbevreise gehen wir von der in Nr, 142 bewiesenen 
Tatsache aus, daß die Beihe 


* 

bei unserem Saitenproblem gleichmäßig und absolut konvergiert. 

/ Wir betrachten nun zum Vergleich mit der zu beweisenden Reihe 
(168) für yf(x) die folgende Beihe: 


(170) 


* 1 1,00 

fKixi)z(i)di^^ 


0 


9 


0 



Die hier vofgenommene Vertauschung von Integration und Sunirna- 
fst gerechtfertigt, weil die Bilinearform gleichmäßig konvergent ist. 

Das allgemeine Glied dieser Beihe lautet: 


.JMm vpgleielieii vir mit dem fil]gemeii:!fln. GIiede der y(a!)*Beihe (ICB)- 
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Die letzte Umformtmg j^gt, daB das allgemeine Glied der 
{eihe (168) aus dem allgemeinen Gliede der Beihe (l?Oa) he^orgebt 

lurch Multiplikation des letzteren mit dem Faktor 


(-i) 


^^aktor ist, daA4=^y vorausgesetzt ist, niemals unendlich groß. Ferner, 
ja ist, so ist 

limAy«oo; also lim-^ — ^nr 

»«00 »saoofi ^ 1 . J 

r k ) 


= 1. 


Nfun ist aber die Vergleichsreihe (170) auch absolut konvergent, da die 
Bilinearform des Kernes es ist. Also dairf sie nach Satz III der Nr. 141' 
Glied für Glied mit Faktoren multipliziert werden, die stets unterhalb 
einer endlichen Grenze bleiben. Diese Bedingung ist für die Faktoren 

_JL_ erfüllt, so daß damit die Konvergenz der Reihe (168) bewiesen ist. 

(‘-rl 

Um zu zeigen, daß die Reihe (168) auch die inhomogene Integral- 
gleichung identisch befriedigt, d. h. die Losung derselben darstellt, bilden 
wir den Ausdruck: 


1.00 


Jf(x)I{(xi}dx^ fr(x)E(xi)dx + ^^^^j^f <p,{x)x{x)dx. 
0^0 » ^ 0 


Die Gestalt des letzten Gliedes ergibt sich aus der Bihnearform unter 
Benutzung der Orthogonahtät und der Normierung der Eigenfunktionen. 
Setzt man hier 


so folgt: 

( 171 ) 






1,00 


jyf(x}K(xi)dx=j x(x)K(xi}dx- ^ 
0 0 »' 

1,00 

.+2 


%(x)x(x)dx 

^ 0 

1 

■^^f(pjx)x(x)dx. 


Fnter Benutzung der Bilinearform ersieht man, daß die beiden msten 
(ilieder rechts sich gegenseitig fortheten, und nach der Formel (1^) 
ist das letzte Glied gleieh: 

v(0-x(0 

Damit geht (171) Über in: 
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\die anlers geschrieben lautet: «r " 

" - ‘ 1 •' > ^ \ 

V'(l) = ;ir{|) + • 

0 

Das ist aber nichts anderes als die inhomogene Integral* 
gleichung, die somit durch die Formel (168) gelöst wird. Es gilt'älso: 
Die inhomogene Integralgleichung besitzt eine Lösung, 
lalls ist, und diese wird geliefert durch die Gleichung 

(168). Si^ versagt, wenn X=X^ wird, d. h. wenn die homogeru* 
Integralgleichung eine Lösung besitzt. Die Lösung der in- 
homogenen Integralgleichung in der speziellen Form (168) ist wohl zuerst 
von E. Schmidt^) auf Grundlage von Untersuchungen von D. Hilbert^i 
gegeben worden. 

^ In unserem speziellen Falle der erzwungenen Schwingung der Saite 
erhalten wir demnach folgende Lösung: Es ist zunächst nach (152) 

1 

f K(xi)fix]dx, 

U 


d. h. x{i) ist «ne qaellenmäßig dargestellte Funktion, die wir auf die 
Foa'tierEche Weise nach den Eigenfunktionen entwickeln können; also: 


< 172 ) 


1,00 


Xix) = <p,ix}, wo 

r « 

1 

K - f9’r(i)x(i)di. 


wtait man dies in die Lösung (168) der inhomogenen Integralgleichung 
ein, so erhält man: 


Satark msöü hier für 1 den Wert für X den Wert 

den»' Wert yisinvjtx, so folgt schließlich: 

(178) ' fi (*) =» i^mpn *,♦ • 


fdaltiplizieren wir noch mit cos nf* so ist nach {165b; 

•4 ■ ; ^ 

, *} £, Sebnifdt, IMaaertatioii, GöttingHi IQOä^ .MatbML W< . 

*} J). HtIhart,:.(i^WB^ge^fbier allg. TheC!^ di }• W» ‘ ' 

teilmi«:' 1(804. 


637 


Schwingungen von Satten und Membranen. 

: ft « '■ 

,174)’ «(®,‘<)=]/2*co8«/*^^-;«3^.8iru/jra;, - 

V 

( ine Gleichung, die der Form nach völlig mit (70a) übereinstimmt, die 
unsere frühere Lösung für die erzwurigene Schwingung darstellt. Damit 
(jie beiden Lösungen, wie es ja sein muß, identisch werden, muß, wie 
(in Vergleich von (70a) und (174) ergibt, die Beziehung bestehen: 

( 175 ) 

Nun ist nach (152) und (172): 

1 1 

( 176 ) K(a^)f{ä)da, 

0 0 

wüluend nach (60a) und (68) ist: 

1 

(1771 0,=^-~ff{a)<jrJ«)da. 

0 

Wendet man auf (176) die Bilinear.fonn an, so ist in elementarer Eechnung 
die geforderte Gleichung (175) zu verifizieren. Demnach stimmt in 
.der Tat unsere Gleichung (174) für die erzwungenen Schwin* 
gungen, die. wir durch Lösung der inhomogenen Integral- 
gleichung (157) erhielten, mit unserer alten Lösung über- 
ein. Durch Hinzufügupg der allgemeinen Lösung der inhomogenen 
Integralgleichung erhält man also auch hier ^^■iede^ die frühere all- 
gomi'inste Lösung, so daß ein weiteres Eingehen darauf liier sich erübrigt. 


146. Gedämpfte Schwingungen der Saite. 

Die bisher behandeltem Schwingungen der Saite waren sogenannte 
ungedämpfte, da bei der Herleitung der Gleichung von Eeibungskräften^ 
a])ges(dien war. In Wirklichkeit sind diese immer vorhanden, und inögen 
auch vielfach sehr klein sein, so gibt es doch Fälle, in denen sie be- 
rücksichtigt werden müssen. Das trifft z. B. zu bei der erzmmgenen 
^'clnvingung, wenn Eesonanz vorliegt. Die ungedämpft schwingende 
Sait(^ würde, wie bereits in Nr. 1 88 hervorgehoben wurde, in diesem Falle 
ha stationären Zustande unendlich große Amplituden besitzen. Das 
nur ein anderer Ausdruck dafür, daß in diesem Falle die Dämpfung 
iHaücksichtigt werden müßte. Wir werden jetzt dazu übergehen, indem 
)vir eine Eeibungskraft einführen, die proportional der Geschwindigk^i 
der Proportionalitätsfaktor k werde übrigens als klein angei^ommen 
erhalten wir für die freie Schwingung, wenn u irgend eine de: 
^"^‘glichen Yerschiebujogen (f oder n oder C) und « die lineare" Dichtigkei 
^^aite ' ' 
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(178) 


1F+'' 


dit 

dt 




d*u 
d X* 


»0*, 


. mit den alten Bandbedingungen u(0)Äti(l)=s:0, wobei die Länge wieder 
gleich 1 angenommen wird. Man gelangt au einer Lösung der Gleichun'r 
(178) durch den folgenden Ansatz: 


(179) tt a» e“**co8nf • 9>(®), 

.wb' d und n zu bestimmende Konstanten sind. Damit erhält man: 
^ ' du 

=s — • d • 9)(a;) — n • 8mn<e*"^*5P(jr); 

also für 

d^ u 

« e-*^cosntg>{x)iä^ - n*j + e‘-^*Bmnt(p(x)2Sn ‘, 

ebenso für 

= e~^'*cosnf*9J (rc). 


Die Einführung dieser Werte in (178) liefert, wenn der gemeinsami> 
Faktor gestrichen wird: 

cosnf {+ <pix) (d* _ n* - - ,-"(*) • c*} 

- + sin n t |y(a:)(2dn- *0. 

Da diese Gleichung für alle 2k?iten Gültigkeit haben soll, niüsson di(' 
Koeffizienten von cos nt und sinnt einzeln verschwinden, so daO man 
die beiden Gleichungen erhält: 


(186) 


I 9’(*)|— «* + d*— -^1 — c*95"(a:) =» 0, 

I 9.(a:){2dn--!^}-0. 


|Ihe letztere derselben liefert sofort den Wert für d: 

>?*) 


tind dunit folgt aus der ersteren: 


(18^ 


q)"{X} + X^{x)’^0, 



wo: 


^ Da zu (IffiJ) aodi wieder die alten Bandbedingunge?|''f(0) = 9’(i)"’^ 
* hinzutr^ten, so erkennt man, daß hi» unü^ altw.Raiw wertprobleu > von 
Nr. 185' vorliegt, das natblich aincb hier wiedw’ at^’ dieselbe hoiiio<,'eno 
Int^algldidiiteg führt, Lodern wir mosere aR^^CÜBesoltäte hie’ ibei'’ 
tragen* ergibt,g«ji: (lj6^4*^ BaQd|i^i^an|^^^ l^fcat füi J-! 
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Werte von X, ditf Eigenweyte, A,; dieselben sind gleich Die sagehdrigen 
i;i, Genfunktionen sind atfch hier ’^sirx'^nx, (y=l, 2 . . . Man be- 
achte jedoch folgendes: Es haben zwar die X, die alten Werte aber 
MC selbst sind hier anders definiert als in Nr. 185. Hier haben wir’naJä* 


woraus für die Frequenz der v‘“ Eigenschwingungen folgt: 
(183) 

4 fi* 


während früher nach Gleichung (30) für die ungedämpfte Welle n *= 
war. Die Schwing^gszahl ist also durch die Dämpfung verkleinert- 
worden, genau so wie es für einen einzeben Massenpunkt der Fall ist 
Da jedoch fc eine sehr kleine Zahl ist, so können wir nach (183) mit großer 
Aimähernng die Schwingungszahl als ungeändert trotz der Dämpfung 
betrachten. ° 

Für eine partikuläre Lösung u, erhalten wir nach (179) und (181), 
wenn wir für n, den ungeänderten Wert ern benutzen: 

ft, ««y^e • cosci'Ät*sin*'jrx, 

und das allgemeine Integral ist, weim wir noch den zu (179) parallelen*^ 
Ansatz benutzen, in dem cos nt durch sinnt ersetzt ist: 


(185) 



V 



1,00 

^ sin V jr a: \Ä^ smcvnt+ B^cqb cvnt}» 


Diese Lösung kann unter den nämlichen Bedingungen, wie die der un- 
godänipften Schwingungen einem vorgoschriebenen Anfangszustande an- 
gepaßt werden. 

Man erkennt aus (184) oder (185), daß die Schwingung nicht mehr 

streng periodisch ist, wegen des Faktors der ein allmähliches 

Saite verursacht; man pflegt derartige Schwingungen 
' als y, quasiperiodisch“ zu bezeichnen, weil sie mit rein periodischen 
orgängen doch noch eine Anzahl von Eigenschaften gemeinsam haben. V 
B jötzt zu den erzwungenen Schwingungen der Saite unter 

i mic sichtigung der Beibung über, so lautet die Differentialgleichung^ , 
störende Kraft /(x) cos nt liinzufügt (die Batuf- ' 


( 18 (i) 




• ^ < 7 * 


= /(x)-C08nt, 
«(l)-0. .. 
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.-L — ,■ - - — r— a--e«g:--rriWrf’ ; s\v r 

Hier machen wir den Ansatz: 

, ■f ' ► ' , f 

(187) u = g{x) • cos nl + Ä{a!) • sin iit, - 

, . wo » wieder eine feste Zahl ist; die Randbedingungen fordern: 
(187a)' ^(0) = j,(l) = ft(0) = A(l) = 0. 

- ’W 

Wir setzen (187) in (186) ein und ordnen nach cosn< und sinn^. Dann 
folgt: 

coBnt^h(x)^ -- g{x)*n^ — c^g'{x) — f[xf^ 

-I- 8inw<|— g{x)^^ — Ä(a;)* c®ä"(x)| = 0. 

y Da die Gleichung für alle Werte i gelten muß, müssen die Faktoren 
des Cosinus und Sinus einzeln verschwinden, was die beiden folgenden 
Gleichungen liefert: 

f c^gUx) + n^g[x) — — h{x) = — f{x), 

nh 

\ c^h"{x\ + n^hix) + —g{x) = 0. 


Diese können durch einen Kunstgriff vereinigt werden. Wir multipli^ 
zieren die zweite mit t=y^l und addieren; dann folgt: 

^(189) c*|gr(x) + iÄ(£C)| -f w* |sf(x) + iA(x)| + 

Setzen wir zur Abkürzung; 

(190) g{x) + ih{x) = 0{x), 

so liefert (189): 

; e^0"{x) + (n* + ■^'j0(x) = - f(x), 

oder mit der Abkürzung: 





n* -e 


nki 

e 




die erste der folgenden Gleichungen, zu der noch die aus (187a) ili- 
:^^,den Randbedingungen hinzutreten: 

(192) I + 

i; I <P( 0 )-Ö>( 1 ) = 0 . 

■ jB^r woUen wir nun, um das Problem möglichst einfach erledig;' ” 

i^ünnen,' zur Integralgl^hung nach .der in den .Gtekhungen (0‘ " 
♦;(i58) dargele^n Methode der Nr. 144 ^^gebbA« aa 

geh&bet^ daS der K er n^hier natürlich genau " 
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^v,r es nüt den nämlichen Eigenwerten und EigemCunktTonen zu tun 
haben. Wir haben also: 

1 

1 1 93) 
wo 

(I93a) 


0 

1 

^•1* ~ Klxij/(x)dx ist. 


Nach der Schmidtschen Formel (168) können wr die Lösumr 
schreiben: ^ 

il94) = + 

y ^ 0 

An dieser Gleichung wollen wir gleich noch eine Vereinfachung anbringen 
indem wir x(x), das ja nach (193a) quellenmäßig dargestellt ist, nach 
Eigenfunktjonen <p,(x) entwickeb. Wir haben dann: 

1»®« 1 

(195) • = ^d^,p^{xy, d,r=fx{i),pjl)di. 

Damit liefert (194): ” 


(196i 

Setzt man noch 
(197) 


1,00 


Ö>(®) = 5d,9P,(a:).^-^- 


A ^ k -j;- i fl y 


^0 nach (191) A — , /i — — - ist, so folgt unter Benutzung von (190): 


(198) 


1,00 

l w + .•»(») . „V(^. 


eine Gleichung, die in zwei zerfällt durch Trennung des Beeilen vom 
magmären. Zur Vereinfachung der Bechnung setzen wir: 

799) 

"orans folgt: 

200) 


ft =p,8in^,, 


Qr -^^>v-^)‘+7S 

7g SB t ^ "** ^ CV ^ 

Damit wird (198) 

i.e«» 






1,00 ^ 

?f4+ ♦*(*)" 
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oder, unter Trennung des reellen und imaginären Teiles: 


( 201 ) 


I g{x) = <p^{x)^'COsS,, 

».<*» , 

hix)^^ ^ d,‘(p,{xy^-smS^. 


Für u ergibt sich daraus nach (187): 

1,00 J . 

u = cosnt • y,(a:) * cos 5,+ sinnt q>M ' “n^,, 


V 

oder in anderer Schreibweise: 

1,00 

IdA 


U r= ^^<p^(x}'C0a{nt — S,). 


( 202 ) 

Setzt man noch für g, den Wert nach (200) und für A, den Wert ein, 

so folgt schließlich: 

^ 1 00 

** ~ y2 ^ d, »,* ain y w » • c og (re < - ^y) 


(202 a) 


1 / M * * * ’ 


Diese Gleichung ergibt folgendes: Die Verrückung u setzt sich zu- 
sammen aus einer unendlichen Anzahl von Gliedern, die sämtlich die 
Frequenz n haben, die auch der störenden Kraft zukommt. Soweit stnmit 
{202a) überein mit der Lösung für die ungedämpfte Schwingung. T>v 
gegen sind hier alle diese Partialschwingungen gegen die störende Krau 
in der Phase um den Betrag d, verzögert, was, wie die Gleichungen ( 191 ), 
(197), (200) ergeben, eine unmittelbare Folge des Eeibungsfaktors is , i a 
tangd,-^* ist. Endlich sind die Amplitudenfaktoren jedes Ghedes der 
Beihe (202a): 




fl* i* 

(V -»*)•+ -V 


Iiier stete endlich, auch wenn »*«,, w « vön^der 

im Fal le der Besonanz. Dann wird die Amphtude dieses Ghed 

Form: 

, Üa^.sintff as.T, 

Han erkennt daraus, daß dieses Ghed um so t 

Beibumogiaktor k genommen wird, d* Ii* 


hetrftehtliehex, je genüget dj^e 


feralt ist« 
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^02 a) stellt nwr eiJi partil^äres Integral -dar, da es keine ‘dispo- 
niblen Konstanten besitzt. Man kann jedoch anch hier das al^emeine 
Integral «rhalten, wenn man die Lösung (185) der freien gedämpften 
ScliAvingui^en Mnzn addiert. Dann können wir wieder jeden Anfangs- 
ziistarid mit der Lösung darstellen, vorausgesetzt, daß die betreffenden 
Funktionen den früher festgestellten Bedingungen gehorchen. Ein näheres 
Eingehen darauf erübrigt sich hier. 


146. Kreisrtmde Membran. 

Wir gehen jetzt zur Untersuchung der einfachsten Fälle von Membrän- 
Bchwingungen über und betrachten zunächst eine kreisrunde Membran 
vom Kadius 1. Der Rand der Membran liegt, wie bei der Saite, fest. 
Die Differentialgleichung der Transversalschwingung lautet nach' (15); 



wenn C die transversale Verrückung bedeutet und die Membran in der- 
zy-Eliene ausgespannt ist; S ist die (konstante) Spannung der Membran. 

Es liegt nahe, den Mittelpunkt der Membran als Anfangspunkt 
des kartesischen Koordinatensystems zu nehmen und ferner an Stelle 
Von X und y ebene Polarkoordinaten r, & einzuführen: 

a; = r cob ■&, 
y = rsin 

Nun wollen wir ferner uns auf den Fall beschränken, daß die Ver- 
rückungen ^ nur von r, nicht von d abhängen. Wir setzen also 
axiale Symmetrie um die z- Achse voraus. Das ist freilich nur ein Spezial- 
fall, aber immerhin ein wichtiger, der außerdem am einfachsten zu be- 
handeln ist. Dann haben wir 4-4 -t- -I-t- in Polarkoordinaten auszu- 
drucken. Man erhält: 

d C ^ d i d r ^ d ^ x 
d X ^ dr d X ^ dr r * 


voraus durch nochmahge Differentiation nach x folgt: 


ebenso: 


6«C BK g* 1 6: dC . 

d«*"*df* dr r* dr’ 


w ST- 

»•so ist 80hließlidh( ;• 

(204) • . , «•{ . 1 «t 

f dr 
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Damit; geht ^08) über in: 


T 


(208) 


ö«? 

d(i 


, Q |3‘: , 1 an 
‘^iö;5- + T17- ■ 


Eine Bandbedingung können wir nun leicht formulieren: für r gleich ] 
muß sein, da die Membran am Bande befestigt ist. Es scheint aller, 
dings zunächst, als ob außer dieser keine zweite Bandbedingung vor- 
handen wäre. Wir werden jedoch bald erkennen, daß noch eine zweite 
Bedingung für r=5 0 existiert; vorläufig lassen wir diese Frage beiseite. 

Zur Integration von (203) machen wir den nämlichen Ansatz wie 
bei der Saite: 

(206) C = g)(r) cos nf, 


wo n eine zu bestimmende Größe ist. Setzt man dies in (206) ein, so 
folgt zur Bestimmimg von (p{T): 


(207) 



, an* . . 
A *= ist. 


0 , 


wo 


Führt man hier yTr als neue Variable ein, die wir einen Augen*’ 
blick z nennen wollen, so geht (207) in die Form über: 


{207 a) 


d*<p 

'd?~ 




^ese Differentialgleichung ist imter dem Namen der Besselscluii 
bekannt und ihre Integrale sind Beihen, die ,3eBselsche Funktionen^ 
erster und zweiter Art genannt werden, die wir durch J(z) und Y(^) 
bezeichnen. Die Definitionsgleichungen dafür sind:^) 


^08) 


M.ü^r 

W ^ jl* “T oix Qfi • 


2 !* 


Y{‘)- 


(*)’ ( 

^ J( 0 )lognata + — - 


3 !» 


2 !» 


8t» 


^ati erkennt ans diesen Gleichungen sofort folgende Eigenschaft: föi’ 
bleibt J(e) endlich; es erhält nämlich den Wert 1; dagegen wird 
wegen des aoftretenden Dogarithmos unendlich groß. I>a.s jdl- 
gi^ne Integral von (207) lautet daher, wenn wir für !f seinen ‘f*’ 
yTr substituieren: 

(209)- * 9>^A,J(fir) + B,T(Ylr). 

•) fjjfi. ISukktioneBtafdn alt ^MroMla «toS^lCiRWB 

unil IVjimde, pa^j|9 «d-M. . 
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Viis der eben gemachten Bemerkung über 7(0) erkennt ‘man leicht, 
({;iß noch ^ne zweite Bandbedingung für r=0 ‘existieren muß: wir^^^ 
iiiürisen nämlich selbstverständlich verlangen, daß die Membran im ^ 
Mittelpunkte r=0 nur eine endliche Verschiebung erleidet. Das gibt 
[xlso ini ganzen die beiden Eandbedingungen: 

f(0) endlich; C(l) = 0. 

Daraus folgt tm tp: 

(•207b) 9^(0) endlich; 9?(1) = 0. 

Hält man dies mit (209) zusammen, so sieht man sofort, daß der Koeffi-^ 
zieiit verschwinden muß, da sonst die Endlichkeit der Lösung nipht^ 
gewahrt bleiben könnte, also folgt: 

(210) (p{r)^ A^J 

Nim ist noch die zweite Band Bedingung (207 b) zu erfüllen, nämlich 
,^(1)=:0. Dies könnte durch die Annahme geschehen, doch hätte 

man dann die banale Lösung ^ (r) = 0. Schließen wir diese aus, so muß 
also gelten: 

[2111 j(yX)=.o, 

die ( ine Bedingungsgleichung für das unbekannte A, d. h. 
für n darstellt. Alle Werte die dieser Bedingung gehorchen — 
OS gibt deren unendlich viele — liefern mögliche Lösungen des Eand- 
wortproblems. 

Die Punktionen <Py(r)==J(VA^r) [sind demgemäß die (allerdings 

8 n ^ • 

noch nicht normierten) Eigenfunktionen, die Werte ^ di# 

Eigenwerte des Problems. Da die Lösungen mit beliebigen Konstanten 
multipliziert werden können und die Differentialgleichung linear ist, sa 
(^rhält man mit Bücksicht auf den Ansatz (206): 

1,00 

V^J,(fx;r)-cosn,f. 


Hätte man’ statt (206) angesetzt, was ebenso brauchbar ist, da 
Cosinus und der Sinus gleichberechtigt sind: 

f 5= 9 p(f) sin nt, 
so hätte sich analog ergeben: 

Malier erhalten, Vw: allgemein Lösung: 

j(l^' *•) • 
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Die disponiUen Könstiuaten A, uad< B, müBsen so bestimmt ^rerdon, 
■* daß (212) fär < =0 die gegebenen Anfangstedingungen erfüllt ; es sei eUa • 


für « = 0: 


I 


I 


s-iw. 

4f-ew- 


Danp sind hier folgende Gleichungen zu erfüllen: 

C.-o =.Fir), 

P 

Um diese Entwickelirngsprobleme streng zu behandeln, geht man am 
einfachsten auch hier wieder zu einer homogenen Integralgleichung über, 
was ganz analog wie bei der Saite geschehen kann. Man erkennt aus 
dem dort gegebenen Gedankengange, daß alle Schlüsse im wesentlichen 
sich auch hier übertragen lassen, so daß ein genaueres Eingolien 
* darauf sich' erübrigt. 

Wir wollen jetzt zur Besprechung der möglichen Schwingungsfornitn 
der Membran ütergehen. Dazu genügt es, wenn wir in (212) die Größte 
gleich Null nehmen, so daß wir den einfacheren Ansatz haben: 

(218) f ■» iäj J iVh^) i+A 2 J (V^f) • cos rij < + . .. . 

Die Größen y^, sind dabei nach (211) die Wurzehi der Gleichung 
J(a;) = 0, die man Tabellen für Besselsche Funktionen entnehmen 
^ann.^} Man findet so: 


p 

1 VK 

1 

2,4048 

2 

5,5201 

8 

8,6587 

^ I 

11,7915 

6 

18,0711 

15 

46^13 

16 

43,4830 




Betraditen wir mm die Grundscbwin^ng der Membran, indem 
^dai^ergte Glied von (21$) allein nehmen:' 


0 t e* 
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: ' 

(214) fj <= i4j J r)coBn^t — AyJ (2,4048 r) C 08 

oder wenn wir •— ein für 'allemal zur Abkürzung setzen: 

{2X4 a) fl « J (2,4048 rj • cos c f . 

Das ist eine Schwingung von der Frequenz n^=cyli; dieselbe besitzt 
den Amplitudenfaktor ^iJ(2,4048r), wo 2,4048 nach der Tabelle die erste 
Wurzel der Gleichimg Jf{x) = 0 ist. Da nun r auf der Membran stets 
zwischen 0 und 1 liegen muß, so wird J (2,4048 r) erst für r=l zu Null, 



d.h. der Band der Membran ist die einzige zu allen Zeiten dauernd fest- 
liegende Stelle. Für alle anderen "Werte von r ist J(2,4048r) von Null 
verschieden, und die Deformation der Membran erreicht ihr Maximtim^ 
für r=0, d.h. im Zentrum. Die Grenzlagen der Membran sind also: 

i J (2,4048 r) 

und das ergibt, graphisch dargestellt, das Bild der Pig. 175, die man 
ebenfalls dem zitierten Tabellenwerk entnehmen kann. Fig. 176 ist 
ein Schnitt durch die Membran in einer durch die ^-Achse gehenden 
Ebene; durch Drehung um die > Achse erhält man die Gestalt der ganzejji 
Membran. 

, Für die erste Oberschwingung ergibt sich: 

(215) ^-^J(5,6201r)-co8cyÄ;*. 


Das SäbnnngUQg mit der Frequenz tt,*=cyAg = 6,6201 ®|;c..di6 

also keinit^g^ ^ de, gajte doppelt so groß ist yrie Dem 
spricht ättm d^'‘^i 4ifc)bin de« Amplitudenfaktors 
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wo 5,Si201 die zweite Wurzel der GlÄohung J(a;)s=0 iöt. Daraus folgt 
also, daß zwischen 0 und 1 ein Wert existieren muß, derartig, daß 
6,5201 ri=: 2,4048 = yÄj ist, für den demgemäß die Amplitude dauernd 

verschwindet. An der Stelle r=n= ]/^ =« ist die MemSran 

* i , ö ,!>201 

also dauernd in Buhe, es bildet sich dort eine kreisförmige Knoten- 
linie. Man erkennt, daß durch den Wert r die Strecke von Null bis 1 
keineswegs in zwei gleiche Teile geteilt wird, wie dies der Knoten der 
ersten Oberschwingung bei der Saite tut, sondern etwa im Verhältnis 



0,77:1. Man erhält also für die Extremlage der Membran folgendes BiM 
"^ (Pig.lTO), das man ebenfalls den Tabellen von Jahnke-Emde entnehmen 
kann. Eig. 176 stellt einen Schnitt durch die Membran dar in der näin* 
liehen Weise, wie es bei Fig. 175 der Fall ist. 

^ Ganz analog ist es mit der zweiten Oberschwingung: 

(216) f, « .^3 J(8,6537f)coscl^f. 

Jhte Frequenz =:cy5^=: 8,6537 e; sie steht ebenfalls in keinem ein* 

lachen Verhältnis zum Grundton. Der Amplitudenfaktor J(8,6 ö37p 
hat innerhalb des Gebietes von r=0 bis r=:l zwei Nullstellen, da 8,6537 
, di^ dritte Wurzel von J(aj)=:0 ist* Man erhält dieselben aus der Bt- 
, Ziehung: 

8,6687 r,'« 2, 404?' 

, 8,6687 r,'«= 6,6201; 

^oder a%eiD4in: 
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An diesen Stellen bleibt die Membran dauernd in Euhe: es bilden sich 
also hier zwei kreisförmige Knotenlinien. Im Schnitt wird die 
Schwingungsform der Membran dargestellt durch Fig. 177, die ebenso 
zu verstehen ist, wie die Figg. 175 und 176. Diese Betrachtung gilt 
analog für die höheren Oberschwingungen. 



Man erkennt also, daß das allgemeine Integral (212) einen äußerst 
komplizierten Vorgang darstellt, da alle die einzelnen Schwingungen 
sich mit verschiedenen Amplituden Übereinanderlagern. Das Vorhanden- 
sein derselben kann experimentell nachgewiesen werden. 

Da die Schwingungszahlen der einzelnen Töne, die Werte 
zueinander nicht in einfachen ganzzahligen Verhältnissen stehen me bei 
der Saite, imd da das Ohr solche Zusammenklänge als Dissonanzen 
empfindet, nennt man die Partialtöne der kreisförmigen Membran un- 
harmonisch. 

Die Üntersuohung der erzwungenen Schwingungen, sowie die Berück- 
sichtigung der Dämpfung, bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten. 


147. Beohteokige Membran. 

|Wir wollön Äunnaehr den Pall untersuchen, daß die Membran, recht- 
eckige Gestüt l^itzt; die Kantenlängen seien a und b. Den einen Sbk* 
Punkt des Anfangspunkt des in Ägi 178 


650 


' Jf««5antft dtr Kontimut. 


— 

angedeuteten Koordinatensystems. Dann bestehen * folgende ;Eand- 
bedingung^: ‘ . u 

mi) f(0,j/)=-f(a,t/)-f(a:,0) = C(a:,6)=:0, 

die aussagen, daß längs der Begrenzungslinien: 

a;=0, a;=a, i/=0, y^b 

die Membran festgespannt ist. Zur Integration der Membrangleichung: 



machen wir den Ansatz: 

(219) C == 9 2/)cos ni oder C ip(x, y) sin nt. 


y 



0 8 


Fig. 178. 


WO n eine zn bestimmende Größe ist. Dann liefert (218) in Vn- 
bindnng mit (217): 


= y teO) = y tx,5) ■ 


* ^ Da in den Gleichnngen (220) x und y als gleichberechtigt Vor- 
kommen, 11^ folgender Ansatz nahe: 


(221) q> (x,y) = A ünax'änßy + B cos ux‘Coaßy, 

Ä,B, tt, ß za bestimmende Konstante sind. Zunächst hefert die 
erste Gkiäiang (220), wenn man diesen Ansatz dort einsetzt: 

(222) «*+/?* «A, 

and die Bandbedingangen f (0,2/)a=9>(x,0) fordena, daß sdn muß: 
fi cos /lyes B cos «ioO . . 

Daslb^ nur durch di« Annahme B«0 ocftmt « deß 

etwas ipeiieQtt haben: 
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(221a> ' V{x.y)~ Asinux-sinßy. 

Nun ergibt ach aus den ' Eaudbedingungeh (220) y(o,j/)=y{a:,^j)=6:^ 

* ■^8i»«o*8in/3j/=^ßin«x-sin/J6=0, 

und dies kasan nur dadurch erfüllt werden, wenn man den trivialen Pall*'- 
A=0 ausschließt, daß man setzt: 


ao = ^jr|/^ = l,2,3...oD, 
ßh = vn f V = 1, 2, 8 ... 00 . 


Das gibt unter Berücksichtigung von (222) folgende Werte für a, ß„ X: 


(223) 



Wir erhalten also als (nicht normierte) Eigenfunktionen 


(2241 

als Eigenwerte: 
(225) 


(p^^[x,y] = sin 


sin 





und nach (220) ergibt sich für die 
Membran: * * 


i226) 




möglichen Schwingungszahlen der 



Als allgemeinstes Integral erhält man daher unter gleichmäßiger 
Berücksichtigung beider Ansätze (217): 



Man kann aus (227) in Verbindung mit den vorhergehenden Glei- 
chungen folgendes unmittelbar ablesen: 

Der tiefste Ton^der Membran wird für ^=v=l erhalten; also weim 
wir der Einfachheit halber die = 0 setzen: 




sm- 


sm 




Die Wien hier mit der Begrenzung der Membran 

lassen Ganzes. Halten wir nun etwa v«! 

eine (,r„r 5^*^ i“ Werte 2,8,... annehmen, eo 
erste »eihcowiw oBertflnen: " 
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äi, - C 08 C » j/j- + -^ f • • siü ^ 

ln = -^siCOSCW j/;^ + • 8“^^ • 8»®-/ 

fifi =ii jfiCOS c 31 + -jT * • sin • sin 


Die Knotenlinien sind dani^ folgende: 

Für /i = 2, i'=l verschwindet der Faktor sin— ^ sin (aiiß(‘r 

am Bande, was wir in Zukunft nicht mehr erwähnen) für einen Wert 

^ ' 

das liefert also eine Knotenlinie parallel zur Achse, durch 
die die Membran halbiert wird. 

Für /i=3, V — 1 verschwindet der Amplitudenfaktor, wenn a^i = y 


und 0^2=“^ wieder Parallele zur t/- Achse, die das Feld 

der Membran in drei gleiche Teile teilen, usw. 

Für // = Af, y=l verschwindet der Amplitudenfaktor, wenn 

x,= -~, * 3 =-^-, Xit-i=—^a ist. Alles sind wiedw 

Parallele zur y- Achse, die die Membran in M gleiche Teile teilen. 

Ganz analog liegt natürlich die Sache, wenn wir bei fe^m ^ die 
Zahl V variieren lassen. Allgemein wird für v = N die Membran 

durch Knotenlinien, von denen {M — 1) parallel zur j/- Achse, (*V — 1) 
parallel zur z- Achse sind, in MN gleiche rechteckige Felder geteilt. 

* Besonderheiten können indessen eintreten, wenn das Kantenverhdltnis 

der Membran kommensurabel ist. Denn dann kann es passieren, iiaß 
dieselbe Schwingungszahl auf verschiedene Weise erhalten kriun. 
Es sei etwa 5 = d*a, wo d der größte gemeinschaftliche Teiler von b und 
a ist. Dann ist nach (226); 



i^ifebnien wir nun etwa /i—l, i^=2d, so wird: 




cn 

ad 




Gehau denselben Wert von ni^i^ erhält man aller, wenn mau btibpit • 
weift0 /i^2, v^Ö wählt. Denn dann ist: J 




cn 

ad 




ViÄ jbewäiftD war/' Wii wollen jns ; 


’ät einfacM^u 
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uiul schließlich der größeren Einfachheit halber noch beide Werte gleich 1 
iK'liinon. Dann erhält man durch Spezialisierung der Gleichungen*(224), 
(■2*25), (226): 

= ein /t a; . sin I» w y , 

+ *'*). 

- « YKy = C Ä 

Endlich folgt aus (227): 

1.00 1,00 fet* 1 

(229) ? = S S + ß^,sinw^,t|* sinpwa;- sini-jry. 

Dem folgenden legen vrir, ■was ja offenbar keine wesentliche Be- 
schiänkung ist, den aus (229) hervorgehenden einfachen Ausdruck zu- 
grunde, wenn B^,—0 gesetzt wird: 

1 ,» 1,00 

(229a) S “ S '^A^^-cosn^J'sinunx-ünvny. 

Hier sind nun, wie man sieht, die x- und'j/-Bichtungen völlig gleichwertig, 
da die unterscheidenden Faktoren h und a in Fortfall gekommen sind. 

Für die Grundschwingungen (/e =v = l) treten, wie aus dem Früheren 
sich sofort ergibt, die einzigen Knotenlinien am Bande auf. Hier ist also 
alles beim alten. Jetzt wollen wnr aber die Schwingung betrachten 
r=l. Das liefert nach (229a); 

(230a) fgi s= A^i cos sin 2nx-smny, 

wo nach (228); 

«ij SS cjr = cjr y5 ist. 

Diesen Fall betrachten wir zusammen mit demjenigen, wo umgekehrt 
//=!, v=2 ist. Dafür erhalten wir nach (229 a): 

(2B0 b) Ä cos iiij* t • sin ^ X • sin 2 :;t y , 

^'0 nach (228) 

n^, »■ c^yf* 4 * « CJir y5 ist 

Man erkennt aus den beiden Gleichungen (280), daß beide Schwin- 
gmigon identisch sind, da ja nur die Bezeichnung eine andere ist. Wt 
^’ollen sie demgemäß zusammen betrachten: 

^^fis+{ti=co8 n||*f (ilgj sin 2;rx* sinny-^'Ai^ sin;rx' sin iny} 

nach den Knotenlinien fragen. Dabei beschränken wir uns zuhäohst 

vier j4u=0; ^ 1 ==^«; 

Fitt sich, daß eine Knotenlinie, die paiidW| a^ir. 
9-Achse irt, 
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2, Für Knotenlinie, die parallel xui 

x-Kchke liegt, das Quadrat halbiert (vgl. die Figg. 179a und 179 h). 

^ 8. Für A^^Ai 2 ergibt sich: 

C« {sin2jra;*smjri/ + sin7r®‘8m2jri/j. 

Die Knotenlinie liegt dort, wo der Klammerausdruck verschwindet: 

(281) sin ^nx^sinxey + sin7ra;*sin 2jrj/ = 0. 





Fig. 179a. Fig. 179b. 


(281) kann nun, indem man sin2jra; und sm2?rF nach bekannten trif^ono- 
metrischen Formeln entwickelt, folgendermaßen geschrieben werdtu: 

. ,(281a) 28in:nra;*8injry{co8 jrx + cos;ry} = 0. 

'jf ' • 

Diese Gleichung karm erfüllt werden durch sin:ra;=0, oder durch 
AnnysszO, was die Knotenlinien am Bande liefert, oder endlich durch: 

cosnx+cosny^O . 

Schreibt man diese Gleichung in der Form: 


80 muß entweder 


2c08 ~(x+y) • cos |■(a: -y) => 0 , 
*+y“l» oder »— 


i Y • 1 

Da aber x and y aof das ^terrall von 0 bis 1 beschränkt sind, fo 
' h iiam nur die erste Gteichung erfäUt werden, and man erhält als Gl«' 
'ehong der Knotenlinie: ' . 

0®) . 

^düe in Eig. 180a dargestelU ist. ' ; 

* '4. Fer,^„==--^„ «rpbt 
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Hier erhält man als BedingungliürKnotenlinien" daß: . 

(233) sin 27r® sin rey - sin na: ■ sin 27ri/ = 0 

sein muß, oder in anderer Form: 

2 sin na:- sin ny {cos na: — cos ny} = 0. 


“"‘p T'iTl'n «lan d» Knotedipim 

am Bande, und als Gleichung für die dritte ergibt sich: 



oder: 


8m- 


cos X — cos jry « 0, 

p(a:-fy)-8m|-(a5-y)wO. 


Das liefert entweder: 

®+j/=0, oder x — y—0, 

und da a: und j/ positive echte Brüche sind, ist nur die zweite Gleichung 
möglich; man erhält also als Gleichung der Knotenlinie: 


(234) 


■y=o. 


S V dargestellt ist. Man erkennt, daß in den Fällen 8 und 4 

sollte verlaufen, als man auf den ersten Blick erwarten , 

die, Iw ‘“w «»«Aachen Fälle nicht erfüllt, so wird doch natürüch . 
^ culimö noch inimor bestimmt durch die Gleichung: 

^ sin 2»*- sin ny -f- ,4jj sin arx- sin 2ny = 0, 

linien allgemeinen gekrümmte Kurven. Alle diese Knoten- 

gehrn ! “ „ gen^nsam, daß sie durch den Mittelpunkt der Membran 
Erledigen (*=!l=i) die Gleichung- (236) offenbar be- 

dureb #i j « “ Betrachtungen erhalten eine besondere Wiiditig^ 
Knofonlinifi« Membran, an denen sich 

d* kr:4ia denen sie zu allen Zeiten in Buhl ist, 
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köanen auch'dauernd fixiert werden, ohne daß der Schwin 
gnngazTistand gestört wird; Paher stellen z, B. die unter 1B und 4 
sprochenen Schwingungszustände mögliche Schwingimgsformen für dii 
ei^tsprechende dreieckig begrenzte Membran vor/ Erwägt man, daß in 
allgemeinen Falle die Knotenlinien gekrümmt verlaufen, so erhellt, dal 
man mit verhältnismäßig geringen mathematischen Hilfsmitteln di( 
verschiedensten Membranformen beherrschen kann. 

Wenn man die allgemeinste Lösung (227) oder (229) einem Anfangs 
zustande anpassen will, so ist es wiederum zweckmäßig, zu einer Integral 
gleichung überzugehen. Njatürüch liegen die Verhältnisse liier konipli 
zierter, da wir es hier mit einem zweitlimensionalen Problem zu tui 
^haben, und ein genaueres Eingehen daiauf würde, den Bahmen diese 
Werkes überschreiten. Der Leser sei etwa auf Knesers Lehrbuch übe 
die Theorie der Integralgleichungen verwiesen. 

Die Untersuchung der erzwungenen Schwingungen, sowie die Ein 
führung der Dämpfimg bieten keine grundsätzlichen Schwierigkeiten mehr 
so daß ein Eingehen darauf sich erübrigt. 



Fünfzehntes Kapitel. 

Schwingungen von Stäben und Platten. 

148. Longitndinalscliwingaiigen von Stäben. 

Wir gehen in diesem Kapitel über zu den Schwingungen von Stäben 
und Platten, die eine naturgemäße Erweiterung der Untersuchungen des 
vorliergehenden Kapitels darstellen. Denn streng genommen sind ja 
Saiten und Membranen, so wie sie in der Rechnung zugrunde gelegt 
wurden, nur Idealisierungen, während alle realen Saiten und Membranen 
im Grunde sehr dünne Stäbe und sehr dünne Platten sind. 

Wir wollen hier zur Ableitung der Schwingungsgleichungen durch- 
frehends eine andere Methode verwenden, nämlich das Hamiltonsche 
Prinzip [vgl Nr. 54, pag. 215 ff.], das wir in der Form schreiben; 

(1) öf(L-0)dt = O. 

Darin bedeuten L und 0 kinetische und potentielle Energie, als 
Funktionen der Koordinaten und der Gescln\indigkeiten ; Iq und sind 
zwei Zeiten, für die die Variationen der Koordinaten verschwinden. 
Diese Festsetzimg ist bekanntlich notwendig, damit die linke Seite der 
CHeichung (1) den Wert Null amiimiut. Die Variation erstreckt sich, wie 
in Nr. 54 ausführlich auseinandergesetzt, nicht auf die Zeit t, die 
vielmehr unvariiert bleibt. 

Unsere Aufgabe ist es also, für die uns hier interessierenden Pro- 
|>knie die Ausdrücke L und 0 wirklicli horzustellen. Dies ist in allen 
in Betracht kommenden Fällen sehr leicht möglich mit Hilfe Unter- 
suclningon des XII, Kapitels. Dort haben wir in Nr. 119 den Fall ein- 
seitigen Druckes auf einen Zylinder, in Nr. 120 die Torsion eines Kreis- 
zylinders, in Nr. 121 endlich die Biegung eines Stabes behandelt. 

diese Fälle sind dort die Komponenten der Dehnung und 

w Gleitung angegeben, aus denen unmittelbar der Wert des 

^asti sehen Potentials folgt. Durcli Integration des letzteren übet das 
Gesamtvolumen des betreffenden Körpers erhält man in jedem der drei 
sehr einfach die potentielle Energie. 

Wir gehen jmnäcjtot über zur Untersuchung der Longitudiiial- 
schwingun^em^si^ S^j^bes, bei denen ein periodisch vrechselader 
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Druck in Sichtung, der Stabachse ausgeübt wird. Dadurch gelangt dir 
Stab S5um Schwingen unter dem gemeinsamen Einfluß der elastisclitn 
und Trägheitskräfte. 

Um die potentielle Energie zu berechnen, haben wir also dieFornu ln 
der Nr. 119 hier anzuwenden. Die dortigen Gleichungen (89) auf pag. 526 
lauten folgendermaßen: 

. K z 

^ ~ q E * 


( 2 ) 

Daraus folgt sofort: 

(3) 

und daraus weiter: 

(4) 




I ^ y 

+ TF'"’ 


y , A' * 

+ g 




qS' 

• K <r 


di 


= 

Nach Gleichung (83) des XII. Kapitels auf pag. 524 hat man fernt i : 

(5) y. = z, = x^ = o. 

Nun lautet für isotrope Körper der Ausdruck des elastischen 
Potentials: 

(6) / = {X{x, + y, + 2 ,}* + ;*{»/ + y* + 2 .» + iy,^ + i«.* + J j/r 
Benutzt mau darin die Werte (4) und (5), so erhält man: 


oder: 




Nun bestehen aber zwischen X, fi, E und o folgende lielationon 
[Qldchung (45) des XI. Kapitels auf pag. 518]: 

, i 

M “ • •• 


(7) 


,i(8i + 2rt _ E. 

k+ß 


o. 


- Die Ausrechnung der geschweiften Klammer ergibt dann füi das 
.eÜMtisehe Potential den einfachen Ausdruck: . 

flh* 


jcbnitt 4 m 

Länge, die wir dWjJMachbeit halber 


Wird ferner der Querschnitt 4MvStol>^ ^1-3' El®™”* ‘I 


wollen, lo'l ‘l* 
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liezeichnet, so ist ein Volumelement des Stabes dr=qdx. Also er- 
hält man für die potentielle Energie: 

( 9 ) 

0 

Die kinetische Energie L erhalten wir folgendermaßen: Da f die Ver- 
nickung eines Punktes parallel der x-Achse darstellt, so ist •— die 

Geschwindigkeit; bedeutet e die Dichte, so ist y(' 0 v)* kinetische 
Energie der Volumeinheit; also durch Integration über das ganze 
Stabvolumen: 



Allerdings ist der Ausdruck (10) für die kinetische Energie nicht ganz 
t'xakt, da ja nach Gleichung ( 2 ) auch Verrückungen rj und C senkrecht 
zur Stabachse vorhanden sind. Dieselben spielen jedoch nur eine un- 
wesentliche Holle und können deshalb vernachlässigt werden. 

Wir haben also' nach (1) den Ausdruck zu bilden: 






oder unter Vertauschung der Integration nach der Zeit mit der Variation: 


( 11 ) 




Wir wollen zunächst die Variation rechts ausführen. Wir erhalten 
nacheinander: 

^ 0 0 0 
Dieser letzte Ausdruck wird durch pwtielle Integration umgestaltet : 

0 «0 U 

Pur den Term 2-^ -df sind die Werte am Anfang tmd Ende des 
Stabes einzuwtsen. Hier gibt es verschiedene Möglichkeiten:^ Der 8tsib 
k«nn, wie die Saite, jm beiden Enden fest sein; dann ist df *«m beiden 
anden gleich NWl und de? betreffende Ausdruck verschwindet. Ödet bmde 
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Enden sind frei; dann verschwindet, da ja keine Kräfte am Ende wirlvMi^ 
die Dehnung an beiden Enden, und der in Kede stehende Ausdnu k 
ist wieder gleich Null ; oder endlich ein Ende ist fest, ein Ende frei. Dann vt i - 
schwindet an dem einen Ende am anderen Ende df und der Ans- 
druck verschwindet abermals, also erhalten wir allgemein: 

0 0 


und für die rechte Seite der Gleichung (11) folgt: 


(12) ‘ • ^/(-M ) ’ '* ^ s/'i «/t j- H-dx. 


Ganz analog verfahren wir mit der linken Seite von (11). Wir (‘rhalteii 
dort nacheinander: 


<t 1 


PLd 




fo 

ti 1 




dx 


(/.r, 


t, t» 


In dem letzten Ausdruck integriert man partiell nach t und erhält : 


0 4 . 






Der Ausdruck ist für die Zeitgrenzen to und ij zu InKliii. 

Daför verschwinden aber die Variationen df, gemäß den Bedingung''’' 
däs Hamiltonschen Prinzii», und das betreffende Glied gelangt in lort 
fall. Also erhält man schließlich für die linke Seite von (11): 



Seist man nach (11) die rechten Seiten von (12) und (13) einander gkitli 
so resultiert die Gleichung: 

% 

(14) 

*• ® 

tjnd da die Verrückungen d{ gänslich belieb^ sn^, so ^m!nn^ist 
ehung nur bestehen, wenn die Klemmer vei^^wi^et, 
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{15) 


BP 


Ef 4 = 0 . 

b 


j)i(‘ser Gleichung gehorchen also die Longitudinalschwin^ 
(riiugen des Stabes, die sich, wie man sofort sieht, mit der 

(it'schwindigkeit 


c « 



in (lern Stabe fortpflanzen. Man erkennt leicht durch Vergleich, daß 
(ikichung (15) vollkommen übereinstimmt mit der ersten Gleichung (14) 
(li s vorhergehenden Kapitels (pag. 581), die die Longitudinalschwingungen 
(U*i Saite darstellt. Man muß nur dabei beachten, daß in der dortigen 
(iloicliung (14) e nicht die gewölmliche Dichte, sondern die lineare 
Dichte (Masse pro Längeneiniieit) bedeutet. Würden wir hier auch die 
liaiidbedingungen der Saite zugrunde legen, so hätten wir genau 
(li(>selben Folgerungen zu ziehen wie dort, und ein weiteres Ein- 
g(‘h(*n auf diesen Fall erübrigt sich* hier. 

Dagegen bieten sich neue Resultate für den Fall, daß 
beide Enden des Stabes frei sind. Wir betrachten also neben (15) 
die Randbedingungen; 



Setzt man hier zur Lösung an: 

(16) f = 99 ( 0 :) cos oder ^ = (p{x) sm7it, 

wo ?/ zu bestimmen ist, so folgt aus (15) und (15a); 

(17, I qp"(a;) + />y^a:) = 0; A = 

I = 9p'(l) =0. 


In diesen Gleichungen ist A unbekannt, d. h. es sind diejenigen 
Werte zu bestimmen, die mit den Randbedingungen verträgUch sind» 
Ohne Rücksicht auf die letzteren würde die allgemeine Lösung der Glei- 
chung ( 17 ) lauten: 

(p(x) « iijiCOsyX X + ßjiSin fix* 

(18) folgt durch Differentiation: 

sinj^Xa; + cosyXa?. 

pä nun 9>'(0)as:0 sein soll, so muß verschwinden mit Ausnahme der*^ 
jeuigen Werte für die X selbst etwa gleich Null ist. In beiden F^en 
^ibt nur der einfache Ansatz übrig; 
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Y)p Tin 'wenn nuoh einige Werte Bj^, die zu verschwindenden A-Werii n 
gehören, von Null verschieden sind, so ist doch Bj sin für diese W im ti* 
gleich Null. Nacb der zweiten Bandbedingung 0 muß nach (Ul) 

sein; _ 

.sinyX» 0, 

■was, wenn die banale Lösung ^ = 0 ausgeschlossen wird, nur durch die 
Annahme _ 

(20) yX^vn (v- 0,1,2. ..00) 

befriedigt werden kann. Wir haben also eine unendliche Eeihe von 
Werten A, die wir wieder A, neimen wollen, die sogenannten Eigen- 
werte, die eine Lösimg des Bandproblems (17) ennögUchen. Die zu- 
gehörigen Eigenfunktionen sind, wenn C den Normierungsfaktoi 

bedeutet; qi^{x) = C co^vnx. Aus dem Früheren ist leicht ersiclitlieh. 
daß C=y2 sein muß für die von Null verschiedenen Werte von v; für 
v=0 ist offenbar (7=1 zu nehmen.’ Also haben wir: 

I =!»»«• (v = 0, 1, . . . 00), 

I (pjx) -]/2 coavnx; 9 r„(«)=l. 

»>0 

Durch die Werte A, sind ferner die möglichen Schwingungszahloii n, 
bestimmt, da nach Gleichung (17) Also erhält man: 

(21a) = = 

‘ Als partikuläres Integral ergibt sich unter gleichmäßiger Berücksichtigung 
beider Ansätze (16): 

(22) = y^cos » a a: j J, cos + sin n, t], 

^ und folglich als allgemeines Integral : 

(23) i “ y 2 ^cos V a * cos f -t- Besinn, (}; 

in dem Gliede, für das »»=0 ist, ist nach (21) der Faktor y 2 fortzudenkt ii 

148. areensetae Fnnkäon im weiteren Sbme; BMiing einer intofralgleickung 

Die Lösung (28) muß nun dem gegebenen Anfangszustande 
Werden;, für < = 0 soll etwa sein: * 
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Diese Entwcklungsproblemo werden wieder am einfachsten mit 
ililfe der Theorie der Integralgleichungen behandelt. Doch bietet der 
vorliegende Fall eine Besonderheit, die uns nötigt, etwas näher daraljf 
I inzugehen. 

Es ist nämlich wohl zu beachten, daß hier ein Unterschied 
lies Eandwertproblems gegen früher darin sich zeigt, daß nun- 
mi hr auch der Wert v=Q zugelassen weiden muß. Denn die zu- 
fi, hörige Eigenfunktion hat den Wert 1. Früher, als wir die 

Kigeiifunktionen fiünvnx für die schwingende Saite hatten, war der 
WVvt V = 0 dadurch ausgeschlossen, daß wir die Lösung 9 = 0 aus- 
schlossen. Denn füi r = 0 wäre ja damals die Eigenfunktion <pn — 0 
gcwoiden. Dieser Umstand, daß einer der Eigenwerte hier gleich NuU 
isl . bringt die oben erwähnten Sondereigenschaften dieses Falles mit sich. 
Jlun erkennt dies unmittelbar z. B. aus der Betraclitung der Bihnear- 
fonn für den Kern. Die Existenz derselben setzt offenbar voraus, daß 
alle A,4:0 sein müssen, da sie im anderen Falle unendheh groß 
wrtl(‘n würde. 


Die Eigenart dieses Falles äußert sich nun darin, daß man hier 
keine Greensche Funktion in der bisher üblichen Weise er- 
halten kaim. Bisher war die Greensche Funktion (der Kern) eine 
stetige Lösung der Differentialgleichung für den stationären Zustand, 
die die Randbedingungen des Problems Ix'friedigt und an der Stelle 
.r = a eine Unstetigkeit des ersten Differentialquotienten vom Betrage 1 
auiweist. Das würde hier die Gleichungen ergeben: 


(261 


f ^11 

I ä*» 


= 0 , 


) ds ;« di ; 
^ dx \ dz~ l 


= 0 ; 


di o-o 
d X } o + 0 


Wir wllen uns nun überzeugen, daß eine diesen Bedingungen ge- 
nügende I'unktion hier nicht e.xistiert. Nach der ersten Gleichung ( 26 ) 
a man für die beiden Teile des Intervalles von 0 bis a resp. a bis 1.: 


Aus der zweiten Gleichung ( 26 ) folgt dann: 



also würde man erhalten: 



^2 ^2 » 

und wegen der Stetigkeit, im Punkte x = a würde noch = Bj sein. 

Wf rden^*^*^ u Gleichung (26) nicht erfüllt 

l^innp H w ®®®tiert keine Greensche Fimktion im Üshe; üblichen 
«sichtr^t unmittelbar aus mechanischen Gründen 

lütenHit&t 1 Punkte x = a angreifende Kraft von der 

. die uhB früher die spezielle Verrückung, 4ie wir als, Kern 
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nahmen, erzeugte, würde hier, da beide Enden des Stabes frei sind, 
gar keinen Gleichgewichtszustand erzeugen können, sondeiu 
müßte den Stab als Ganzes fortbewegen. Dabei ist es natürlioii 
ausgeschlossen, daß der erste Differentialquotient an der Stelle x * u 
eine Unstetigkeit aufweist, die für uns zur Berechnmig der Funkt iuu 
im Punkte a notwendig ist. 

Hier muß deshalb ein anderes- Verfahren eingeschlagen werden, 
und zwar sucht man nach Stekloff und Hilbert jetzt Lösungen der 
folgenden Gleichungen: 


(27) 


dH 

d 

jo 

^dx ! 


-1 = 0 , 

di :i 


d z 


= 0, 


d( !«-o 

d X a -tO 


Für die beiden Intervalle folgt nun aus der ersten Gleichung sofort: 


(2Sa} 


füra:<«f: ^ i + ß,; 

farsr>a: |j = y + ar + 


Die zweiten Gleichungen (27) verlangen, daß sein muß: 


d. h. 
(28 b) 


(■It)o“ ® ’ (iijr 0 - u + A^\ = 1 + A,, 


Ai = 0 , 
A ,. 


jBIso folgt nach (28a): 

I für *<«: + ß,; 


1; 

*• 


(28c) 


I für 


x> te: 




X+ Dy 


Die dritte Gleichung (27) ist dadurch bereits erfüllt, wovon man hicH 
durch Differentiation leicht überzeugt. Nun sollen weiter für x = ß 
XoBungen 1, und stetig ineinander übergehen. Das liefert nach 

oder: 

(28d) ßi = ß, - 

und damit wird aus (28c), wenn wir wieder^die Bezeichnung 
einföhren: 


,(28e) 


x<a: K(xte)»-‘~ —ttA" B$t 
z > . K (* 
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Ymv Bestimmung der Konstanten ßg nun offenbar noch eine Be- 
(liu^nmg zugefügt werden. Als solche kann man beispielsweise die folgende 
wählen: 

1 

(27a) jK{xa)dx^ 0, 

0 


K (xjai 



deren physikalische Bedeutung wir später erörtern werden. Das liefert 
für unseren Fall: 

a 1 

J ( f - « + ß,) (J / + /■ ( f- - * + ß,) 3! = 0 , 

0 a 

oder: 

y - «* + + |{1 - «»)- y{l - «») + ß,a - «) = 0, 


und daraus folgt sofort: 
(28f) 


Bs 



Endgültig ergibt sich somit aus (28 e) für die Greensche Funktion im 
weiteren Sinne; 

j *<«: = + 

I ® > «: K[xn) ® + Y’ 

Es ist nützlich, sich klar zu machen, durch welche eigentümliche KrWte- 
''«'leilung im Stabe die spezielle Deformation (29) zustande kon^t. 

dem Zwecke wollen wir uns zunäclist einmal den Kern 
Paphisch daratell|n. Man erhält dann etwa das Bild der Kg. 181, 1?obei 
“ = Va angenonjim^Bt. ' 
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Ferner woDen wir nach (29) die Deformationskomponenten ans. 
rechneni^die sich hier offenbar auf reduzieren. Man erliäit^ 

wenn wir für einen Augenblick K{xa) durch den seiner Bedeutung als 
Verrückung entsprechenden Buchstaben f bezeichnen: 

f flir jr < £3^: « a;, 

( für X > a\ « jj - 1. 

Das ergibt graphisch dargestellt das Bild der Figur 182, Das ist, 
selbstverständlich, eine Kurve, deren Ordinaten an der Stelle x — a (ii(. 

geforderte ünstetigkeit 1 haben. Man erkennt speziell, daß für 

x<a positiv, für x>a negativ ist. Unterhalb a haben wir dabr 
eine Dilatation des Stabes, oberhalb eine Kompression. 



Es ist nun leicht möglich, aus den allgemeinen Prinzipien der Eke't]* 
iutätstheorie die Massen- und Flächenkräfte zu berechnen, die ein« dor* 
.^jptige Deformation hervorrufen. Zimächst haben wir nach dm Glei- 
chungen (43) des XI. Kapitels auf pag. 512 für die Spanmmg^- 
kompoheliten: 


I “*• (^ + Yy« — Ao?,; 2^»»— 

Diese Spannungen nehmen nach (29a) folgende Werte im Stalx an 


Haupt- 

ipannttiig« 

X <n 

j: > « 

X,- 


“ (i + 9^»){* - 


— i* 


Z.m ^ 
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Dadurch .jind nach den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (6) 
X. Kapitels auf pag. 488 die Massenkräfte bestimmt: . 

d y„ 


( 32 ) 


eX 

«y 

tZ = 


dy 

8Z. 

dz 


= 0 , 

« 0 . 


Wir erhalten also zunächst das Eesultat, daß parallel der Stabachse eine 
konstante Massenkraft wirkt, die auf die Volumeinheit bezogen den 
Wert — (A + 2//) besitzt; daß dieselbe negativ ist, bedtmtet offenbar, 
daß die Kraftrichtung der Kichtung der positiven a;-Achse entgegen- 
gcsi'tzt ist. Die Gesamtkraft gewinnt man durch Integration über das 
btabvolumen; da der Querschnitt q, die Länge 1 ist, so ergibt sich für 
die Gesamtkraft: —g(A + 2/x). Eine derartige Kraft könnte z. B. mit 
Hilfe der Erdschwere realisiert werden, wie im Problem der Nr. 123. 


(1 ( I 

Fig. 183. 


Dieser Massenkraft wird nun das Gleichgewicht gehalten durch 
gewisse Flächenkräfte. Nach den allgemeinen Spannungsgleichungen (10) 
des X. Kapitels auf pag. 488 ist für eine beliebige Richtung n in ge- 
eigneter Spezialisierung: 

I =::=X,cos (nr), 

(B8) = Y,cos(ny), 

I Z^CQ^{nz). 

Wenden wir diese Gleichung auf irgendeine Fläche / im Innern des 
Stabes an, so hat man im allgomoiiien folgtuides (Fig. 183): Es sei nj 
die Normale nach der einen, Hg die Normale nach der anderem Seite der 
Fläche. Wählen wir, wie es in der Figur angedeutet ist, speziell / 
senkrecht zur Stabachse, so nehmen die Kosinusse offenbar folgende 
Werte an; 


cos (Wjx) = — 1 ; cos (t?!?/) = cos {n^z) = 0, 
cos (n^x) = -fr 1 ; cos (wg/y) = cos (n^z) = 0. 


Also folgt aus (88): 

( 84 ) 

^md daraus: 
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wie es dem Reaktionsprinzip entspricht, da jeder der beiden durch die 
Fläche / geschiedenen Körperteile auf den anderen die nämliche, alx i 
entgegengesetzt gerichtete Kraft ausübt. Das wird jedoch anders, w^ nn 
wir die Fläche / im Punkte x=a untersuchen. Denn für den Teil dt^s 
' Körpers links von / ist X,— — (A + 2//)a;, für den Teil rechts von / ist 
Z^= — (A4*2/i)(x — 1) nach den Gleichungen (31). Also für selbst 
erhält man nach (88): 

Also gilt für die Stelle x =a: 

(36) (Xn, + ^ + 2 ^ . 

Die Gesamtflächenkraft, die dort vrirkt, erhalten wir durch Multiplikiitien 
mit dem Querschnitt q zu q{l+2fi). Sie ist also gleich und enl^'^vn- 
gesetzt der konstanten Massenkraft imd hält mit ihr zusammen den Stab 
: im elastischen Gleichgewicht. Damit ist die Kraftverteilung, die unstn n 

• Kern erzeugt, völlig aufgeklärt. Dieses Kräftesyskuu könnte etwa in der 
Weise realisiert werden, daß man den Stab am Punkte x = a aufhän^d 
(etwa einen Nagel • dort hindurchschlägt) und unter der Wirkung di*i 
Schwere frei herabhängen läßt. Darm erkeimt man leicht, daß der idn iv 
Teil (x>a) durch die Schwere komprimiert, der untere Teil liilatkit 
wird, wie es Fig. 182 fordert. 

Aus den Gleichungen (29) erkennt man unmittelbar wieder di»- 
Symmetrie der Greenschen Funktion, d. h. die Gleichung K (x<r) = iv (f'.r). 
Zur Integralgleichung gelangt man nun leicht folgendcTmaßin: 

; Die beiden Gleichungen: 

^ •>% 

+ ^>r = 0, 

I A"'(xa)-1=0 

erweitert man mit resp. K{xa) und ^^{x) und subtrahiert. Dann folgt: 

' ' • “ K'(xa]ip^x'^ + X^<pM)K[xa)- <pM “ 0 . 

< Integriert man von Null bis 1, wobei man, genau wie früher, für 
erste Glied das Integrationsintervall in die beiden Teile 0 bis «— ü 
«-1^0 Ws 1 teilt, um der Unstetigkeit von K*(x(^ ini Punkto x^(‘ g^“ 

* zecM zu werden, so erhält man; * 'i : 

f. - ' , 

1 

kJ ^(» «^ y,(*) if +f Vf 
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Diese Öleichung läßt sich aber voroinfachen. Denn wenn wir für 
lutch (*21) den Wert Y^cosvnx einsetzeri, so können w die Größe de^s"^ 
letzten Integrals angeben. Wenn zunächst r>0 ist, so hat man offenba»:* 
1 1 
j(p,{x)dx = ^2j COS vnx,^ 0, 


Ist. dagegen r = 0, so ist (p^{x) — l und der Wert des Integrals ist eben- 
falls 1. Man erhält daher aus (37) für alle Werte v>0: 

1 

(HO) = K ( ^{'xa)fp^{x)dx 

v>o 

und für v = 0 die Identität: 

<Po{a) = 1 • 


Gleichung (39) ist aber nichts anderes wie die uns be- 
Vlits bekannte Form der homogenen Integralgleichung., Aus 
dif^ser ergibt sich nun genau wie früher zunächst die ürthogonalitäts- 
eigenschaft für die Eigenfunktionen (Py{x)f wobei vorläufig der Wert 
v = 0 noch ausgeschlossen werden muß. Da aber (Pq(x) lediglich eine 
Konstante ist und nach (38) tun über das Grundgebiet erstrecktes Integral 

über die Eigenfunktion f (x) verscliwindet, so erkennt man, daß auch 
»->0 

der Wert ^■=0 zugelasson werden kann. Es gilt also allgemein, da auch 
alle (p^{x) normiert sind: 

I f (Py{x)(p/x)dx^0, I 


(40) 



l v =5 0, 1, 2 . . . cx> . 



Danach kann man erwarten, daß eine behebige Funktion F{x) auf die 
Kouriersche Weise nach den Eigenfunktionen y2cosv7zx entwickelt 
werden kann, indem man ansotzt: 

0, QO 

(41) F(x)^ ^A,^,(x), 

wo Wittels (40): 

1 

0 

Speziell für }>=a0 ergibt sich aus (42): 

1 

0 
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Da nun aber hier q>o{a) ein® Konstante ist, so kann mm 9’o(“) = 1 '» 
(42a) vor das Ifttegralzeichen ziehen und eth&lt etwas einfacher: 

(42b) ■^o'= 

ü 


Hat also die zu entvickebde Funktion F(x) speziell die Eigenschaft, daß 


1 



0 


ißt, so verschwindet nach (42 b) der erste Koeffizient Ao und man hat 
dann genau den früherep Ansatz, der mit v = 1 beginnt: 

(44) F{x)’=^A,^,{x). 


Für den Kern (29) gilt nun nach (27 a) in der Tat die Gleichung ( l’>). 
Man darf also für den Kern die Entwicklung erwarten: 

WO nach (40) ist; ^ 

B.-fKi {x)dx> 

V 


Zieht man nun in Betracht, daß gemäß der homogenen btegralgleiclumg 
(89) die rechte Seite der letzten Formel = ist, so gewinnt ma- 

auch in diesem Falle die bilineare Formel für den Kern: 


( 45 ) 


1,00 


K(xa) - 2 

r 


ir 


Wörde man bei der Bestimmung des Kerns für denselben nicht die bl« 

«hnng (27a) jÄ(*«)dx =0 gefordert haben, sondern etwa^Kl--«"^“" 

g{^, was lediW auf eine andere Bestimmui^ der noch f 
Jtanlen des Kerns herauskäme, so würde der „in 

mkt verßchwinden und die bilinewre . ßael^cnrnüßil? 

konstantes Glied. Wir können jetzt yidon . 

tar^steliten Funktion, ganz analog wie lin wogen Kapiwi, 



( 46 ) 
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/(«) weder, als stückweise stetige, Punktion angenommen werde, 
jlau erhalt dann Differentiation nach x genau wie früher [Glaj- 
ciiung (99) des XIV. Kapitels auf pag. 604]: ^ 


(-17) 


1 

Fla:) - J K'(xce)f{a)da. 


man nochmals differentiieren, so muß man das Intervall ebenfalls 
genau wie früher, teilen: ’ 

»-0 I 

F(a:) = / K {xa)f(x)da + J K{xcc)f(a)dcc. 


® *+0 
Dann ergibt die Differentiation: 

*-0 1 


oder: 


^ + r K*' {x ä) f [a) d tt 

x+U 

+ K'[x, X - 0)i{x) - K'[x, X + 0)/(a;), 

1 

=‘Jj^''(xa)f(u)da- f{x], 


und das ergibt mit Rücksicht auf die Differentialgleichung des Kerns 
nach (27): 

(48) 


F’{x)^ ff(«)da-f{x), 


während wir früher auf der rechten Seite einfach -f{x) erhalten haben. 

ill mau daher die frühere Gleichung wieder erhalten, so muß man der 
stückweise stetigen Funktion /(*) noch die Forderung auferiegen: 

1 

J* f{tt)da =■ 0, 

0 

Dann erhält man wie früher: 

•F'(*) = -/(a:). 

man diese Beschränkung von i{x) vermeiden, so ist auf jeden Fall 
ttach (48) j'f{x) dxssComt, imd man erkennt aus (46), (47), (48) oder 

tion^’ Wer die quellenmäßig dargestellte Funk^ 

‘lin -uu» ” Ableitung stetig ist, die Bandbe^ 

swiHfi A?i erfüllt und eine stückweise. Btetiöe 

Umgekehrt läßt sich hiet lenati 
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wie dort zeigen, daß auch jede Funktion mit diesen Eig^n. 
schäften quellenmäßig dargestellt werden kann. 

Jetzt kann man, genau wie früher, weiter schließen, daß jede quelh ii. 
mäßig dargestellte Funktion auf die Fouriersche Weise nach Eigon- 
funktionen entwickelt werden kann und zum Beweise dieses Entwiekc . 
lungsproblems ist wieder nur das eine zu zeigen, daß die bilineare Foriut l 
für den Kern gleichmäßig oder gleichmäßig und absolut konvergiert. 
Ist speziell die quellenmäßig dargestellte Funktion F(x) derartig, daß 


1 


/ f F{x) di ist, so hat man 
F{x) 


(50) 


1, CD > 1 

^ ia) y, {a)da. 


Ist diese letztere Bedingung nicht erfüllt, so tritt noch ein konstantes 
Glied entsprechend der Eigenfunktion 9 ^ 0 (^) hinzu. 

Die gleichmäßige imd absolute Konvergenz der Bilinearform (45, ist 
mm leicht zu beweisen. Wir haben in unserem Falle zu zeigen, (’ »ß: 


(51) 


für X < a: 
für x> u: 




l,OD 


-* + 


C 08 >'nxco 8 >'/'tn 


x* + o* _ , 1 2 c os >> :t X COfl wna 


71» ^ y* 

Setzen wir zimächst voraus, daß x<a sei, dann wählen wir zwei \\\ i te 
und Xi im Intervalle von 0 bis n und wenden darauf die Gleichung (hk‘]i 
des vorigen Kapitels (pag. 622) an: 

"V und 


(52) 


W 

l.GD 




X+ 4 


2 


,n* , X,* + » 1 * 


8 4 

2 l 


a’o H' 1 


deren Addition liefert: 

( 51 ^ 2 L- ^,. — L 

Setzen wir nnn, genau wie früher [Gleichoxig (186) des XIV. Kiif"***' 
auf pag. 622]: 

(54) I- *o + ®i = 2«« 

80 folgt: 

(54a), 




x^ + Xi^=2nx 

nx + Jta, 


^ 3!« » 


{ *1 = 
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l)a nach Voraussetzung und Xy^ kleiner als n sein sollen, so stimmt 
(iu-Her Ansatz damit überein, daß a und x positive echte Brüche sein 
inilssen, da das Grundgebiet von 0 bis 1 reicht; ferner genügt der Ansatz 
,|rr Bedingung, daß x <a sein soll. Setzt man diese Werte ein, so ergibt 


eh: 


1, QO 




cos VTtn • cos vnx 


n* 71* f 

T + T* V 


(X + af + (a • 




2nu, 


oder endlich; ^ , 

2 cos V71X • cos PTin _ iC' + «' 

n* V* ~ 2 


■ a + 


J)as ist aber in der Tat, we ein Blick auf die erste Gleichung (51) lehrt, 
die zu beweisende Bilinearfovm für ic < cf, die auch gleichmäßig und ab- 
solut konvergiert, was man auf di< selbe Weise wie in Nummer 142 er- 
kennt. Für x>ce erhält man ebenso die zwTdte Gleichung (51), wenn man 
nur in (54) die Bedeutung von und x^ vertauscht. Da dies genau 
ist wie früher, braucht darauf nicht näher eingegangen zu werden. 

Mit den obigen Aus{ühnmg<‘n ist gleichzeitig gezeigt, daß jede 
(jiulhnmäßig dargeshdite Funktion in eine gleichmäßig und absolut 
koinergente Ileihe nach deii hier auftretenden Eigtmfimktionen ent- 
wickcdt w’erden kann, innl danach kann di(^ Möglichkeit der beiden Ent- 
\vick<dungspr()blome (25) beurteilt werden. Sind die darzustellenden 
FunktioiKm G(x) und H{x) (juellenniäßig dargestellt, so ist ihre Ent- 
wickelung nacli Eigenfunktionen b(‘ wiesen. l)ies dürfte für zahlreiche; 
])liysikalisclu‘ Anwendungen bereits genügen. Man kann diese Resultate, 
wie liiteisuchungeu von Kn<’S('r gezeigt haben, jedocli noch ausdehnen 
auf (km Fall, daß (j{x) und H{x) .^(dbst nur stückweise stetig sind und 
nur mehr stückweist* stetige erste Abkätuugtui besitzen. Endlich kann 
auch noch davon abgesehen werden, daß die Ixüden d arzus tollenden Funk- 
tiumui (li(‘ Randbedingungtm der Eigenfuiiktioneii erfülkui müßten. Ein 
g(‘nauer<\s Eingehen auf dit‘se weittugtdienden Resultaü* würde jedoch 
bier zu weit führen. 


150. Mögliche Schwiogiingsforinen des an beiden Enden freien Stabes. 

hl Gleichung (23) wollen wir tler Einfachheit halber alle Koeffi- 
zicntin nehmen, was keine Beschränkung der Allgemeinheit ist. 

hann liabtn wir in ausführlicher Sclireihweise: 

(55^ I |«^+^jy2cos;ixco8nif + ^2y2cos2;ixcosH8f 
' 4- J3y2co8 3;ra;co8n3f + 


(len 


^Vir gehen zur Untersuchung der den einzelnen Gliedern entsprechen-^ 
bchwingungpformen über. Zunächst haben wir: 






^8 
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^ ^ ' , . ^ =.--SJ~-'- "SSf '■=^’~ -■*::5'rsiasrr”t^!^^^ , -.i;, 

Dieses Glied tritt allerdii^, wie bereits früher hervor'gehobeu, uui 
dann anf, wenn die Funktion G(x) in Gleichung (25) nicht der Bedingung 

unterworfen wird J'G(x)dx = 0. (56) stellt eine gemeinsame iiau.x. 

lation des ganzen Stabes längs der x-Achse, mithin keine elg, 

lieh elastische Deformation dar. Durch die borderung J*G(x) du - ( 

0 

wird auch ^o=0> Körper wird als Ganzes nicht v. r 

'schoben. Das ist auch die ph>*sikalischc Bedeutung der entsprechen.Ui 


t. 



Bedingung (27 a), die wir dem Kern K(xa) auferlegt haben; tlie sp' 
säelle Verrückung, die den Kern darstellt, ist demnach so Ix'sdiafte 
daB keine gemeinschaftüche Translation des Stabes auftntt. Das zwei 
GUed iri(65) ergibt, wenn wir vom Faktor y2, der inelevant M. ^ 


.( 5 ^): 


Ij « Al cos n X cos riit* 


Unabhängig von der Zeit ist nach dieser Gleichung nur ei n Tun 
des Stabes in B^e, nämlich x=V 2 . Umgekehrt wie bei d« ^ 
dasesen an den Enden x=0 und x=:l maximale Bewtgun. 
'*a^; so daß man das in Fig. 184 gegebene Bild der Gtenzlagen 


8t^ bekommt. 

■ An den Enaen liegt also je ein Bandh der stehenden Wem 
ebenso stellt das dritte Glied von (66) , 

.( 68 ) 




w» &iüm und 


eine SchVingnng niit zwei Knoten und drei Bäumen dar. Die e^pteren 
liegen an den Stellen «=74 tiad x=^!^, da für diese Werte cos2;ra; 
verschwindet; die letzteren an den Stellen x~0, x==V 2 . x=l, da für 
diese Werte cos2:;ra:, absolut genommen, seinen maximalen Wert' hat. 
Also erhalten wir folgendes Bild der Grenzlagen für die erste Ober- 
Schwingung (Fig. 185): 


^2 



Endlich betrachten wir noch das vierte Glied: 

(59) Is = COS dn X * cos ^ 3 1 , 

das eine Schwingung nüt drei Knoten (j‘=^/6, V 2 ’ ^U) Bäuchen 



(^= 0 , Vs, Vg, 1) darstellt (Pig. 186); und so fort. Allgemein stellt das 
(H !)•• Glied 

(66) 1^ ao cos r « 45 • OOS n, t 

( 1 S 2 ““ 1 \ 

/ = Y"'» .2"’ ••• ~Tr“) 

Bäuchen (a: =. 0 , i , l) dar. 

Alle diese Vorgänge lagern sich im allgemeinen Falle ‘mit veisohie- 
denen Amplittiden dbereinander, so daß die resultierende Sehwingong 
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des Stabes im .allgemeinen einen äußerst komplizierten Vorgang üai- 
stellt. 

Für die Schwingungszahlen »1,^2,113... der möglichen Töne w- 
geben sich nach (21a) folgende Werte: 


(61) 



Man erkeimt, daß die Zahlen sich wie die aufi in- 

anderfolgenden ganzen Zahlen verhalten: Die EigenUmt' (Us 
longitudinal schlingenden Stabes sind also harmonisch' zueinanflrr. 
Man erkemit ferner, daß die Schwingungszahlen, win auch dii‘ inrl- 


pflanzungsgeschwindigkeit 



der 


Widlon 


unahiulngig 


S OlM 


Querschnitt des Stab(\s sind. Dies ist experimentell von Wichtigkiit. 
Denn da massive Stäbe durch IhÜM-n schwer zum Tönt u zu briuLui 
sind, so gestattet der olnm ausgesprochene Satz, diesellxui hohl zu 
machen. 


Endlich ist noch folgende Bemerkung von gro&d' Wichtigk( it. An 
den Knotenstellen, die ja dauernd in Ruhe sind, kann d(‘r Stab tVst- 
geklemmt werden, ohne daß die betreffende Schwingung dadurch g stört 
wird. Wir können also etwa den Stab gemäß Flg. 184 in der Mitto h st- 
klemmen, er führt daim ungestört die tlort verzeicluieh' SchwjnguTii( 
aps ; ebenso kann sich auch die Schwingung Fig. 186 ausbilden, da du sc 
ebenfalls in der Mitte einen Knoten besitzt, während anderseits die 
in Fig. 185 dargestellte Schwingung unterdrückt wird, die in der Mitte 
einen Bauch erzeugen würde. . Dies gilt offenbar ganz allgi uiein. Be- 
trachten wir in Fig. 184 nun ül)erhaupt nur noch die eine Stabliälfte, 
indem wir die andere etwa abgesclmitten denken, so bleibt ein Siah soii 
dpr I4nge V* übrig, der an dem einen Fmde fest, an dem andoicn 
isfö Nach dem oben ausgesprochenen Prinzip kann derselbe iilh 
Schwingungen des an beiden Enden freien Stabes von dop- 
pelter Länge ausführen, die in der Mitte einen Knol^^i (f* 
geben würden^, d.h. denen die oben mit ... luzoich* 

neten Schwingungszahlen zukommen. So erkennt man, da h die 
, Schpdngungszahlen der EigenUine eines solchen Stabes sich vcrlialten, 
wie die anfeinanderfolgenden ungeraden Zahlen. Kt" 

187a bis c bringen einige dieser Schwngungsformen zur DarshlkJ^in' 
Eine gesonderte Behandlung des an einem Ende festen Stabes ist 
nicht erforderlicL 
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aicht eintreten, weil dasselbe sonst zerreißen würde. Die dort behandelten 
Dilatationswellen sind mithin andere wde die beim begrenzten Stalx' 
anftretenden. An einem Stabe könnten derartige querkontraktionsfroi(i 
Dehnungswellen nur dann auftreten, wenn auf die Seitenflächen d( s- 
selben geeignete Kräfte wirkten, die in jedem Moment die Querkontrak- 
tionen kompensierten. Diese Kräfte werden in einem unendlich aus- 

f dehnten Medium von den umgebenden Teilen des Körpers ausgeübt. 

brigens sollte man erwarten, da die in Wirklichkeit vorkommenden 
elastischen Medien doch nui' eine begrenzte Festigkeit haben, daß Ixim 
Hindurchsenden sehr intensiver Longitmlinalwellen durch ein unendlicii 
ausgedehntes Medium Risse in Richtung der Portpflanzungsricbtnng 
auftreten könnten. Es ist mir jedoch kein Experiment dieser Art be- 
kannt. 


151. Tornonsschwingungen von Stäben. 


Ein Stab kann auch in der Weise zum Schwingen gebracht werden, 
daß man ein Drehmoment in einer zur Stabachse senkrechten EIhiu* 
auf ihn wirken läßt, dann tritt eine Torsion auf, die wir in Ni. 1*20 
im XII. Kapitel auf pag. 528ff. ausgiebig besprochen haben. Ib bt 
man das Drehmoment plötzlich auf, so geht der Stab nicht in stirx' 
Ruhelage zurück’, sondern wegen seiner Trägheit darüber hinaus; m.a.W.: 
er vollführt Torsionsschwingungen, zu deren Untersuchung wir uns 
nun wenden. 

Wir legen wiederum die Anordnung der Figur 151 zugrunde. Dem- 
gemäß erhalten wir für die Deformationen die Gleichungen (47) des 
XII. Kapitels (pag. 529): 


(64)’ 


V^’T t * 




0 , 


t Dabei ist V'o <1»® Verdrehung des obersten Querschnittes, l die Liinp* 
des Stabes. Die Drehung y>, die ein im Abstande z von der ijz-ijli' ue 
befit^eher Querschnitt erfährt, ist nach Gleichung (44) ibidem; 

(66) V'-T* 

Datmt kdnnmi die Deformationsgleicbungen (64) geschrieben wuim; 

(66) . I 17 s= 4- « • y , - 

■ tvi beachten ist, da6 nach (6ö^ v PunktioUjAfon z ist. Aus den (d|‘ 

. (jnuigen (66) können noQ d!e^DrförB»*iiti«flH)in|(MU^ 6®*"" 
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wilden. Man sieht, daß x^—ijy=z.—0 sind. Es bleiben also nur die 
„Gleitungen“ übrig. Man erhält dafür folgende Werte: 


.67) 


X = 4, _ 0 

dg ^ dx 

dz ' oy dz 

_ b: i‘s 

l) X bz 


b tü 

y^f 


Setzt man diese "Werte in den Ausdruck des elastischen Potentials f 
rin, so erhält man: 

Führt man ebene Polarkoordinatcui (r, q^) ein, so ist 


.r = r cos (f , 
y r sin q; 


also wird das elastische Poteniial: 



I)(*r Kadi US des Stabquerschnittes werde durch B bezeichnet, und 
die Länge des Stabes werde dtu- Einfachheit halber wieder gleich 1 an- 
geiiuiumen. Dann ist ein Voluinelemeiit desselben dT=r dr dq dz, und 
man (‘rhält für die potentielle Eiu’rgit*; 

0 0 '> 

und die Ausrechnung der Integrale liefert den endgültigen Wert: 



0 


Ebenso leicht ist die kinetische Energie zu berechnen. Die 
^chwindigkeit eines im Abstande r von der Stabachse befindlichen Volum- 

oleinpntes dt ist r-^, wo die Winkelgeschwindigkeit ist., Lit 
f die Dichte, so ist die kinetische Energie dieses Volumenelementes: 





^uid die gesamte kinetische Energie ergibt sich durch Integratioti^ über- 
Stabvolttmen zu: 
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1 ' R 2n 


0 0 0 

Die Ausrechnung liefert: 

(70) ^ L . ^ 


Die Kenntnis von L und 0 gestattet nun wieder ohne weiteres die An- 
wendung des Hainiltonschen Prinzips; wir haben also anzusetzen: 


( 71 ) 




Die Ausrechnung erfolgt hier genau j?o wie bei den Longitudinal- 
schwingungen [vgl. die Formeln (11) bis (14)], und man erhält schlü l.)- 
lieh als Gleichung der Torsionsschwingungen: 


( 72 ) 


d*yf 

* TF ~ ^ fl *• ’ 


ZU der nun noch die betreffenden Grenz bedingungen, die das Pidblini 
vollständig charakterisieren, hinzuzutreten hai^m. 

Man erkennt aus (72) sofort, daß sich im Stabe Torsionsweliou 
(oder wie wir auch »sagen können, da dieselbui ohne ]>ilatatiün. ubei mit 
Botation der einzelnen Stabquerschnitte vor sicli gehen, Ho tat i uns - 
wellen) mit der Geschwindigkeit 

lortpflanzen. Es sind überdies, wie man leicht erkennt, Transversal- 
wellen. Genau dieselben Wellen können auch Wi unendlich ausgodi huton 
Medien auftreten, wie im XII. Kapitel ausführlich gezeigt wurtle. Di» 
Terh&ltnisse liegen also hier einfacher wie bei den longitudinalen 
^ ntingSBchwingungen. Dies liegt offenbar daran, daß bei einem krcisfornngm 
Zylinder durch Torsionsschwingungen die Mantolform nicht geändnt 
wird, was bei Longitudinalschwringungen wegen der Querkontraktioii 
11O0h der Fall ist. 

Als Orenzbedingungen kommen wieder in Frage: y(0) — 

(beide Enden fest) oder: = 0 (beide End«n fivij '«1" 

endlich: y(0)— (e™ da» andere tisei). fi- 

kennt roan, daß man je nach Wahl der Grenzbeding*'’'!''' 
genau dieselben Probleme und Schlüsse vor sich b a • 
entweder bei der Saite oder bei den longitudinalen 
^gongen des Stabu.i, Sin detaalBertews Eöigehen auf diese ben 
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(Tuiigen erübrijgt sich also. Es sei nur noch hervorgehoben, da^ aueh hiet 
der Querschnitt keinen Einfluß auf die Vorgänge hat. 

Sind beide Enden frei, so sind analog wie beim longitudinal schwingen- 
den Stabe Schwingungen mit folgenden Schwingungszahlen möglich 
[vgl. Gleichung (61)]: 




"s =[/ 

6 


/ ^V7t. 
e 


Diese Werte gehen aus den für die Longitudinalschwingungen des 
Stabes geltendiui Gleichungen (61) h(‘rvor, wenn man, wie es Gleichung (72) 
fordt'vt. dort an Stelle des Youngschen Moduls E den Torsionsmodul fj, 
setzt. Als Vi‘rhält^s zweier entsprechender Schwingungszahlen erhalten 
wir also aus (61) imd (74): 



wobei die Indizes und die Art der Schwingungen bezeichnen 
sollen. Od<*r, wenri man dir* Gleichung (46) des XL Kapitels auf 
pag. Ü13 berücksichtigt, indem man den Querkontraktionskoeffizienten a 
einfülirt : 

(75) „< = y2“('i+'ör;. 

n; 

Da man Schwingungszahlen experimentell sehr genau bestimmen • 
loum, so bietet sich hier eine genaui* Methode dar, das früher für die 
verschiedenen Theorien der Elastizität so wichtige Verhältnis a zu be- 
stiimiiim. Nach der alten Poisson-Navierschen Theorie sollte ja 
<y=V 4 «e*in, während Wertheiiu experimentell (y=V 3 Ihr alle Körper 
gefunden zu haben glaubte. Nach neueren Versuchen^) ist es ander- 
seits wahrscheinlich, daß sehr viele Körper in der Nähe ihres Schmelz- 
punktes einen Wert a annehmen, der vom Maximalwert nicht weit 
entfernt ist. Für einen Körper endlich, der gar keine Querkontraktion 
auf weist — - eine zwar niemals realisierte, aber bei gewissen Problemen 
<b‘i Elastizität von einigen Autoren zur Vereinfachung gemachte An* 
nähme — wäre a^O, Für diese vier Werte von a nimmt das Verh&ltom^ 

71 ^ 

^nlgende Werte an; 

’) C, d, Phys. 5, pag, 226j 1901; •»'^pag. 1124;», 1902^^ 
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% ' i ' 

(T m 0 

— j j 

L 


4= Ml ! 

1,58 1 

1,63 

1,73 

n/ 1 



Die möglichen Werte, die das Schwingnngsverhältnis annehm. n 
kann, liegen also zwischen 1,41 und 1,73. Das musikalische Intervall 
ist in ersterem Falle kleiner, in letzterem Falle größer als das tun. i 
Quinte zum Grundton, das bekanntlich den Wert 1,50 besitzt, Audi 
derartige Versuche haben zur Evidenz bewiesen, daß a weder V 4 
Va für alle Körper ist, sondern von Körper zu Körper variiert. 


152. Biegungsschwingimgen von Stäben rechteckigen Querschnittes. 


Ein Stab kann schließlich noch in der folgenden Weise zu Schwin- 
gungen angeregt werden: er sei etwa an einem Ende bidtusiigt un<l 
werde am anderen ein Drehmoment auf ihn ausgeübt von d»*r Bescluiffcu. 
heit, daß wir das I’roblem der Nr. 121 auf pag. 532ff. des Xll. Kitplr« Is 
vor uns haben. Hebt man plötzlich die Wirkung des Drehmo u-uus 
auf, so schwingt der Stab in seine Euhelage zurück und wegen dei Tiäu- 
heit über dieselbe hinaus. Er vollfüiirt „ßiegungsschwinguug* ir*. 
Diese Vorgänge wollen wir nun genauer untersuchte. 

Es handelt sich wieder um R^rechnung der poteniieUen und kijit tisrlnui 
Energie. 

Die erstere finden vdt durch eine kleine Änderung der RtiiM litnui.' 
der Nr. 121. Nach den Gleichungen (59), (60) und (62a) des XII. Kaniti 1 > 
auf pag. 584 ist dort : 





0. 


Dabei bedeutet l die Länge des Stabes im undoformierten 
oder w^as dasselbe ist, die Länge der auch im deformierti u Zu- 
"^Stande ungeändert bleibenden „neutralen** Faser; 

Neigung der Stabenden gegeneinander. Wir haben also die Ai rbalmiss . 
die in Kg. 188 dargestellt sind. Die Schwingungen erfolgen der Z' leli- 
"nung gemäß parallel der xz-Ehem, 

Bezeichnet man den Krümmungsradius der neutralen ‘ 

, B, so ist offenbar und damit geben die Formeln (76) m <ii ” 

^enden über: 

Köge wollen wir ntm, da wir jofcst nioht mehr, voraneseizen ^ 
da0 hei muetam Problem der Krümmongatadiu» B rdtunuch 
^ .sei, anf «n pendlieh^^^ldilM Stabdemtipit 
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,li,. Neigung der Enden des Elementes werde entsprechend dtp benarfht; 
,latin ist offenbar: 


die Krümmung des betreffehden Elementes. Für das elastische Potential 
ergibt sich aus (77) und (78): 


f = + 2/» + + Vy + «P! 

= i-aj/jll — 2af}. + /r(l + 2(7=*)}. 


j)io geschweifte Klamiii('r hat nacli 
d('tii Früheren den Wert E. Also ist: 

( 79 ) 


Nun ist ferner nach den Glei- 
elumgen (63) dos XII. Kapitols: 


( 80 ) 




y;« 


c X 


ciij 

R' 


und aus der letzten derselben gewinnt 
man durch zweimalige Differentiation 
nach x: 


1*1 

dx*l^ R 



Pig. 188. 


welcher Ausdruck die Krümmung ilos betreffenden Stabolementes dar- 
stellt. Damit wird das elastische Votential: 

m ' ■ /-'t' 

Durch Integration über das Stabvolumen folgt dann die potentielle 
Energie* Der Stab habe, wie frülier, die Höhe h ^von ^ = bis 

Breite &, imd der Einfachheit halber wieder die Länge 
Dann ist dxr^sbdzdXi und man hat 
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D&inast "^1^, das sich auf die neutrale Faser bezioht, offenbar iu 

bezn| auf die Integration nach z als konstant zu behandeln. Es folat 
also: 



0 _ 0 
2 


Für die kinetische Energie machen wir wieder eine ähnliche Vernach- 
lässigung wie beim longitudinal schwingenden Stabe, indem wir mii aic 
parallel der 2 -Achse vor sich gehenden Verschiebungen C in Rechnmur 
setzen. Außerdem führt in Wirklichkeit jeder Querschnitt noch » 
Rotation aus, deren kinetische Energie streng genommen mit in Betrachi 
gezogen werden müßte. Die Erfahrung hat jedoch gezeigt, daß in d» n 
meisten Fällen dadurch kein merklicher Fehler entsteht. Unter divm 
vereinfachten Annahme ist die kinetische Energie der Volunieinhcii 

Y * (■^1 > die gesamte ergibt sich durch Integration ül). i ilite 
Stabvolumen. Es folgt also; 

-ff M)’ 

h 0 


und da A, die Hohe des Stabes, eine kleine üröß(^ ist, iimerhall) denn 
als konstant betrachtet werden darf, so ist endlich: 



u 


Mit den beiden Ausdrücken (83) und (84) setzen wdr witiU r ih'S 
Hamiltonsche Prinzip an: 

^ ti 

, dfLdt:=Sf0dt. 

to 

Zunächst haben wir ebenso wie früher nach (84): 

f, i _ 




h 0 


Durch partielle Integration nach der Zeit Kann dieser 
umgestaltet werden* Wir haben: ^ 

I» ^ 






nnd damit wird nach (SGa) die Variation potentiellen Energie; 

*0 <0 X ~ Ö U 


Die Werte der beiden ersten Ausdrücke im Integranden sind für 
‘de Grenzen a; = 0 und x=^l zu bilden, d. h. es sind die Werte für Anfang 
Endo des Stabes einzusetzon, die durch die Eandbedingungen be- 
stnmut werden. Die wichtigsten der möglichen Fälle sind nun folgende: 
D Der Stab ist an beiden Enden fostgeklemmt, Dann^ 
fm ajij sowphl f=0 als auch da durch die Elin* 

_ ' inniun^aie Stabenden auch in Richtung der x-Aohse {«^gehalten 
, S^er vettxdiwiiidttt der betreffende Ausdruck. 
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t * 2. Stab ist an beiden Enden ftei. Dann ist für n 
und «==1 sowohl jjg — 0, als auch j^==?0, d. h. die Stabenden 1». . 

sitzen keine Krümmung und die Änderung der Krümmung ißt gleichfiiii^ 
Null, weil die Enden völlig frei sind. Daher verschwindet der betreffs üli- 
Ausdruck. 

* 8. Der Stab ist am Ende x = 0 festgeklemmt, am andern 
(®=1) frei. Für a; = 0 ver^h winden dann C und für a;==l ebenso 

und Also verschwindet der Ausdruck wiederum. 

4. Der Stab ist an beiden Enden „gehalten“. Darimttr 
versteht man eine solche Befestigung der Enden, daß C ver- 

B t 

schwinden, während 0 bleibt. Wie dieser Pall experimentell zu 

realisieren ist, wird später zu erörtern sein. Jedenfalls sieht man, daß 
der fragliche Ausdruck wiederum verschwindet. 

Man hat also in allen diesen Fällen einfacher: 

(88) ^ f dt i'S • ds . 


Nach dem Hamiltonschen Prinzip folgt nun aus (85) und issi: 


fdtfdx 


ö*; . Ebh^ e*; 


.bh^- + 


12 e ar' 




• = 0, 


und dies kann nur erfüllt werden, w’eil die dC ganz willkürlich sind, indtin 
die eckige Klammer verschwindet. Das liefert die folgende Di f f er^ nti ■> 1- 
gleichung für die Biegungsschwingungen eines Sta)>es: 


(89) 


6 i* ^ 12 b ar*' 


0 . 


158. An «inem Ende eingeklemmter, am anderen freier Stab. 


«f 


Wir wollen jetzt den Fall behandeln, daß das Ende a; = 0 festgcl» 1' im«*' 
das Ende a:=l frei ist. Das liefert nach dem obigen folgende IliuHllif 
dii^gungen: 


(89a) 



Zur Integration von (89) 'setzt man, wÜ; üblich, an: 


(90) 


f =# 9 >{*)* cos nt 


oder 
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n eine zu bestimmende Grüße ist. Dieser Ansatz liefert nach (89) > 
uikI (89a) folgende Gleichungen sjur Bestimmung von <p: 


( 91 ) 


a) 


d*<p 
d X* 


— ^ (x) « 0 ; P. = 


12 «n® 

‘TP“'’ 


b) 99(0) == 99'(0) =0; 

c) ■= 0. 


J)abei ?^ind die zulässigen Werte A, die Eigenwerte, zu bestimmen. 
])i(' Gleichung (91a) kann, da sit‘ linear und homogen ist und konstante 
Koeffizienten besitzt, durch den Ansatz integriert werden: 

(92) 9?(x) = e**, 

^\o r eine zu bestimmende Konstante ist. Man erhält aus (91a) mit 
diesem Ansatz: 

(9d) T*-;. = 0, 

und daraus folgt für r: 

t = ±1/±VT. 

Ycistchm wir unt^or |// die positive vierte Wurzel, so können die vier 
Sich ans der letzten Formel ergebenden t- Werte geschrieben werden: 


T, = Vl, 

r, = - \>J, 

r, = ?)A, 

= - 1 'fl, wo I = ) - 1 ist 

Wir erhalten also nach (92), wenn wir noch ] /.= * setzen, für (p{x) 
die folgenden partikulären Lösungen: 


(95) 


^(8 = 

9?<’> = e + “*, 

^(*) = p-t,*. 


Da die Gleichung für <p(x) lineai' ist, so können an Stelle der Lösmigen 
(95) auch beliebige lineare Aggregate derselben als partikuläre Lösungen 
verwendet werden und zwar wollen wir, um rein reelle Lösungen zu ge- , 
Wunen, folgende Kombinationen benutzen; 

+ :t9i" 

_ , --- , -gj— -• 

Lii's irat den Vorteil, dafi wir dann auf die trigonometrischen und ^el 
‘‘ypei'bolisoh^ Kosinus^ und Sinusse geführt werden. Es ist n&mlioh: 
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(96) 


= ®of(sa;), 
= @in (s a). 


cos(sa:), 


gitx i»a 

= 8in(sa:). 


Diesen Aggregaten wollen wir nun die Bezeichnung fi bis ^iv beil(‘g( 

y,(a:) =Ecif(sz), 
g!>„ixl = Sims xi, 

9S,„|Xl ■« C0S(5X), 

9 „ ( j) = sin (s X) . 

Demgemäß lautet die allgemeine Lösung für tp: 

(98) 9P(x) =x A Eof (|/'ä x) + ßSin (j/A x) + Ccos ()' A x) + Dsin [\'\ , 


(97) 


wobei die Konstanten A bis D, sowie die zulässigen Werte A aus d 
Randbedingungen (91b) und (91c) zu bestimmen sind. 

Es wird nützlich .sein, folgende Formeln für die hyperbolischen Im 
tionen anzugeben*), die aus (96) leicht zu verifizieren sind: 


(99) 


C:of(0)= 1; 


Sin (0) = 0 ; 


Sofx = + ®inx; ®in x = -f x; 

Cfof* X — @in* X *= 1 . 


Die Randbedingung (91 b) fordert ^^(O) = 95' (0) = 0. Gleichung (98) lief, 
dirfür unter Berücksichtigung von (99): 


(100) 


j 9^(0) .1 -U c = 0, 

I 9^'(ü;= s (B + /))== 0. 


Ebenso liefern die Gleichungen (Olc), die 9>"(1)=9'"'(1)— 0 verlaii',^ 
ff' (l) = ffof« + B©iit s — Ccos« — Dsin == 0, 

= s^lA ^ina + 4* Csin 5 — Dcos^j « 0. 


(101) j 


* Mit Hilfe von (100) können die Beziehungen (101) durch Eliminatio 
Tcm C und D so formuliert werden: 


( 102 ) 


A{(lo\ s + cos«} + B{8in« + sin «} * 0, 
A (Sin« — sin «} + B{Sof s -f cos«} «> 0, 


Da. diese Gleichungen in bezug auf Ä und B als Unbekannte houu.gi 
sind, so können sie nach diesen Unbekannten qnx aufgelöst werden, 
die Determinante verschwindet: 

•) Jahake>Bmde,.i«f! 7 a, Ji 
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5 + cos « , ©in s + sin s I 

1 - 0 . 

©in 5 — sm 5 , Sof 5 + cos $ j 

Da A, und somit 5, verfügbar ist, kann diese Gleichung erfüllt werden; 
iluo Lösungen, stellen eben die möglichen A- resp. s-Wert^, d. h. die 
Kigcaiwerte A„ dar. Ausführlich geschrieben lautet (103): 

((£o( 5 + cos sf — (@in s + sin s) (©in s — sin s) = 0 , 

oder: 

Cops + cos^s + 2Sofsco8s — ©in^s 4- sin^s = 0, 

^VllS mit Eücksicht auf die letzte der Gleichung (99) liefert: 

ll04) Cofs • coss ~ — 1. 

Das ist eine transzendente Gleichung für s resp. A. Ihre Wurzeln 
kann man aus den Funktionentafeln von Jahnke-Emde^) entnehmen. 
Man findet dort für die vier ersten Wurzeln die Werte angegeben: 

(105) 51 = 1,8751; 52 = 4,6941; 53 = 7,8548; 54 = 10,9955. 

Für alle Werte v>4 erhält inan die Wurzeln mit großer Näherung 
aus (h r Gleichung: 

(105a) l);r. 

>>4 


J)ie vierten Potenzen der obigen Werte* 5^ stellen nun die Eigenwerte A^ 
dar, und damit erhalten wir nach der Gleiclnmg (91a) auch die mög- 
lichen Schwingungszahlen 


(106) 


% 




Für die so erhaltenen Werte 5 ^ sind die Gleichungen (102) lösbar; 
sie gelx‘n das Verhältnis A: und zwar, da infolge des \ erschwindens 

der Determinante beide Gleichungen identisch sind, beide Gleichungen 
denselben Wert des Verhältniss(*s. Den zu 5^ gehörigen Wert -g- 

wollen wir durch -4*'” bezeiclmen. Dann ergibt sich nach (102): 
llÜ7i 3. - 

J}~ ttoj + cos s, 

■iy bleibt also willkürlich und kann etwa zur Normierung benützt werden; 
"ir wollen es in Zukunft durch C bezeichnen. Damit erhalten wir unter 
Beiiieksichtigung von (100) und (98) für die Eigenf nnktionen: 

'>«51 „I-Ol + l. 

’ 1 (Sin s, + sin s,t (®o( (s, x) + cos (s, /)) j 


') J&hnka-Emde, psg. SL 
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Eine Li^ung der ursprünglichen Differentisilgloichung (89) erhält man 
daraus nach (90) durch Multiplikation mit cosnj oder sinn^i; also ist 
aUgemein; 

(109) = 9 ?, (a:) {«, cos n,t + ß, sin n, <} , 

WO und beliebige Konstanten sind. Die allgemeinste Lösung erluilt 
man durch Summation aller Werte zu: 

(110) i = 2 9^, (*^ {«r n,t + ß^airxnj], 

¥ V 

wobei <iie Konstanten dem gegebenen Anfangszustande anzupassen sind. 
Wir wollen jedoch auf die hiermit zusammenhängenden Probleme nicdit 
näher eingehen, Ua sie naturgemäß komplizierter sind und mehr liech- 
nung verlangen wie frülier. Es sei nur bemerkt, daß man auch hier ain 
einfachsten eine Integialgleichung bildet und von da zunächst auf dem 
nämlichen Wege wie früher die Möglichkeit beweist, quellenmäßi;,^ 
darstellbare Funktionen nach den Eigenfunktionen (108) zu 
entwickeln. Von den hierin steckenden Einschränkungen kami mau 
sich nachträglich ebenso wie früher leicht Ixdreien. Auch auf die viu- 
schiedenen Schwingungsformen wollen wir nicht nähcu' tdngehen. Denn 
um Knoten und Bäuche zu finden, hat man die Nallstellen und die Maxiiiia 
resp. Minima von %{x) aufzusuchen. Das erfordert aber die iminiuiiin 
umständliche Diskussion einer transzendenten Gleichung, wie aus (lOH) 
hervorgeht. Der Leser findet eine solche Diskussion durchgefülirt in 
Bayleighs „Theorie des Schalles** Bd. I, Kapitel „Trans versalscliwiii- 
gungen von Stäben**. 

Nur den Schwingungszahlen der Eigentöne wollen wir eine kiiize 
Betrachtung widmen. Wir finden nach (105 a), (105 b) und (106): 

"»“/St 
"«“/St 
” /St 

Man erkennt daraus, daß die Eigentöne unharmonisch sind, dii 
nicht im Verhältnis kleiner ganzer Zahlen zueinander stehen. Die hoL' h'*' 
(i'>4) Eigentöne verhalten sich mit großer 'Annäherung wie die 
drate der ungeraden Zahlen. Die Schwiugun^zahkn wachsen ^ 
viel rascher in die Höhe, als z. B. bei dar 
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154. Erweiterang der Resiiltate für beliebige Qnerschnitiiform« 

Pie in der vorigen Nummer abgeleiteten Resultate gelten zunächst 
iwit für Stäbe von rechteckigem Querschnitt. Man kann dieselben jedoch 
leicht erweitern auf Stäbe von beliebig gestaltetem Querschnitt, von 
(lenen wir hier besonders kreisförmige Querschnitte ins Auge fassen 
wollen. 

Für das elastische Potential ergab sich in Gleichung (82): 


(82) 



Um die potentielle Energie zu gewinnen, muß dieser Ausdruck mit 
dr=^dqdx multipliziert und über das Stabvolumen integriert werden; 
dq ist ein Element des Querschnittes, dx eines der Länge des Stabes. 
Für den rechteckigen Stab war mit den früheren Bezeichnungen dT = 
hchdx, und die Ausrechnung ergab nach (88) 


Für einen kreisförmigen Querschnitt würde sein dr = dqdx=' 
rdrd(p-dx, wenn r und <p Polar koordinaten in der ^^-Ebene bedeuten; 
R sei der Radius des Querschnittes. Dann ist in (82) r = jRsin^ zu 
setzen, und man erhält für einen kreisförmigen Querschnitt: 


R 2n 


[Suvjfdx = ir// r^-''^n^<FäTd<p = (-ß-)V®. 


Die beiden Ausdrücke (83) und (88 a) können auf eine gemeinsame 
Form gebracht werden, indem man den Begriff des ,,F!ächenträg- 
\ heitsmomentes“ einführt. Darunter versteht man den Ausdruck: 

! ( 112 ) 0^Jdq-r*, 


der analog dem gewöhnlichen Trägheitsmoment gebildet ist, nur daß 
an Stelle des Massenelementes dm lüer dq steht, woraus auch der Name 
sich leicht erklärt. 

Wir wollen für beide Querschnitte das Flächenträgheitsmoment um 
diejenige Aclise berechnen, um die tatsächlich bei den Schwingungen 
('gi- z, B. Fig. 188) die kleinen Rotationen der Querschnitte erfolgen, 
d.h. um eine den Querschnitt halbierende Parallele zur «/-Achse, Also 
erhalten wir folgende Zeichnung (Fig. 189a, b). 

lii Kg, 189a erhalten wir für das Flächenträgheitsmoment des recht- 
eckigen Qusp^chnitjtes t«a die j/- Achse: 
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(113) 


0 


>j mtj'dq • r* Jbdz ' z* <=“ 


In Rg. 189b folgt älinlich für O^: 


( 114 ) = Jdq- r* = Jdq- z* = J l'(i^dQam^<pd<p 


0 0 


2 



2 



Setzt man diese Ausdrücke in (88) und (88a) ein, so folgt: 





1 


2 J [dz^J 
0 


t 


dx> 


Di^ gilt ganz allgemein, so daß wir für die j)otentielle Energie des gegel)on(n 
Stiabes setzen können: 


i 



Setzen wir schließlich die Größe des Querschnittes «g, so wird ilic 
kinetische Energie nach (84): 


1 



und aus beiden folgt nach dem Hamiltonschen Prinzip die Diffc^t u 
tialgleichung der Biegungsschwingungen: 

(117)* ^ 4 'gy d“ ^ ® 
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Pamit sind alle möglichen Fälle auf den in der vorigen Nunmfei^, 

|,ehandelten reduziert; man hat nur statt des Ausdruckes ~ in Gtei- 

& 

elinng (89) den allgemeinen einzufühn^n. 


155 . An beiden Enden gehaltener Stab; Einfluß gleichmäßiger Belastung, 


Wir wollen nun einen besonders einfacluui Fall betrachten, in dem 
l)oide Enden gehalten sind. Das soll heißen, daß für a; = 0 und x = l die 
Verrückungen C = 0 sein müssen; aber der Stab soll nicht eingeklemmt 

sein, so daß auch für a: = 0 und x~l die Eiehtung nicht =0, 

sondern beliebig ist. Dagegen soll die Krüniinung der Stabenden ver- 
sclnvinden. Man kann dies etwa erreichen, wt'iin man die Enden des 
Stabes gegen eine rauhe Fläclie stützt, die die Enden festhält, aber Eich- 
tungsäiiderungen erlaubt. Dann treten zu (117) die Bedingungen hinzu: 


( 118 ) 



Zur Lösung setzen wir genau wie früher: 


(IE)) 


^ q}[x) cos fit, 


\\oraus sich für (p die Gleichungen ergeben: 


( 120 ) 


^(0)=, (li = 0, 


KB ’ 


Für (p erhalten wir zunächst aus d(‘r ersten Gleichung (DiO) genau wie 
früher [vgl. Formel (92)— (98)]: 

( 121 ) (p{x).^A ®o( ÜA a:) + ß®'" (E ® ( 1 ^®) \ 

Zur Bestimmung der Konstanten Ii,C,D liefern die Eand- 
bedingungen die folgenden vier Gleichungen: 


( 122 ) 


.4 + C *• 0, 

B@jn(*rA) + (7cos(j/I) + Dsin(l'A) => 0, 

A^C-mO, 


' (j/Ä) + B@tn (ti) ~Ccos(fi) -Dain (|/Ä) = 0. 

We erste and dritte liefert A = C = 0; damit erhält mtua auä der 
•-iwiiitpii und .td^rterf: ^ 
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1^23) I B@in(i^)+Dsm(i/Ä)« 0 , 

' I B@in (VÄ) -I>sin(yÄ) «O. 

Diese Gleichungen könnten durch ß = D = 0 befriedigt werden, wa^ 
' aber die banale Lösung 0 liefern würde. Schließen wir diese wie imnu r 
aus, so haben wir nur folgende Möglichkeit: 

jB 0 , und sin (fi) = 0, 

was für das unbekannte k liefert: 

(124) {v =s 1, 2 . . . 00) . 

Gleichung (124) stellt die Eigenwerte dar.^ Für die Eigenfunktionen 
erhält man, wenn man zur Normierung D=y2 setzt, nach (121) bis (124): 

(125) (p^(x)^‘']f2*smvnxe 


Das sind also die nämlichen Eigenfunktionen wie bei der 
Saite. Dennoch sind die SchwingungszahU»n hier ganz andere. 
Denn nach der ersten Gleichung (120) und (124) ist 


(126) 


j eq ’ 






also 


d. h. die möglichen Schwingungszahlen verhalten sich wie die Quadrate 
der ganzen Zahlen; sie wacWn also viel rascher wie bei der Saite. Da- 
gegen sind natürlich die Knoten- und Bauchlagen dieselben wie bt i der 
Saite, w^eshalb ein Eingehen darauf sich erübrigt. 

Wir wollen jetzt denscdbcm Fall behandeln, nur daß wir den Stab 
in seiner ganzen Länge mit Masse belasten, so daß auf jede Längtneinlait 
die Masse m entfällt. Die Biegsamkeit soll dadurch nicht geändert wc rjb n. 
J)ann bleibt die potentielle Energie dieselbe, und die kinetische Euoigi^ 
wird offenbar: 


(127) L 



aq m 
2 



(Lr. 


Beöigemäß tritt in Gleichung (117) und in allen folgenden 
^n eq die Summe [eq+m), die wir der j^ürze halber mit M bezt i« lin^« 
wollen. Wir erhalten also als Differenlialglieicbung des gleichma ig 


belasteten Stabes: 

‘''"i + 
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wozu hier die Eandbedingungen (118) hinzutreten. Demgemäß erhält 
man hier statt (126) für die möglichen Eigenfrequenzen: 

(129) ö . 

])ies Eesultat wird bei dem in der folgenden Nummer behandelten Pro- 
blem verwertet. 


156 . Deformation eines um seine Längsachse rotierenden gleichmäßig be- 
lasteten Stabes. 

Die Eesultate der vorig(»n Nummer wollen wir nun auf ein tech- 
nisch interessantes Problem anwenden, das von Stodola und Kneser 
behandelt * worden ist. Wir wollen einen Stab um seine Längsachse 



(x- Achse) rotieren lassen. Dalnd müßte er seine geradlinige Gestalt bei- 
behalten, wenn die Maasenvt'rteilung gleichmäßig "wäre, d. h. wenn die 
Schwerpunkte aller Quersclmitte auf der Eotationsachse lägen. Wir 
wollen annehmen, dies sei bei dem imbelast^eten Stabe der Fall; nun 
werde er jedoch pro Längeneinheit mit der Masse m belastet, und 
i'war so, daß der Schwerpunkt jedes Querschnittes x um das Stück e(x) 
von der «-Achse abweicht. Wir wollen der Einfachheit halbtT annehmen, 
^laß die Abweichungen c(a;) alle in einer Ebene liegen, die wir zur «^-Ebene 
i'ählen, wie es die Fig. 190 zeigt. 

Wenn nun der Stab mit der konstanten Winkelgesohwindigkei|?w 
i^diert, so wird die Zentrifugalkraft den Stab verbiegen. Es handöl^ 
um die Bestimmung dieser Ausbiegung, Es ist zweckmäßig, in diesem 
balle das Koordinatensystem niitrotieren zu lassen, so daß dor 
i^tab diesem gegenüber eine relative .GleichgewichtßlageF ein- 
Wir haben hier einen eigentümlichen Fall von erii^ipmeenen 
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8chwiiigung6]i vor uns, für den wir di© Differentiftlgleichung erhalten, 
wenn wir in (128) auf der rechten Seite noch eine äußere Kraft f(x) (in 
, unserem Falle die Zentrifugalkraft) hinzufügen. Es wird also allgemein: 

(130) M + Eti-^~f(x). 

Nun zeigt sich der Vorteil, der aus der Mitrotation des Koordinatini- 
systems entspringt: der Stab ist relativ zu diesem System im Gleieli- 
, gewicht, also müssen in (IBO) die Ableitungen nach der Zeit verschwin- 
den; mithin reduziert sicli letztere Gleichung auf: 

(131) i;w0 = /(x), 


wo jetzt nur noch f(x) auszudrücken ist. Im ruhenden Zustande ist dii* 
Abweichung des Schwerpunktes von der o:- Achse e(a;), wälirend der 
,Botation wird sie C + e(a-). Nach bekannten Sätzen ist also die ini 
Sch\verpunkte angreifende Zimtrifugalkraft pro Längjuieinheit: 

(132) /{a:) = 3/oi2[: + e(x)]; 

also folgt schließlich: 

^(133) Me>2c(ar). 


Dazu treten noch die Randbedingungen, etwa um die Sache muglirhst 
einfach zu machen, für einen an btuden Enden „gehalteiaui“ Stab: 


(134) 


;(0) = 

s(l) 

= 0 



= 0 

U**/. 

(oxy, 


Wir wollen nun zunächst, um die Lösung möglichst einfach zu (‘ihalti ii, 
diÄ Funktion e(x), die die Ausweichung der Schwerpunkte durstellt, 
nach den Eigenfunktionen des „gehaltenem“ Stakes entwdckeh^- 
«ind nach den Ergebnissen der vorigen Nnmnier die Größi^n V'isiii i .T r 
Also dürfen wir seten: 


J.» , > 

(135) e{x) - ^ A,}'2 • siapnx; A, - J «i 


aaiPita 


■ e(a}d«- 


Dann geht Gleichung (133) über in die folgende; 

1.« ___ 

(llö) « M»*^A,V3*8in»wx. 

nnd-^ liegt nidio, »wie früher b« (ten^WfPirniJi^i^n Bohwingung'^*'' 
Integration an wtzen: 



f 


(137) 
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wo die B, unbekannte Konstanten sind, da ja t, unbekannt, d. h. zu be- 
stimmen ist. Das Einsetzen ergibt folgendes: 

'^^EQv*n*B,Bmvnx — M 

V »' 

= M w* ^^2 ^ sin k;! a: , 


und diese Gleichung kann nur bestehen, wenn für alle Werte v die Be- 
ziehung gilt: 

B, \E 0 v* n* - M «*i = M ofi A, , 

(I. h. zur Bestimmung der unbekannten Größen B, folgt die Gleichung: ' 


(i:i8) 


B.= 


J/fciM.. 




und demgemäß folgt aus (137) als Lösung für die gesuchte Deformation: 


(139) 


J = MwSj/2 V 


Ay sin pttz 
i; -li/ w* ' 


Man crkimnt, daß die Deformationen S iin allgemeinen endlich sind, mit 
Ausnahme der Fälle, wo der Nenner eines der Glieder von (139) ver- 
schwindet. Ist dies der Fall, d. li. ist 

oder ist 

(140) (»=l,2...oc), 

SO übersteigen die Deformationi'ii jede endliche Größe, oder 
praktisch gesprochen: die Achse zerbricht. Die so bestimmten Ge- 
schwindigkeiten 0 )^ nennt man die „kritischen Geschwindigkeiten**; 
‘^ie sind identisch, wie ein Blick auf (129) lehrt, mit den Eigenfrequenzen 
\ des belasteten Stabes. Wir halxm also hier einen Fall von Resonanz 
vor uns. 

Es ist nun interessant, daß man unter Umständen eine oder mehrere 
kritische Geschwindigkeiten unschädlich machen kann. Denn man er-^^ 
kennt leicht, daß, wenn selbst Null ist, die Geschwindigkeit 
Enendlichwerden des betreffenden Gliedes verursachen kann, da 
botroffende Glied dann einfach gleich Null ist. Wie kann man nun das 
Verschwinden eines oder mehrerer der Entwickelungskoeffizienten 4^ 
c(ic) erreichen? Offenbar einfach dadurch, daß man die.IHmktiniL 
durch Versctobung der Massenanordnung passend verändcsri ISeSef 
^^lüsscnausgleichibw na|ürlich nur experimentell geschehen. , 
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' ^as vorstehend behandelte Problem ist in der Praxis insÄern von 
^ Wichtigkeit, als bei schnell laufenden Wellen mit aufgesetet^ Eädem, 
die z. B. bei Turbinen verkommen, schön geringe Abweichungen voii 
der genauen Schwerpunktszentrierung starke Zentrifugalkräfte hervov- 
rufen können. Tatsächlich hat Stodola experimentell die vier niedrigste 
kritischen Geschwindigkeiten beobachten können; dabei wurden Uu]. 
drehungszahlen von 10000 bis 30000 pro Minute angewendet. 


15l Fortpflanzung von Biegnngswellen in einem unendlich ausgedehnten 

Stabe. 


Von Interesse ist noch eine Untersuchung der Fortpflanzun^^s. 
geschwindigkeit der Biegungswellen. In den früheren Problemen über 
^ Schwingungen (Saite, longitudinal schwingender Stab, tordierter Stab) 
stießen wir auf eine Differentialgleichung von folgender Gestalt: 




dl* 




B*u 


0 , 


wo £ die Dichtigkeit, B eine vom Material und den Dimensionen abhäiiiiifif 
Konstante bedeutete. Die Gleichung läßt sieh nach den allgenieimu 
Auseinandersetzungen des XIII. Kapitels durch den Ansatz integiit-n ii; 

u = f{x±ct), 

wo c = die Fortpflanzungsgeschwindigkeit darstellt, die 'lein- 

nach von der Wellenlänge als unabhängig sich erweist. 
^ Gleichzeitig pflanzt sich die Störung f(x) undeformiert fort, 
welches auch der Charakter der Funktion f{x) sei. Dies ist bei den 
Biegungsschwingnngen des Stabes anders. Zunächst ist die 
IKfferentialgleicbung für diesen Fall nach (117); 

ö»u . ES 8^u 

ex* 


(141) 


r<» tq 


0 


' 4m der vierten Ordnung, und das schließt in sich, wie wir sotoit 
seheo werden, daß sie im allgemeinen nicht durch den .^nsiitz 
tts»=/(*±c<) integriert werden kann. In der Tat, setzen \rii «r- 
sachäweise 

(142) u^{{x±ct), 

^*801184, weim die Ableitongen nach dem Argument durch Striche bezei' lm''^ 


a*« 

dp 




51* 


Damit ali^o obiger Ansatz brauchbar sein sd&te, mäBte nMh (Hl) 

'' ' tt. 4 


Hein* 




^ AV t 


MB 
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und diese .Gleichung ist natürlich durch beliebige Ptfnk' 
tjon^n /.nicht erfüllbar. Man könnte allerdings daran denken, sie 
durch die speziellen Annahmen zu erfüllen: 


(144) 


E6 

j 

eq 




Dies ist jedoch unzulässig, da eine andere Dimension besitzt 
E B 

wie — In der Tat, unserem Ansatz (142) zufolge hat die Dimension 


eq 


F B 

eines Geschwindigkeitsquadrates; anderseits ergibt sich für folgen- 

6 q 

[ M L T”** 1 

— , e die Dimension 


einer Masse pro Kubikzentimeter [31 L~^], gist das Quadi at einer Länge 
[L^J, und 0 als Flächenträgheitsmoment von der Dimension der vierten 
l\)tenz einer Länge [L*]. Also haben wir die Dimensionsgleichung: 


[ F (91 




L* 

. «9 . 

SS 

fi\ 

SS 

jT* 


\[L% 


(l.Ji. ist gleich einem Geschwindigkeitsquadrat multipliziert 

mit dem Quadrat einer Länge. Wir dürfen also den Ansatz (144) nicht 
machen, sondern müssen allgemeiner setzen, indem wir unter L eine 
Größe von der Dimension einer Länge verstehen, deren physikalischer 
Charakter später aufzuklären sein wird: 


( 145 ) 




ES 

eq 


f 4 - Uf' = 0 . 


Sitzen wir zur Abkürzung so lautet die letzte Glei- 

chung : 

( 146 ) = 

imd diese hat zur Lösung: 

iU7) jP «b cos oder F « sin 


^'ud daraus ergibt sich, unter Fortlassung belangloser Konstanten: 


( 148 ) 


/ 


|cos-^(x ± ct), 
|8in-^(a:±<?f). 


Durch Einsetzen dieses Wertes in (141) finden wir als Lösung: 
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’d. h. aber: nicht eine beliebige Funktion /(a?±o<) löst dit 
Differentialgleichung" (141), sondern tiur gana bestimmt«* 
Funktionen, nämlich ein Kosinus oder ein Sinus des bo- 
treffenden Arguments. 

Physikalisch bedeutet dies: Beliebige Störungen vermög(‘n 
sich, nicht undeformiert fortzupflanzen, sondern einzig und 
und allein rein periodische Störungen. 

Man kann diesen Sachverhalt etwas anders aiisdrücken: wir wolh n 
die Bedeutung der Konstanten L in (148) resp. (149) bestimmen. Lasst n 
wir X um den Betrag einer Wellenlänge X zunehmen, so darf der Kosinus 
resp. Sinus sich* nicht ändern, d. h. es muß sein: 

4 -. 2 ,. 

Die Konstante L ist also, abgesehen vom Faktor , gleich der eilen- 
länge. Daim erkeimt man aus (149), daß die Fortpflanzungsgeschwind i;r- 
keit der Welle den Wert hat : 

( 150 ) 

,und diese Gleichung, die offenbar dimensionsrichtig ist, lehrt folgend« 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist hier nicht nur von 
den Materialkonstanten abhängig, sondern auch noch \oii 
der Wellenlänge, der sie nach (150) umgekehrt proporti«)nal 
ist. Je kleiner die Wellenlänge, d. h. je größer die Schwingungsxnlil. 
desto größer ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Wir haben Im 
diejenige Erscheinung vor uns, welche in der Optik die Farbenzerstn uuni 
beiTorruft und als „Dispersion“ bezeichnet wird. 

Denken wir uns Jetzt eine beliebige Störung von der liier betracht« u ii 
Art erzeugt, so kann dieselbe nach dem Fourierschen Theorem in eiii' 
'^Keihe rein periodischer Störungen von verscluedener Wellenläng«‘ /' i- 
werden. Da die letzteren sich aber mit verschiedener Öeschwindm- 
keit fortpflanzen, so muß sich die Gestalt der Störung beim Forischit ilm 
im Stabe ändern, mit anderen Worten: Eine beliebige 
kftn& sich nicht undeformiert fortpflanzen; und das ist 
üSmliQhe Besultat, was wir bereits oben erhalten hatiin. 


Ifß. Sitae über Kümmitnr ecbwaehgekrttiiuiiter FUeken. 

Bevor wir uns nun zür Unb'rsucbung der noch verblei I hh'Ii ii 
P lattenscbwingnngen senden, wird es gnt sein, 1|b dieser Nummer i iiiw 
geometrisehe Sitze über Krämm^ing. von Pli^]kett ^taemmenzust' ' ' ’ • 
speziell aweb In. die «fe I& «Awaoh iddÄinte Flaclien . 

nelmaeiv vreMUf lw*bei den 
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Eine Fläche sei in der explizitem Form gegeben- 
(151) 

Verstehen wir unter (Xq, Zq) einen beliebigen Punkt P der Fläche’' 
und bezeichnen wir einen benachbarten Flächenpunkt durch 
//o + ^/> + offenbar auch 

(151a) ^0 + ? == /(-ro + l, Vo+V) 

al.s Gleichung der betreffenden Fläche in der Umgebung des festen 
ruiiktes {Xq, y^f Zq) zu betrachten; sind die neuen Variablen, 



die sogenannten relativen Koordinaten. Wenn wir diese Gleichung nach 
dem Taylor sehen Lehrsätze entwickeln und beiderseits ^o) 

iibziehen, so hat man mit hinreichender Genauigkeit: 


a* s ^ 


i*/ 

äjT 


»/ + 


il 


" ^ I’ + 2 + 


ÖX* 




a«/ 

a 


Niu’ etwas anders geschrieben lautet diese Gleichung: 


(152) 




y’ + 7 lax» ^ + ^ä7ay 5»/ + e,. '/ 1 


AL 


llabei begehen sich die Ableitungen usw. alle auf den Punkt 

(fo- 2/o> «o)> Auch diese Gleichung kann als Gleichung der betreffenden 
Fläche in der Umgebung von («o. Vor ^o) bezeichnet werden. 

Wir wollen jetzt in dem schon betrachteten Punkte P (x 0 , e^, 

'be Tangentisdebene an die Fläche ziehen. In Pig. 191 stelle die Kurve ® 
einen Schnitt durch die Fläche dar. T sei die Tangentialebene an den 
Funkt P. Ihre Gleichung lautet bekanntlich, wenn die laufenden Kö- 
ufdinaten ihit s» 9, ) bezeichnet werden und A eine no(di ^Gm* 
uu'iule Eoa^tante bedbi^tr 
• ’.c.. ; .. 
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Ä kann dadmdi eliminiert werden, daB, man für (s, den Wert 
<®o> yo**o) einsetzt, da ja der Punkt P der Tangentialebene angehört, also 
seine Koordinaten ihre Gleichung befriedigen müssen. Es ist also auch: 

Und durch Subtraktion von der letzten Gleichung folgt als endgültige 
Gleichung der Tangentialebene im Punkte (ojo, j/o, -^o)* 

’ ( 153 ) j _ =. (j _ + 11 (5 _ 

* Im Punkte P ziehen wir ferner die Normale A\. Diese wird im 
allgemeinen nicht in der Papierebene, d. h. nicht in der Ebene unseres 
Schnittes liegen. Nehmen wir aber die Papierebene so an, daß sie auch 
die Normale enthält, so haben wir einen sogenannten „Normalschnitt“ 
vor uns. Diese Annahme wollen wir lüer machen. Die Normale Nj hat 
natürlich im allgemeinen eine andere Bichtung wie die ä:- A chse. Denn 
nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie ist der Kosinus 
des Winkels, den die Normale mit der 2 - Achse bildet: 



cos (n z) '■ 




Ist aber die Fläche so schwach gekrümmt, — dies wird bei den Platten- 
Schwingungen der Fall sein — daß die Quadrate von — und ^ 

^gen 1 vernachlässigt werden dürfen, so ist der Kosinus angenäheri 
gleich 1 zu setssen (in der Fig. 191 ist die Krümmung natürlich stark über- 
trieben). Auf der Normale tragen wir von P aus bis zum Punkte ü ein 
i^ehr kleines Stück d ab und ziehen durch ü eine Parallele zur Tangen- 
J^riidßbene. Nach dem Obigen ist dann das aus der ; 2 ;-Achse heraus- 
1 gesehnittene Stück zwischen den beiden Ebenen ebenfalls bis auf Größen 
Mh^rer Ordnung gleich d, und die Gleichung dieser Ebene lautet einfach 
nach (158) ; 

(154) ‘ + * 


Diese Ebene’ schneidet die Fläche in einer Kurve, die mit dem Naiuon 
;,Dafdn8ohe Indikatrix“ bezeichnet wird. Diese Kurve &t ip un^iovr 
^Z^chnnng zu zwei Punkten 8,Q verkürzt; speziell iMlen wir die n la- 
tiven Koordinaten d^ Punktes Q durch C«, seine absoluten nloo 

durch äto+f#, Vo+Vof bezeichnen. i J ' . j ’ , 

Da d^eswFtÜM anf der dntöh (1S4) där^t^i^E|?^f%^' 

durch Einsetzlh absoluten £ooidi]mt^;4ilneihc^jH ^Ue 

' ^ 
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j j diese Gleichung befriedigt werden. Man gewinnt daher die HSlation 
„US (154): " 

(1551 ■ ‘ + 

])en Bogen PQ bezeichnen wir durch a und errichten in Q ebenfalls die 
Normale Nj. Der Schnittpunkt der beiden Normalen und N 2 ist 


fl 



dor Mittelpunkt 0 des Krümmungskreises, dessen Radius E sei (Fig. 192). 
Dann ist nach Fig. 192: 

UP\ 

und ferner 

also folgt schließlich; 

056' ß = 


Wir wollen nun die Größen a und 6 ausdrücken. um so den Wert 
für li zu erhalten. Es ist offcuibar 


o2==lo‘‘* + '/o“ + ^ 0 ^ » 


und wenn wir für ^ den Wert aus (152) (die ja auch natürlich für dje 
Werte f—fo» <^ijis<^lzen und hinter den quadratischen 

Gliedern abbrechen: 


(157) 




+ 2 ^0 


II 

d X 


5 » 


für schwach gekrüuunte Flächen können wieder die Quadrate von 


Bi. 


Ö ** 

, sowie Produkte dieser Größen vernachlässigt werden ; dafjär 
^ird also einfach* 

0’-«) 

^ür d erhlöten wir aufl (165) die Gleichung: 
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null durch Addition der beiden letzten Öleichungen folgt d^r Wichtige 
Satz: 


(164) 




+ 


B 


f) ' d y* ' 


in Wortön ausgßdrückt : Dif' Summe der Krümmungen zweier 
zueinander senkrechter Normalschnitte ist konstant. 

Wir fragen jetzt nach den Normalsehnitten, in denen die Krüm- 
iniing einen Extremwert (Maximum oder Minimum) erreicht. Zu dem 
Zwecke formen wir (162) etwas um; es ist 


1 1 ö'.V 


T ftV(I + + -äl)- .i.2» + A (1 - «C2»), 


1 


Oller 


Setzt man zur Abküizung, was immer möglich ist: 


(165) 


woraus 


(166) 


^ dzii!/~ -Dsiüu, 


tanger 


** dxdy 
d i* d y* 


BO folgt für die Krümmung: 


■ (167) 


Jl 






2 


Die rechte Seite erreicht, da I)>0, ein Maximum für 2d— cf = 0, ein 
Minimum für 2d— die diesen Richtungen des Normalschnitted 
e ntsprechenden Werte der Krümmimgsradien, die sogenannten Haupt- 
in ümmungsradien seien und Rg* 


für 


für 






B.- ^*»T + -z’ 

'1; h* die beideui Hauptkrümmungsradien gehören iwei lii-i 
^niander Sönkrechteü Normalschnitten an; also ist njloh jpi^ 

(lli8) vl .1 


+jl,4ü + |ü. 
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l'ür die Hauptkrümmungen selbst erhält man: 


1 

1 




-Sp- 


und demzufolge für den Ausdruck > die sogenannte „Krümmung 
\der Fläche“ im Punkte P: 


( 169 ) 


1 ili _ 

Ä.if, “ ä*» ■ öy* [dxdv / 


159. Die aweidimenaionalen Oreensohen Sätze. 

Es sei eine eindeutige und stetige Funktion von * und y inner- 
■ halb eines ebenen Gebietes S (Fig. 194). 



Es soll gebildet werden ein über das Gebiet S orstrecktc's Integral; 






1^^ letztm.Form geschrieben, läßt sich eine der Integrationen .w;’ 
nftm^i diejenigen nach x. Man erhä\t also: 

ff dxdy» f dy‘f ^ *** “ J* 
r. aw W«! P «1 d«: 


A^kittetelle (2)^ des Stnäfens von d«f -i, 
I%r|an W EinteiltfBteDe 0) (vgl. B!ig*'i^. 
j^ora^lenriiiltf^ d«t * 

iihb beiden ^ : 


ht ; TVg* v.«>- -- . 

Üiti Fr dev entsprech<;i|^^ 

*eoiSen nun die positive 

un- 
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« 

dy^'^ — ds^ .cos (n^x ) , 
dyi^+dsj^^.'cos (riix) . 

Pas Minuszeichen in der ersten Formel rülnt davon her, daß cos (n 
negativ ,s . vrahrend di/^ und ds, als Längenelemente positiv gerech^t 

//’öi' ‘**‘*!' "■ -/{egC 08 i ?4 i)ds, + Ft C08(n, a)^,,j , 
oder einfacher geschrieben: 

(171) 


ff dx f P^os{nx)ds. 


Weser Satz ist offenbar das zweidimensionale Analogon zum sogenannten 


d£ 

8 X 


d 0 

Bezeichnet eine Funktion mit denselben Eigenschaften wie 


, so ist ebenso: 


(172) 


ff~d ~f ^ {ny)ds, 


wobei zu bemerken ist. daß offenbar cos (ny)=sin (nx) ist. Durch 
Addition von (172) und (171) folgt weiter: 

ffilT + Ty') d S = -/ {f cos (nx) + G cos (n j/)] ds . 

Es sei übrigens bemerkt, daß. wenn man die positive Normalenrichtung 
Mcü außen nimmt, was manchmal bequemer ist, in der letzten Gleichung 
der rechten Seite das Pluszeichen auftritt. Von diesem Satze woU^ 
zwei Anwendungen machen. 

Es sei zunächst etwa 

. G-4^. 

dz d y 

I>ann liefert (173) die Gleichung: 

+ -J{-|^cos(nx) + ~|-co8(»^)|d«, . 

% die Summe der zweiten Differentialquotientft)iS*0 
«büche &zeichnwig^zlf einführt und beachtet, daß . ™ 

»4|- CO* (« ®) + 4?- cos (n y) =■ istr 


<174) 
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ein der offenbar das Zweidimensionale Xnalogon zur Gleichung (9 a) 
des XL Kapitels auf pag. 603 darstellt (Gaussscher Satz). 

Setzen wir zweitens an; 


F 



so folgt: 

dz ^ Tür* ^ d z z 


G 



o- J?JL -^LüL 


Also liefert (173): 


Ci A I I 

Ju(|^COS(«x)+-^~ 008 



* oder unter Bücksicht auf (174): 


(176) fuJvtiS+fl 


d u 

6 X 


d V 
d z 


du 




]dS^-fu ll-ds. 


.Vertauscht man jetzt die Bezeichnung der Funktionen u und v. 
drhält man a-eiter: 




d V . d_u 
dz'^ h 




dtUtCh Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt endlich ein wi itorer 
‘ö^eenscher Satz: 

' odiw: 

(178) JuJvdS'^ J'vAuäS — J(u-^-vj~jd$, 

der das Analogon zum zweiten Greenschcn Satze, Kapitel XI, tdoi- 
^,4Mai«(13), pag.608, darzteUt. Wählt man die positive Normalenriehtnng 

außen, so ändern sich in den Randintegralen nur die Vorzeiclitn' 


160. PotantMle i^mgie eintr Mdiwaeli gelMfeneä Platte. 

Pas elastische Potential für einen isotropen Körper lautet: 

t -;t (^> + y, + *J* + M {».* + + V + T^* + ■ 

Piese Porm)i8t, im XI. Kapitel 
Dietingen 4».^Ko^diim^n^te^4;%f 


ehfog (89) tm'; 
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(179) «i» , + <^* + ffj)* + + ff,’ + ff,»), 

wo ffi» <»»> ®» Hauptdilatationen bedeuten. 

Die Platte habe die kleine Dicke h, die Mittelfläche MM falle im 
undeformierten Zustande mit' der a, t/-Ebene zusammen. Die undefor- 

iiiierte Platte wird daher durch die Ebtmen 2 = 4- und z = — 4 be-. 
grenzt (Fig. 195). Wird die Platte deformiert, wie es die Fig, 195 an- 



deutet, so nimmt man, im wesentlichen nach Kirchhoff, dem man 
die erste exakte Behandlung dieses Problems verdankt, an: 

1, daß die Mittelfläohe MM weder gedehnt noch komprimiert wird, 
sondern ihre ursprüngliche Ausdehnung beibehält; 

’2. daß alle Geraden, die vor der Deformation senkrecht zur Mittel- 
fläche MM waren, auch nach der Deformation senkrecht auf der 
deformierten Mittelfläche stehen; 

3. daß auf Ebenen, die parallel zur Mittelfläche MM sind, kein 
Normaldruck wirkt. 


Zur Erklärung dieser Voraussetzimgen diene folgendes: Die ober- 
halb der Mittelfläche liegenden, zu derselben parallelen Ebenen werden 
gedehnt, wie die Fig, 195 unmittelbar erkennen läßt, die unterhalj) 
liegenden kotoprimiert. Die Mittelfläche selbst wird zwar deformiert^ 
aber in ihrer Größe nicht verändert. Das sind dieselben Annahmen,^ 
öie auch beim Stabe gemacht wurden; die Mittelfläche ist hier eben-' 
^alls die „neutrale** Schicht, 

Die zweite Voraussetzung sagt aus, daß die geraden Linien», W6lcb|^; 
vorher au^ der Mttelfläche senkrecht waren, auch nach der Deformaiilfi^^ 
Gerade siiul mtd auf der Mittelfläche senkrecht stehen, Beden! 
^0 in jf jjf.ein unendlich kleines Stück der undteförm 

Mitteia^^ ^ Normale derselben, so gehen diese durdh 


196 h übar, d. h, die Punkte, die ^ 



TIO ' 
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',^.0 resp. MM lagen, liegen nachher auf 0' 0 ' resp. M' für 
das Folgende von außerordentlicher Bedeutung. Denn nehmen wir 
etwa ift einem undeformierten elastischen Medium eine Ebene und eine auf 
ihr senkrechte Gerade an. Dann lehrt die im IX. Kapitel auseinander 
gesetzte Theorid der Deformation, daß die bei einer unendlich kleinen 
Deformation vor der Deformation auf dieser Ebene und Geraden liegenden 
Punkte auch nach der Deformation auf dieser Ebene und Geraden liegen'), 
aber im allgemeinen kann nach der Deformation die Gerade 





Fig. 196a, Fig. 196 b.. 


nicht mehr .senkrecht auf der Ebene stehen. Dies ist nach der 
allgemeinen Theorie der Deformation nur dann der Fall, wenn die 
Bichtung der Geraden mit einer der drei Hauptdilatations- 
Achtungen zusammenfällt; die beiden anderen Haupt^ilata- 
tionsrichtungen liegen dann in der Ebene selbst, 
i . Die dritte Voraussetzung findet sich nicht bei Kirchhpff. Sie ist 
in der Tat, streng genommen, überflüssig, da sie aus den b^den anderen 
ableitbar ist, doch vereinfacht die ausdrückliche Aufnahme dieser Be- 
<dipgung unter die Voraussetzungen die Bechnung außerordentlich. 

Dies ist zuerst von Love geschehen, dem wir uns in diesem Punkte 
angeschlossen haben. Analytisch formuliert würde die dritte Voraus- 
setzung bei uns lauten, da die Mittelfläche mit der x ^-Ebene zusammen- 
|«lt: Z,^0. 

Wi? gehen jetzt zur Berechnung des elastischen Potentials über. 

‘ S ' Bt der Abstand eines Punktes von der Mittelfläche vor der Defor* 
mniUm nach derselben z\ so ist die Differenz z'— die Verrückung 
'^toeselben parallel der ^-Bichtung (oder auch der ;?'-Bichtung, die wegen 
der sdiwachen Krümmung annähernd einander parallel sind). Die Dila- 
tation i^arallel der >Achse ist also 





denn der obige gilt im allgemäüea nur lttr j 
nud aber natOrllä e£ik als;|»^ 
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iinä diöpor Wort ist näich dor zweiten Voraussetzung gleichi^itig eine 
Flauptdilatatipn, dte wir nennen wollen. Das liefert^uns die Be* 
Ziehung: ' " 


(180) 



Nun gilt allgemein die Gleichung, die wir schon früher bewiesen 
benützt haben [z. B. Kap. XI, Gleichung (39) auf pag. 511], 

(181) iCaj+2/y + ^« = ^l + <^2 + ^3 > 

und die Subtraktion der Gleichung (180) 
von (181) liefert hier das ira allgemeinen 
nicht geltende Eesultat; 

(182) x^ + y^ = ai + a^. 

Nun legejoi wir durch die Normale z' (dii* 
mit der Normalenrichtung z bis auf Größe 
zweiter Ordnung zusamraeiifällt) einen 
Normalschnitt durch die Platte, wie in 
Fig. 197 dargestellt ist. 

M'M* ist ein der Mittelfläche angt- 
hörendes unendlich kleines Kurvenstück. 

(las nach der ersten Voraussetzung seine 
ursprüngliche Länge ds ungeändert bei- Fig, I97. 

behält. Der Krümmungsradius des im- 

endlich kleinen Kurvenstückes M'M' sei 1?, die Neigung der Enden d<pi 
Dann ist zunächst: 

ds == K • d(jp. 



Wir fassen nun ein Kurvenstück (in der Figur punktiert) ins Auge, 
das nach der Deformation durch den Punkt z' geht. Auch dieses Kurven- 
stück hatte vor der Deformation die Länge ds; nach derselben ist es 
gedehnt. Und zwar sei die neiu* Länge ds^. Diese kann man einfach beT 
rechnen, da offenbar der Krümmungsradius für diese Kurve (BrF^O 
ist. Also ist: 

( 183 ) dSi^(P + z')d(p. 

Die Verlängerung ist also: 

( 18 ^) dsi — ds = z' dtp; 

demnach die Dilatation in Bichtung der Kurve: 


dsi ^d<p ^ 

ds ds R 

Da aber ntk nini^lioh wenig vom Werte z verschieden ist, IMs dtM 

‘‘«ch gesetat' *■: 




Di^e Gleichung gilt für jeäen Nortnalsqhnitt. Drehen 
wir denselben um die Normale als Achse, so nimmt die Dilatation imnn i 
andere und andere Werte an, je nach der Größe des jeweiligen* Krüm- 
. mun||sradius R. Die Hauptdilatationen finden in zwei zueinander senk* 
rechten Normalschnitten statt, denen der größte resp. kleinste Krüni 
mungsradius zukommt; also in unserer früheren Bezeichnung haben wir: 


(186) 





Z 



und daraus folgt durch Addition unter Berücksichtigung von (182); 

(187) (T, + «T, - + y, - « j-j- + -j-j . 

Wir ei^alten demgemäß nach (179) für das elastische Potential: 

(188) / - A ^ j ’ + ^ + g^ + l« ) • 

Jetzt tritt nun die Bedeutimg der dritten Voraussetzung zutaj^i*. 
der zufolge sein soll. Damit ist nämlich folgende Itelation gegeben 
CGkichung (48) des XL Kapitels auf pag. 512]: 

(189) Z,=0=->.(x,+ jj-+z;)-2fiz,, 

and daraus ergibt sich für das noch unbekannte z, der Wert: 


i,o4l9i‘ nach (187): 
^19pK 


XZ / I . M 
i + 2/«iÄ, St) ’ 


Sairt man diesen Weart für z^ in das elastische Potential (188) ein und 
.bsintzt die bekannten Belationen [ Oleicbung (45) des XL Kapitels auf 

« E, (Elastiritütsmodul) 




*(! + >•) 


IT, (Qabrkontraktionskoeffizient) 


man nach^etwas langwierigem, aber elementaren Bechnununu- 

löeh^; feiii(|»;Bechnun|^bequeni^R^';'; 




1 









* SeMoingungen ^ von Stäben und EaUen, ! ‘ ■ 713 

üßzeiehnet i&ui juit ein Flächenelement der Platte, so ist dt^dS . äi 
und das über das Vollen der Platte erstreckte Integral Uäx ist djWF 
Wert der potentiellen Energie <P. Wir erhalten also: 


Setzt man nun noch nach (168) und (169) für ~ und — i— di| 

Werte ein, so folgt endlich: ‘ 

('«) * - + 0) -”)((s 0) - fö)’ii "s- 


16L Difterentialgleielinng der Transvetsalschwingungen ainw Platte. 

Fügen wir zu (194) noch den Ausdruck für die lebendige Kraft hinzu, 
so haben wir alles, um mittels des Harniltonschen Prinzips die Schwin- 
gungsgesetze zu finden. Wir haben, da die kinetische Energie der Massen- 

oinheit ist, für die lebendige Kraft der Platte: 

(1951 


Nach dem Hamilton^cheii Prinzip muß sein: 



Die Ausrechnung des* ersten Ausdruckes ergibt in gewöhnlicher Weis8t 
pei S J Ddt “ - «hj dt . dS. 

/o h 

Ke Variation des zweiten Ausdruckes wollen wir in zwei Teilen ansführen. 
Wir setzen: 




h*E 


+ 0)’« ■'S- 


24(1 

/»(an 8»t / 8*t 

J IF**’ FF “ iF *Fy J r * 


s/( Hs 


llf 


'*0 -f und B erkennhare Abkürzungen sind. Dann unt^SiÄBi',^ 

wr ifunächstKj^. , . * ' 

% fiffAjdt- if (JQ*dS. 
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Die Variationen jyetden aUe unter dem IntegraUchen f dt a«s- 

'oM, BO daß ^i» dieses der Einfachheit halber Us mm Schisse, fort- 
C^knnen. Es handelt sich daher einfach um die Bestimmung von 
S<Pi. Das liefert der Eeihe nach 

Setzen wir einen Moment zur Abkürzung: 

Jf = u, d^ = v, 

so läßt sich auf das letzte Flächenintegral der Greensche Satz (17!<) 
anwenden und es folgt: 

J JC’ ^(dpdS =* f J*^-dS-dS + 

Dabei haben wir, was hier einfacher ist, die positive Normaliu- 
richtung, umgekehrt wie in (178), nach außen genomn.u. 
, piese Festsetzung wollen wir in dieser Nummer beibehalten. Also ist: 

‘^(197) d<l>i = 2Ajj*C'dS‘dS + 2AjjS-f-^-ds — ^^f'Sn 

Ausführlich geschrieben ist dabei : 

f A*^~AlAQ^Ad( 

(i98) 


'¥■ 




5« 

öy’ 


e«i 


s*s 


+ “ 'S ^5 äu* 


e»‘ 


Es bleibt noch zu untersuchen 00,; dafür erhält man zunächst: 

«« jBJ ^ dy* ^ d 5 d xBy xT^)] 

Ki ■ Den Klammerausdruck kann man zunächst folgendermaßen schreibt n, 
■mt« man durch Ausrechnen leicht verifizieren kann: 






Miebnen wir den drsten Kl«imm«Ausdruck durch 0. den zwibn 
di^ F, so haben wir das Integral m wMen: 




mad das ist naeh äem Öa^aaschen 
Noemale naeh ep«ift gSSadöBinKa wttdr ’ 


m:',. 


UM-' 



aiepoHiti''« 
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])as jiefert; 


<y<p, 


= + J|Fco8(na!) + Gco8 

bJ |iü ill - m f 

«/[ 


d$\ 


dx dy* 

dJJ dn 
By dy* 


By dzdy 


I coS(nx)ds 
dir 

oder auch, wenn wir den Winkel {nx} = & setzen: 

) C08 19 ds -j- bJ*^ I sini9’ . s . 

Wir haten dann folgende Situation (Fig. 198): E ist ein Stück der 
Berandung s der Platte, n und s sind die positiven Kiclitungen von Nor- 
luale und ifandkurve in einem Punkte P, ^ der Winkel z^vischen u und x. 

Man erkennt daraus, daß man n und $ an jedem Punkte als ein neues 
orthogonak'S Koordinatensystem betrachten kann, welches gegen dasjenige 
der X und y um den Winkel i!> g(‘dreht ist. 

Dafür gelten bekanntlich die Transfor- 
niationsgleichungen (von der Translation 
des Anfangspunktes gehen wir als un- 
wesentlich ab): 


(199) 


X =: n • cos ^ — 5 • sin I? , 

jy = n * sin ^ -j- 5 * cos , 

resp, 

= X * cos ^ + ?y • sin t? , 

5 o; . sin d + 2 / • cos d . 



B w ü o 

Wir wollen nun Größen von der Form und durch und 

t V X o y o fl 


Fig. 198. 


B tp 


B qj 


ausdrücken. Dazu liefern die Formeln (199) folgendes: 


( 200 ) 


/ Bq} 

I dT 

* B~i 


Bn B X 
Bq Bn 


Bq ds 

08 B X 

Bq Bs 


Bq 
B n 


GOS& ■ 


-Ifsinit, 


Bn By ^ Bs By 

Jilso wird in der Qieichung für ö<P^\ 


4“ sin & + 4^ cos ; 
Bn Bs ’ 


(201) 

erhllt 




ed{ 

Bd; 

TT“ 

Bn 

dii 

Bö; 

dW' 

Ti“ 


cos 0" — ^ f 

Al ^ ^ ^ A 
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Bezeichnen wir im letzten Integral die geschweifte Klannner einen 
i^enWick mit /(®y), so lautet das letzte Integral, abgesehen vom 
Vorzeichen: 

Es ist zu erstrecken über die ganze Bandkurve der Platte. Diese iorni 
le^ es nahe, eine partielle Integration auszuführen, die das Besultat 
liefert: 


//(X hx y)SC - fdg- ^ ds . 


Da das Integral über die geschlossene Randkurve sich erstreckt, d. h. 
von einem Punkte A derselben wieder ziurück bis zunr Punkte A , so ist 
das aus dem Integralzeichen herausgetretene Glied zu bilden für die 
obere und untere Grenze A, Da es sich um eindeutige lunktionen hanuclt, 
ist* das Glied =0. Man erhält also, wenn wir dies sofort auf Gleicliimg 
0202) anwenden, endgültig: 

d 0, = B Jd* {-S em* » + ^cos^» 

— 2 sin & cos >9^1 

- »/* • -Ä- {(S 

;ajbK> erhält man schließlich aus (197) und (208) für den gesuchten Wert ä(P: 


ijm) 


ad; 

dn 


d<P-2^JJ«^d^dS + 2^ f(^AC 


^^•"a 




(h 


BxBy 


— 2 sin 9 • cos 


"1 




(IIb» 9 - cos* i?^)) ds . 


inaa^dieMi Ansdräcke nebst dem. der ii! 


in die ^ 
geeigms^er Ai)jyg|ai|(ig' 
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(205) 


® lir + 2 ^ ^ f 

A) 

+ fdtf^2 AJ^+B [0 sin» <> + 0 cos» ^ 


-2 




fix dy 


sin & cos d' 


dJt 
d n 


■11 


dd: 
d n 


ds 


+ ß- 


dn\ . ^ 

ö7 Käl? ~ 'ö^j ®'“ cos & 

+ (s“' - cos» .^)j] . ds . ' 

In dem letzten (Eand-)Integral ist dC mit einem Strich (dF) ver- 
sehen worden, um herVorzuheben, daß es ein anderer Wert ist, als in dem 
ersten (Flachen.)Integral. Im Flächenintegral bedeutet dC die Variation 
eines tehebigen Punktes der Fläche, Im Randintegral bezieht es sich, 
^\'le alle unter dem Integralzeichen stehenden Größen auf den Band. 

Da nun dC ganz beliebig ist, so müssen zunächst das erste Integral 
und die Summe der beiden letzten für sich verschwinden. Das liefert 
erstens für jeden Punkt der Plath^ die gewünschte Differentialgleichung, 
wenn man für A den W^ert einsi'tzt: 

(206) * -1^ + -JIS... /i'li + 2 - f 4. 'l n 

Wn nun an muß die Betrachtung geteilt werden je nach der Anordnung, 
die am Bande gelten soll: ® 

1. Ist der Band ganz frei, so sind d? und-|^ (das sich natür- 
hch auch auf den Band bezieht) ganz willkürlich. Die Summe der beiden 
Inte^ale kann also nur so verschwinden, daß die Integrale einzeln ver- 
Platte*-^^”' ‘^•0 folgenden Randbedingungen für eine freie 


ö*,- 

äi*' 

Sj 

'd 


+ J - <^) {I ^ 8“* + 0 COS* ,9- - 2 01^ sin li? cos - 0, 

~(l-«r)0. {(0 - 0)cos,9.sm,^+g-0-(sin*,9-co8»i9)}- 0 . 

Eine leichte Umformung liefert daraus die Bandbedingungen in der 
unon von Kirchboff gegebenen Form: 

c ^ S + (1 ~ <r) 10 8in*i9 + 0- OOS* .9 

^-8in,9co8Ö-j-0,r 


(207) 


+ 2 


^ ^ ~, f ) w ' {( I # ”* ji- ““ 


dx 
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Man sieht, dafiiür ein freies Ende die Eandbedingongen sehr kom- 
pliziert sind, tmd dkrin ist es auch begründet, daß dieses Problem nur 
für den Fall einer Kreisscheibe hat gelöst werden können (Kirchhof! 
1850). Sehr viel einfacher werden die Verhältnisse, wenn die Platte am 
Bande festgeklemmt oder gehalten ist. 

’ 2. Im Palle der festgeklemmten Platte sind offenbar 

analog wie beim Stabe — am Bande C (resp. d() und ^ ( resp. ' 

da nicht nur keine Verrückung stattfinden kann, sondern auch die Tt ilo 
des Bandes in ihrer ursprünglichen Eichtung festgehalten werden. Für 
eine am Bande festgeÜemmte Platte lauten demgemäß die Band- 
bedingungen einfach: 

f f -0, 

(208) 

I Sn 


4 = 0 , 


0 . 


3. Falls die Platte „gehalten“ wird, ist C=0, aber die llich- 

s ^ 

tung ist frei, d. h. kami beliebig sein. Daher muß in Gleichung (205) 

der Faktor von verschwinden, so daß man für die „gehaltene“ 
Platte folgende Bedingungen erhält: 

(200) ff ^ + (1 - ff) j0 sin* ö- + 0 cos* ^ + ,2 sin & cos =0. 

Von den hier auftretenden Problemen sind diejenigen mit v(dlig 
^^eklemmtem oder völlig gehaltenem Bande aus dem Grunde ziemlich 
uninteressant, weil bei dieser Art der Befestigung eine dauernde Eirc giiii^: 
von Schwingungen unmöglich ist. Die Probleme mit ganz oder teihvci.<e 
freiem Bande aber sind wegen der Kompliziertheit der Grenzbedinguiigcn 
äußerst schwierig. Hat sich doch bisher nur der Fall einer kreisförmib^on 
Scheibe mit freiem Bande exakt behandeln lassen und zwar ist der 
aadalsymmeirische Fall von Poi.sson (1828) und der allgemeine Fall 
der Kreisscheibe von Kirchlioff (1860) erledigt worden. Außerdem 
Etat Voigt (1898) bemerkt, daß der Fall einer rechteckigen Platte, von 
dur>, zwjsi gegenüberliegende Kanten gehalten, die beiden anderen 
lAadf sich mit elementaren Mitteln behandeln läßt. Wir beschränken 
ma hi^ auf die üntemuchung des Poissonschen Falles der Kreisschmlie, 
wobei um das Zentrum derselben völlige Symmetrie herrscht. Wegen 
uUgemeinen Falles sei auf Kirchhoffs Abhandlungen verwiesen. 


m KnMeibe mit freiem ttande bei ashder snume. 

wollen nun den Anfangspunkt dei JKoorf^nat^ys^lhs in 
ZentaM den Scheibe legen pnd, ifasimte ^ 

ebSfüluren. l^pn ist: 
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a: = rcoa#-, 

«/ — r sin d . 

i)Oi axisrlö Synunetrie hsirschen soll, so dürfen alle vorlioninienden Größen 
nur von r, nicht dagegeh von d abhängen. Unter dieser Vöraussetzung 
haben wir jetzt den Differentialausdruck; 

4- 2— j. 
fl** dx'Sy* dy* 

zu transformieren. Derselbe kann geschrieben werden J(/1C) und man 
erkennt daraus, daß man lediglich zweimal den Ausdruck — -J- 
zu bilden hat. Man erhält der Reihe nach; 


3 ^ ö y* 


fl; 
fl * 
3«; 

d it* 


d; 

Br d X 


d*: 


ebenso: 

also folgt: 

( 210 ) 


dr^ 


.r + 


B X 

Br r 

1 b: 




fl*;- 
fl 


r 

Br' 

1 

1 

r 


1 

b: 

r 

Br 


1211) 


Bezeichnen wir diesen Ausdi-uck für einen Moment durch so ist nun 
zu bilden dip. Man hat dafür; 

flr* r 3r 3r* (3r* + r ör j r 3r (sr* r Af]’ 

die weitere Ausrechnung ist mcht erforderlich. Die Differentialgleichung 
(200) wird also; 

+ . f (S': I 1 fl:-\ , i fl 1 flai » 

fl<* I2(l-<T»>[3r* \3r* ^ r 3r/ r '3r (ör* "*■ r 3r/J “ 

Ferner hat inan die Randbedingungen (207) zu bilden, die gelten, wenn 
r=R, dem Radius der Scheibe, ist. Da ist zimäclist; 

sin* & « — sin* ^ + y "ff“ ^ ‘ ’ 

ebenso : 

COS* — cos* Ö- + i cos* ö- • sin* ö- ; 

wid endlich: 


^ 3^ aiia? cos ^ - 2 0 sin* .?• cos* |i- sin* ^ cos* «iF< 

tlie der drei letzten Gleichungen liefert: ^ 
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also folgt fto die erste der Randbedingungen (207): 


oder dnlacher: 
(213) 

Ebenso folgt: 


fl*; , <r fl; 

öi'« r flr 


ebenso: 


^ cos d- sin tJ- = sin® tS- cos d- + — cos* <S>^ • sin ^ ; 

^ cos cos* »sm& + y |f sin* & -coa»; 


( ÜL _ 4^4-1 cos Ö- sin ö- = sin & cos & {sin * » - cos» iT-j j-^ “ 7 a r ) ' 

(fly» fl**; , , ' 


Endlich bat man: 


-ili- (COS* » - sin* &) tm- sin » cos i9- {sin * » - cos * »} 1.- -M • 

dxdy ^ 

Also durch Addition der beiden letzten Gleichungen: 

(2141 (0 - -I^V) cos sin ^^ + 2 (cos* & - sin* ^1 - 0 . 

Damit wird die zweite der Randbedmgungen (207), da ja die Eichhnig 
- von n, die positive Normalenrichtung, mit der Richtung des Eaduis r 
öbefeinstimmt: 

a(ö*i^iAÜ_n 


iflr* + r drl 


Wir haben Integrale der Gleichung (211) zu biWen. die für r=I< gleich- 
loeiläg den Bedingungen (213) und (215) genügen. 

Zunächst setzen wir wie immer zur Integration an. 

(216) C *= V(^) ^ ^ 

Man erhält aus (211): ' ^ 

-wenn man zur Abkürzung * 


•Jetzt: ' 


j jif) e*tp 0 . 

liie jßandbedingdngen gehen Über in; 
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j)ie möglichen Werte «*=A, die Eigenwerte, sind aus diesen Gleichungen 
/u bestintmen. Man kann nun zunächst das ist der von Poisson 
ringeschlagene Weg zur Integration von (219) — diese Gleichung sym- , 
bolisch folgendermaßen schreiben, wovon man sich durch Ausrechnung 
Iricht überzeugt: 

(221 a) (J-s*)[(J+s2)Y'] = 0, 

oder auch: 

(221'b) (J+s*)[(J-s*)v] = 0. 


Dabei bedeutet (JT»*) y eine Abkürzung für Ay>+s^y>. Man erkennt 
also folgendes: Gleichung (219) ist gemäß den Gleichungen (221) ent- 
weder dadurch zu befriedigen, daß man (J+s*)y oder (A—s^)y> zu 
Null macht. Das liefert die beiden Gleichungen zweiter Ordnung: 


( 222 ) 


dr*~ H 
<Pv>i , 1_ 


dyi 

dr 

dy« 

dr 


+ = 0 , 

— S* = 0 . 


Diese sind uns bereits bekannt: Sic traten auf bei der Behandlung der 
kreisförmigen Membran [vgl. Gleichung (207) — (208) des XIV. Kapitels 
ailf pag. 644]: es ist die Besselsche Differentialgleichung, 
Man erkennt dies, wenn man sich in der ersten (sr), in der zweiten (sri) 
als unabhängige Variable eingeführt denkt. Die Integrale sind also, 
wie früher, die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art, für die 
erste Gleichung vom Argument (.sr), für die zweite vom Argument {sri). 
Also ist in*der üblichen Bezeichnung der Besselschen Funktionen: 

^.223) j fl = (■'’ »■) + '■) > 

I rp2 = -^2^^ + ^2 ^ ■ 

Dazu tritt noch die Bedingung hinzu, daß für r<= 0, d. h. im Zentrum 
der Scheibe die Bewegung endlicli sein muß. Da aber Y(0) [vgl. die 
Definitionsgleichung (208) des XIV. Kapikds] wegen des Auftretens von 
Logarithmen unendlich groß wird, kann dies nur geschehen, indemf 
Bi=B 2=:0 angenommen wird; also hat man spezieller: 

== /(«f) ; ^2 = .^2 / {isr ) . 

Fügt mao, die Funktionen tp^ und mit willkürlichen Konstanten za* 
saimnen, [^ erhält man die allgemeine Lösung der Gleichung (219): 

(225) I ^ , y =s ^ /(sr) •+• ß / (tsf). 

Nm sind die Bandbedingungen (220) zu befriedigen. Die erStö dcs^ 
selben üefert: - ' ' ' v' ■* . 

für r • B; -^1^ J(„.) + B J(i«f)) + [dJisr) + 
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oder, vrenn Diffor^Snen nach dem Argument . durch Striche Ix^- 
zeichnet werden: 

4 «* J" (s B) - B S V" (t s B) + i U s ® ^ ® ’ 

oder endlich: . 

(SM) A + /ä J-l» »1 - i + ■OT'ri«»'! - « ■ 

Die «eit. B«>dbedingmig (-230) kom dmch B««hteiy der DiHerenti.!. 
gleichTing (222) sehr vereinfacht werden. Denn es ist: 

d*J(»r) , 


dt* 


_L *_s*J(sr), 

r dr 


Also ist: 


«PJ(»<r) , _l_ = + s* J(tsrl. 

^ r dr 

jL(jt;))= -.~|i4J(sr)- BJitsrljs* = 0. 

Mithin hat man die Eandbedingung: 

(227) AJ'{sB)-BiJ’{isB) = 0. 

nie beiden Gleichungen (226) . und (227) sind in Bezug auf 4 und B lin. ar 
^d datJ. eie überhaupt a«...n»«-n ix-eteheu ko™».u, e...t 

X Deterrdnante des Gleichgewichtssystenis verschwinden. 


' (228) 


J''(sB) + ^ J'{*B). - rUsB) - -^gJ'{isB\ 
J'(«B) > -iJ'(isB) 


tü, 


Okduhaug (M. '»ü eoeen^*« V^Vr'diT'Bfkenuette,' ''ierdi« 

/Shung erfuUt. so werden die beiden aus (226) und (220 
Itenden Werte ^ identisch. Man erhält aus der letzteren etwa: 

^ 90 ) -37 

ie^ichnet C, eine willkürüche Konstante, so ergeben sich m» (i’"- 
aus (226) die Bigenfunktionen %(r): 

( 281 ) f,(f) - CAfiis. B)-^M T i{(<WKph 


(281) f,{f) - T ’X ''t " ' '4 " 

uiri daraus- fiirch Mdtiphkation init>C,CQ|^,f 

A. jS Ai A « AMI flt 


n t «n«! 


Addition» 
(282)* 


(C, eoB M 
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Dabei sind die i|^(^twten C, und' aus dem Änfangszustande ztl be* 
stinuneU) ®Dd ä^n (2l7) ist die vte Eigenfrequenz » gegeben doieh: 


(233). 


«,*]/ 


WS 

12e(l - (T*) > 


i'ine Gleichung, aus der man ersieht, wie die Frequenz sich mit der Dicke 
der Platte, der Dichte, dem Elastizitätsmodul und dem Querkontrak* 
tionskoeffizienten ändert. 

Wir wollen uns darauf beschränken, einige Knotenlinien zu berechnen. 
Man erkennt sofort, daß die Gleichung derselben gegeben ist durch: 


(234) 


V» W = 0; 0 ^ r g B . 


Diese Gleichungen liefern einen oder mehrere Werte von r im Intervall 
von 0 bis B: Die Knotenlinien sind also konzentrische Kreise, 
üm sie berechnen zu können, müssen jedoch erst die Werte s, aus Glei- 
chung (229) berechnet werden. Diese Gleichung kann man mit Hilfe 
der Differentialgleichung für J{sB) und J{isE) vereinfachen, indem man 
z. B. setzt: 

J"(» B) = — J'tsBt — J(sßi, und ebenso für 


Dann hat man schließlich: 
(236) 


Die dieser Gleichung genügenden Werte s sind die zulässigen Werte 
die uns die Eigenwerte und nach (234) die Knotenlinien liefern. Die 
Ausrechnung dieser Gleichung ist nun iiii allgemeinen, namentlich für 
kleine Werte des Argumentes sR sehr unbequem; für große Argumente 
jedoch kann man sich der sogenannten asymptotischen Darstellungen 
der Besselschen Funktionen bedienen, die etwa vom Werte $B>6 ab 
schon als recht genau gelttui. Wir wollen, um einen Überbhck zu ge-^ 
wiiinen, uns einmal auf große Ai’gumente beschränken. Füi’ ein solches 
ist:') * 


J(8R) 


(236) 


J (a?) ’ 


J* ix) > 




Datnit folgt aus (285), wenn wir der Kürze halber durch w 

b( zeichnen: ' 

m . - 2(iU ,(.+!) rJg + (, +^) s 


') p, 08 H. 90, 
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V“' 


"MpS: ^.;. _ V'. s^y - 



‘ :' 't''' *fyy^' jj’' * • \ 

m^^aiiat 'eitf^ daß fär großes s» W hier voraot^^tiA yrd^^:' 


' C 08 (<a:)SY» BiB($*)S~u' 

alw »tg(tx) S -f-1 wird. 

' Dividiert man endlich in (287) durch o: + so kann annähprn( 


-aq-v) 

* + 7 
(238) 


vernachlässigt werden und es folgt schließlich: 


tang (s B - -ij = - 1 . 


^ Die Lösung dieser Gleichung ist: 

(239) «,B=vn(v=0, 1, 2, . . . 00 ) . 


Diese Liöung ist aber nur zu verwenden für Werte von 8,B>5. .Man 
erkennt, daß dies schon für v=2 der Fall ist. Iiäßt man einen Im liier 
von 5— IO®/o an. so kann man auch schon den Wert Sj für v = 1 benutzt n. 
Man erhält also als genäherte Werte: 


(240) s,« 

woraus' für die Eigenwerte folgt: 


rn 

If' 


i240a) 


A M ^ ^ M 


S* ‘ 


Kaeh (288) folgt dafür für die Eigenfrequenzen: 


ä40b) 




a*) 


'' Dpnit kann man nun nach (284) und (231) die Größe der Badien der 
^jlllgoteolinien berechnen. Für erhalten wir: 

vir 

Dur^ eine ziemlich mühsame Beebnaag folgt hierans nach Pois'^un 
für den. Badiiis,>ri. der Knotenlinie: 


(241) 

im 


^*0,ß^2. 




dm Wette4Üt;^.^.i 




angeget’t'n 
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r,' - 0,85679 

r,"»* 0,84800 

r," - 0,59147 


r,'"m 0,89381 


Diese Zahlen stimmen mit den experimentell mittels Chladnisoher 
Klangfigtiren von Sav^rt und besonders Strehlke gemessenen auf 
%% überein. 

Der Vollständigkeit halber sei hier noch bemerkt, daß in dem alb 
gemeineren von Kirchhoff behandelten Falle außer konzentrischen 
Kreisen auch noch Badien als Knotenlinien auftreten können. Die Be- 
handlung dieses Falles führt auf Besselsche Funktion höherer Ordnung 
und muß hier des Haummangels wegen unterbleiben. 

kerner sei erwähnt, daß es auch in dom Falle rechteckigc^r Platten 
mit freien Rändern — ein Problem, für das die exakte Lösung, wie 
vorhin erwähnt, noch nicht vorliegt — neuerdings W. Ritzi) gelungen 
ist, die Schwingungszalilen und Knotenlinien mit beliebiger Genauigkeit 
zu berechnen, so daß das Problem wenigstens als praktisch gelöst be- 
trachtet werden kann, wenn a\ich die exakten Eigenfunktionen nicht 
bekannt sind. Leider gestattet es tler Raum nicht, auf die Bitzsche 
Methode nälier eiuzugehen. 


■ *) W. Rite, Journal für die reine und angewandte Mathematik 136, 1908. 
Göttinger Naohriohton, Matk-phyB. Klasse, 1908. Annalen der Physik. 28. 
pag. 737, 1909. 
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fileichgewicht und kleine Schwingungen der Flüssigkeiten. 


168. Die Gleiohi^eii der kleinen Schwingungen von Flüssigkeiten. 

Mit dem vorliegenden Kapitel begeben wir uns in das Gebiet der 
Heehanik der Flüssigkeiten. Das bedeutet in einer Hinsicht eine Ver- 
einfachung, in anderer aber eine Komplikation. Eine Vereinfachung 
in folgendem Sinne: Eine Flüssigkeit wollen wir vorläufig dadurch di- 
finieren, daß sie keinen Widerstand gegen Formände’'niig 
besitzen soll, d.h. daß der Torsionsmodul /is=0 sein soll. Die wirk- 
lichen Flüssigkeiten besitzen allerdings stets einen geringen Widerstand 
gegen Schab, dessen Einfluß wir später genauer untersuchen werden. 
Die vorläufig der Betrachtung zugrunde gelegten idealisierten 
keiten nennt man wegen des Fehlens jedes Widerstandes gegen Scherung 
„voUkoiömene“ Flüssigkeiten. Eine solche ist daher in gewissem Sinne 
ein Spezialfall des aUgemeinen isotropen elastischen Körpers, der durch 
zwei Elastizitätskonstanten X und ^ cbarakt^isiert ist; Die Flüssigkeit 
besitzt eben nur eine Elastizitäi^konstante, nämlich A. Wir könnhu 
also die elastischen Gleichungen (7) des X. Kapitels einfach hier üIm '- 
nehmen, wenn nicht ein anderer Umstand das im allgemeinen verbieten 
würde: nämlich die Tatsache, daß bei Flüssigkeiten im allgemeinen 
Endliche Verschiebungen ins Auge gefaßt werden müssen. Die in 
elastischen Gleichungen gemachten Vereinfachungen (z. B. die Er- 
ven durch usw.) sind daher in der Hydrodynamik 

emeinen Falle nicht mehr zulässig, und hierin liegt die gröfi<ro 
^ ^ ation gegenüber den festen elastischen Körpern. Es gibt jedoch 
aui^ im Gebiete der Hydrodynamik Fälle^ m deiien man mit den durch 
Nultoizeit von ß spezialisierten elastischen Gleichungen auskommt. 
Das ist dann mö^eh, wenn die Deformationen klein oder Null sind, also 
tih Falle jies Gleichgewichtes (Hydrostatik) und demjea^g^ der kleiu n 
Sdkwingubgen. Einfachheit wegw wir äe Behandlung 

clieser Fälle voraiiu.. 

Die eäastisahem Gleichungen 
lauteit: 



OMohgewiekt md klein« Schwingungen der Fliiaeigkeiten. 
ö’f 


■;i) 


ö<* 

S*ri 

Öt* 


-«z 




dXy 

dy 


Hl 

dz j 


1- 

u 

d F,\ 

' fl» ^ 

dz ) 


Qj 

1- 

dZy 

\ dz ^ 

dy 


dZ, 
d z 




dazu treten die Gleichungen (43) des XI. Kapitels auf pag. 612: 
\ X,^-X{x, + y^ + z;i-2fix,^-).2:-2^x,; 


( 2 ) 






2.= 
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Nach dem \orsk^hen(len liaben \vir in den Gleichungen (2) überall 
= 0 zu setzen. Demnach ist fiii* eine vollkommene Flüssigkeit: 




Ä div S , 


Diese Gleichungen lehren zunächst, daß die sämtlichen Tangential- 
spannungen gleich Null sind: Einem Schube, einer Scherung, 
setzt eben eine vollkommene Flüssigkeit nach Definition keinen Wider- 
stand entgegen. Ferner sind die drt^i Normalspannimgen einander gleich. 
Man hat für dieselben eine neue Bezeichnung eingeführt: man nennt 
sie schlechthin den „Druck“ d(*r Flüssigkeit. Wird derselk^ durch P 
bezeichnet, so h?it man: 


( 4 ) 




-;.2: . 


Setzen wir für die Spamiungen nach (3) und (4) die Werte in die 
Gleichimgen (1) ein, so erhalten wir die Gleichungen der kleinen 
Schwingimgen einer vollkommenen Flüssigkeit: 


* Tr» 




dP 

d X 


|5) 




dP 

~dy^ 


dz * ' 


oder in Vektorschreibweise, wenn die Kraft pro Masseneinheit wieder 
durch St bezeichnet wird? 


“ «|^-.«-gradP. 
venn man tüt P nach (4) den Wert einsetzt: 

''i 

f■^•«Ä + ilgrad(div8). 



728 


Meehamk der KmHnm* 


Und daraus folgt im diesonderen für 4en Fall des Gleichge^ri^te 
(HjdicoBtatik): 

(7) . eft = grad P, 

womit wir tms zunächst weiter beschäftigen wollen. Dabei ist nocl 
folgendes zu beachten: Bei den festen elastischen Medien habei 
wir die Dichtigkeit stets als unabhängig vom SpannungszustamK 
betrachtet, und zwar war das aus dem Grunde gerechtfertigt, weil di( 
"'dort eintretenden Änderungen der Dichte verschwindend klein siini 
"gegen ihren Normalwert. Diese vereinfachende* Annahme werden wir 
im allgemeinen hier nicht mehi* machen dürfen, da nach unserer Definition 
der Flüssigkeit darunter auch die Gase einbegriffen sind. Bei den Flüssig- 
- keiten im engeren Sinne allerdings ist in natura die Dichte praktii>cli 
" von dem Drucke unabhängig, so daß man für diese — aber nur für dies»' — 
die vereinfachende Annahme der „Inkompressibilität** bei behalten kann. 
Die' analytische Bedingung dafür* werden wir später formulieren. I m 
Mißverständnisse zu vermeiden, sei betont, daß die Forderung der In- 
kompressibilität nicht bedeutet, daß die Dichte räumlich konstant M i. 
Dieselbe kann vielmehr eine Funktion der Raumkoordinutien (x. tj, n 
sein — allerdings ist der Fall der räumlichen Konstanz der Dichte, d. li. 
der homogenen Flüssigkeit, wohl der wichtigste — ; im Falle der ln- 
kompressibilität besteht led^gleich keine Abhängigkeit der Dichh» 
Druck. Die inkompressiblen Flüssigkeiten nennt man auch wohl iiu 
Gegensatz zu den kompressiblen, den Gasen, „tropfbare** Flüs^^ig- 
keiten. 

Im allgemeinen Falle muß die Dichtigkeit an jeder Stelle (a;, ?/,:) 
des Baumes durch den dort wirkenden Druck P(a;, y,s) als oindouti^^ 
bestimmt angesehen werden. Zu den Gleichungen (G) resp. (7) tritt aho 
noi^b hinzu die folgende 

(8) e = V^(P) oder: P=:;^(e). 

Den speziellen Charakter dieser Funktion werden wir später iu gt * 
l%neten Beispielen angeben. 

' " Wir wollen zunächst aus den obigen Gleichungen einige allgenioiiii 
Polgenmgeu ziehen. 

ht einem beliebigen elastischen Medium hängt der Druck in vhim 
von der Kichtung ab, wie Gleichung (10) des X. Kai)itels aut 
pag.488 zeigt, die die Druckkomponenten X., als Funktionen der 

Bichtung n angibt ist die N<^malenri(^tung der betrachteten EU( nt): 

X^co$(nx) +XyOC»(ny) +,X,co8(ns), 

Y^eos (nflp) + Y^co${ny) + Y^(m (nz) , 

Z^coB (n^x) + (ny) + X - 

Diese Gteicbiii^ielt j:eduzid^^ Mob hier "v^rinjitte^ def Formeln (3) 
und (4) aut die {olgeiideii 
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1 -X„=P cos (na:)/. 

Y, = Pcos (ny) , 

Z^ — P cos (nz) , 


und diese sagen offenbar aus (wie auch aus den allgemeinen Überlegungen 
.ler Nr. 108 des X. Kapitels hervorgeht), daß für Flüssigkeiten der Druck 
in jedem Punkte derselben senkrecht auf jeder durch den Punkt gelegten 
Ebene steht. In einem beliebigen elastischen Medium ist dies nur für 
drei bestiinmte aufeinander senkrechte Eichtungen, die Hauptspan- 
nungsrich'tungen, der Fall. Die oben ausgesprochene Eigenschaft 
der Flüssigkeit ist offenbar nur ein anderer Ausdruck für die in der De- 
finition derselben begründete Aussage, daß keine Tangentialspannungen 
vorhanden sind. 

Man kann auch hier, wie bei den festen elastischen Körpern, die 
Bimnnungsverhältnisse mittels der sogenannten Spannungsfläche (Span- 
nungsellipsoid) geometrisch darstellen. Unter der Spannungsfläche ver- 
standen wir bekanntlich eine solche Fläche, deren Eadienvektoren der 
(iroße und Eichtung nach die Drucke in einem Punkte darstellen. Nennen 
wir die Koordinaten eines Punktes der Oberfläche x,y,z, so ziehen vir 
vom Anfangspunkte aus Eadienvektoren. deren Komponenten x,y, z 
resi). gleich den Spannungskomponenten Ä'„, r„, Z„ der Gleichung (10) 
sind. Dann ist der Eadiusvektor selljst gleich 

= fx}"^ yJTKk 

Wir erhalten also aus (10) für die Koordinaten eines Punktes der Span- 
nungsf lache : 

= P . cos [nx) , 
j/ = P . cos {nxj ) , 
z F . cos {nz) , 

Diese Gleichungen liefern durch Quadrieren und Addieren: 

(12) —P^ 


Das ist die GHteichung einer Kugel mit dem Radius P: das Spannungs- 
ellipsoid degelieriert bei 'Flüssigkeiten in eine Kugel, die wir in Zukunft 
„Druckkugel“ bezeichnen wollen. 

Dwch die obigen Gleichungen ist auch der Wert des elastischen 
Peteutials / für eine Flüssigkeit bestimmt. Für einen beliebigen isotropen 
Iviirper war: 


1 ),^ 


f “ 4 - y, + n{x* + y* + e* -F ■+• «,* + se,*)}. 

/r=Ö, wir((. |laraua für ideale Flüssigkeiten: 


( 13 ) 
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, . -(grad^>.d8) = -^-ds=:_dß = dt7;. 

also 

d(ß+CJ) = 0, 

otlor endlich: 

(18) ß + ü = Const. 

Jni Falle einer inkompressiblen Flüssigkeit, wo e unabhänriß von,P ist 
ist. offenbar nach (16): 

(16a) ü=‘-fdP = A, 

Po 

und die Gleiohgewichtsbedingung (18) ninimt die einfachere Form an: 
(18a) ß + -^ = Const. , 

jp 

wobei gleich das konstante Glied in die Konstante der rechten Seite 

mit einbezogen ist. Aus der Gleichung (18) ergeben sich nun folgende 
Schlüsse: 

Wir wollen die Flächen ß (a:,i/c)= const.. die sogen. „Äquipoten- 
tial“- oder „Niveaufiächen“, kon.«truieren. Diese fallen nach (18) 

zusammen mit den Flächen ü=J~ = Comt., d. h. mit den 

Po 

Flächen konstanten Druckes, den sogenannten „Isobaren**. 
Die Richtung der Resultante der äußeren Kräfte ist nach der Definition 
meiner Nireaufläche stets senkrecht zur Niveaufläche gerichtet. Daraus' 
.folgt unmittelbar, daß die freie Oberfläche der Flüssigkeit eine 
Niveaufläche und mithin auch eine Isobare ist. Denn wenn 
tlie Resultante der äußeren Kraft nicht senkrecht auf der freien Ober- 
fläche stünde, so könnte man di(* tangentielle Komponente in bezug auf 
die Oberfläche bilden. Da nun di(* Flüssigkeit keinen Widerstand gegen 
Schub leistet, so müßte diese tangeiitielk' Komponente eine Verschiebung 
der Flüssigkeitsteilchen längs dc'r Olnrf lache erzeugen, was mit der . 
Voraussetzung des Gleichgewichtes \in verträglich ist; folglich kann 
keine tangentielle^ Komponente der äußtuen Kräfte an der Oberfläche 
rastieren. ^ M. a. W.; Die freie Oberfläche einer ruhenden 
Flüssigkeit ist Niveaufläche und Isobare. 

Diese Besi^tate sollen mm an einigen Beispielen erläutert werden/ 
^unächst betrachten wir homogene Flüssigkeiten von konstanter^ 

darbietende Fall ist der, wo gar keine äußeren 
läfte TOken. Dann ist, wie man am einfachsten aus (7) erkej^t, 
-const. Beaseiohnet man den Druck, der auf der freien Obetf&ohe 
so istp ^Po, d. h. in einer Flüssigkeit*! w! die 
Kräftf^ wirken, pflanzt sich der amfe der freien Oliier* 
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'f 

fläche lastende Druck natsh alf^n Punkten derselben gleich- 
mäßig fort. Q^metrisoh gesprochen: die Druckkugel hat'^iif all« n 
Punkten der Flüssigkeit den gleichen Eadius Nach (4) ist nun 

P-Po = ~A-^> 

. uhd nach der Definition von S ist, wenn V das ursprüngliche, Vq das 
Volumen unter dem Druck Pq bezeichnet: 


-- — |r-~, 

also ist: 



Diese Gleichung kann zur Bestimmung der Elastizitätskonstantnii 
von Flüssigkeiten dienen. Wie ein Vergleich mit (24a) des XIL Kapiti l.v 
(auf pag. 521) ergibt, ist A nicht« anderes, als der „Kompressions- 

modul“ der Flüssigkeit; der reziproke Wert y wird als „(kubiKho) 
Kompressibilität“ bezeichnet. Der Modul A ist, da für tropfbare Flüs^ig- 
keiten — p ~ sehr klein ist. eine sehr große Zahl, und dementsprecln nd 

die Kompressibilität sehr gering, so daß man inMen meisten Fällen davon 
absehen kann. Bei Gasen liegt die Sache anders. Um die Verhältnis^' 
^hier darzustellen, geht man am besten von einer kleinen Modifikation 
der Gleichung (19) aus. Es bedeute einen anderen Druck un<l I j 

das zugehörige Volumen der Flüssigkeit. Dann ist nach (19) auch: 

(19a) 


Die Kombination von (19a) und (19) liefert für A die andere Gleichung' 

7 zI^lL 

^ K-Vx 

pder, wenn Pi—Pq durch JP, Fo— Fj durch dV bezeichnet wird: 

(I»b) ^ — 

Daiw bedeutet —AV die Volumvemünderung des ursprünglichen 
Yolnmens V, der Druck P um den Betrag AP gesteigert wird- 

]^e«w GJeichuiig gilt auch im Grenzfalle, wenn das Verhältnis *jjr gleich 

dP 

dem Diffmentialquotienten -jy vixi. , «r 
, ^Jär , ideale <^»e besteht, wenn bei der Körnpresslön die 
Ten^eratjetr konstant gehalten wird^ d; h. bei ehwm .iBothciraß 
1^0»^ die fulgi^e Bezielnmg, die al8»^^Maaot*e*Boylesches 
bekannt ist: 
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(■20) P • F = Const. 

Paraus folgt durch Differentiation: 

PdF+FdP=o, 


(l. h. unter Bttcksicht auf (19b): 

(21) X = - 

isoth. 



Für eine isotherme Kompression ist der Kompressionsmodul der Gase 
gleich ihrem Druck, die Kompressibilität gleich dem reziproken Werte 
desselben. Da V umgekehrt proportional der Dichte e ist, so kann man 
offenbar auch sagen, daß die isotherme Kompressibilität der Gase um-' 
gekehrt proportional der Dichte derselben ist. 

Häufig ist es aber notwendig, auf die Temperaturveränderungen 
Eücksicht zu nehmen, welche stets bei einer Kompression stattfinden, 
wenn das Gas nach außen hin keine Wärme abgeben kann. Dann nennt 
man den Prozeß adiabatisch, und ah Stelle des Mariotte-Boyle- 
schen Gesetzes tritt das folgende: 

(22) P'- F‘ = Const., 

wo = “ gleich dem Verhältnis der spezifischen Wärme bei kon- 
stantem Druck (cp) und bei konstantem Volumen (cr) ist. Dann hat 
man aus (22) durch Differentiation: 

F‘dP + p.fc.F‘-‘dF = 0, 

oder nach (19 b): 

(23) ^»dtob = P - P • fc . 

Cy 

Da k — stets größer als 1 ist. so ist der „adiabatische Kompressions- 

inodul größer als der isotherme imd die „adiabatische Kompressibilität“ 
kleiner als die isotherme. In der folgenden Tabidle sind die Kompressi- 
Witäton für einige tropfbare Flüssigkeiten angegeben. Dabei ist der 
Druck in Atmosphären gemessen; ?. ist nach Gleichung (19b) von der- 
ben Dimemion wie P, also auch in Atmosphären ausgedrückt, die. 
Kompressibilität also in reziproken Atmosphären (Atm~*). 


^ttssif^eit -y • 10* in 


Wasser 

(0*) 

j 50,2 

Itker 

(0») 

1 »I 

Alkohoji 

(7, 3») 

82,8 

Oiloroform 

(8,6») 

62,6 
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Als nächst einfachen Fall behandeln wir den einer inkompressibl^ ^ 
Flüssigkeit mit räumlich konstanter Dichte, die der Schwerkraft untt-. 
worfen ist. Nehmen wir die positive Achse vertikal nach oben. di,. 
«y-Ebene horizontal, so ist offenbar: 

P P 

Daraus folgt für das Potential Q=gss; ferner ist n.idi 

(16a). Also wird die Gleichgewichts bedingung nach (18a); 

(24) + « Const., 

wobei alle konstanten Glieder rechts zusammengefaßt sind. Man erkoimt 
daraus zimächst, daß die Niveauflächen und Isobaren horizontale Ebenen 
sind. Nehmen wir an, die Flüssigkeit reiche bis zu einer Höhe z=:h und 
nennen wir den dort wirkenden Druck Pq, so ist nach (24) der Druck 
im Niveau z: 

(24a) Po+er;(Ä-z), 

d. h. gleich dem Druck Pq, dt‘r auf der freien Oberfläche iahtet, 
vermehrt um das Gewicht eg(h‘-z) einer Flössigkoitssäule vom Qun- 
Bchnitt 1, die vom Niveau z bis zur freien Oberfläche reicht. 

Denken wir uns aus der Flüssigkeit einen Teil abgegrenzt, und 
außerhalb demselben die Flüssigkeit erstarrt, so haben wir d{'n lall 
einer in einem Gefäß eingeschlo.ssenen Flüssigkeit. Das Gleichg^ w [< lit 
der innerhalb des Gefäßes befindlichen Flüssigktdt wird durch ditsin 
Vorgang nicht beeinflußt. Das ergil»t sich sofort aus der Ül)<rk^uJnj^^ 
daß der Druck, den die FlÜÄtigkeit auf die .Wände des Gefäßes uusüljt, 
durch die Festigkeit derselben kom|)en.siert wird.. Man erkennt sa> vor- 
stehender üijerlegong, daß iitsljesonder»' die B’onn des Gefäßi'S neo. 
gkic^;ältig ist. Wenn etwa der Bwlen des Gefäßes mit der 
tnsammenfäilt, so ergibt die letzte Gleichung für den Druck auf ilcn 
Boden: 

(25) P^Po + egh. 

Ist die Fl&che de« Bodens q, so ist die Gesamtkrsft, die mau auch wU 
Mitreiten,^ allerdings nicht ganz exakt, als „Bodendruck“ bezeulmet, 
A?, d. h. der Bodendruck hängt nur ab von der Gi oß^ 
dht ,Bod«nfläthe, der Natur und Bdbe der Flü.ssigkeii und 
dein auf der Oberfläche lastenden Drucke P*, ist aber van* 
Uxtikhh&&9ig von der Form dos Gefäßes. Dieser Satz i i »•’ 
dds, „jijrdrQst'a^tiscbe Paradoxon“ beksaant. Nwb 

der Di^clAngel von obett nach unten linfeat- so. 

Itmu ikUgemsiliif^ ist der folgende FaU: Asi ^ , Ins- 

Flfuwig|[dt Sollen atK^etnde Ktä)^ wirken, ii * ind. 
gehen nn^,.ki^igl)idi F^kti^oed ';^>^!^t!j^^^^W»> ^4^ “ ' 
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Nonnen wir diese Kraft —f{r) (das Minuiteeichen bedeutet, daß die 
lüaft den Abstand r zu vermindern bestrebt ist), so haben wir: 

(20) ß = + j^tf (r) (fr = + Ö>(r) . 

U iiat den nämlichen Wert wie im vorigen Beispiel, also ist die Gleich- 
Wichtsbedingung: 

(27) <p(r) + = Const. 

Daraus folgt: Die Niveauflächon (gleichzeitig Isobaren) sind konzen- 
trische Kugelflächen um das Attraktionszentrum; mithin auch die freie 
Oberfläche der Flüssigkeit. Ist die Masse M der Flüssigkeit gegeben/ 
so ist auch der Radius ß der freien Oberfläche bestimmt. Denn es ist 
offenbar : 

^ ^ r»3 1 ri ,V 8 Jf 

fi 3 ’ V ins 

Del; Radius der Druckkugel ist konstant für jede Niveaufläche, variiert 
aber von innen nach außtm nach dem angencjmmenen Attraktionsgesetz. 
Di;' Diskussion spezieller Kraftgesetze kann unterbleiben, da sie keine 
Schwierigkeiten bildet. 

Nunmehr wollen wir zu Flüssigkeiten übergehen, deren Dichte räum- 
lich variabel ist, sei es stetig, odtu* sprungAveise an gewissen Trennungs- 
flächen. Nehmen wir zunächst an, daß s eine Funktion von P sei, so .er-^ 
kennt man folgendes: Da die Niveauflächen Isobaren sind, so sind sie 
gleichzeitig Flächen gleicher Dichte. Dies Resultat gilt aber auch für 
inkompressi ble Flüssigkeiten mit variabler Dichte, wie aus ( 18 a) folgt, 

P 

Denn für Niveauflächen ist dann — = Const. und aus P== Const. folgt 
** s 

dasselbe für die Dichte e. Sind also etwa mehrere Flüssigkeiten von 
verschiedener, aber innerhalb der einzelnen Flüssigkeit konstanter Dichte 
vorhanden, so müssen die Trennungsfläelien Niveauflächen 
sein, z.*B. im Falle der Erdschwere als äußerer Ki aft horizontale Ebenen. 
Mehr sagen die Oleichgewichtsbedingungen über die räumliche An- 
ordnung der Flüssigkeit nicht aus; sie verlangen keineswegs, wie man, 
(ior tägliohen Erfahrung vielleicht schließen mikhte, daß die Flüssig- 
koiti n von unten hach oben sich nach abnehmender Dichte ordnen. 
Du Gegenteil: jede Anordnung, M der die Trennungsflächen Niveiaa/ 
Diiclu n sind, genügt dem Gleichgewicht. Ein<* andere Frage aber 
jvaiiu dia^ GleicJjgewjicht stabil ist. Nach den allgemeinen 4 p 

M<‘(Uanik*^Ptspricht die ptabile Gleichgewichtslage einem 
potentiellen, Ebnende 5 der Beschwere liefert dic^e 
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165. Starre Körper in einer ruhenden Fliueigkeit. 

Es ist bereits in der vorigen Nummer in einem Spezialfalle bemerkt 
worden, daß der Druck, den die Flüssigkeit auf einen in dieselbe ein- 
gebetteten festen Körper ausübt, gleich dem Drucke ist, den die Flüssig- 
keit haben würde, wenn der feste Körper durch die nämliche Flüssigkeit 
(«rsotzt wird. Aus diesem Satze wollen wir nun einige Konsequenzen 
betrachten. 

Es sei etwa eine ebene Platte in die Flüssigkeit eingetaucht. Dann 
wirkt auf jedes Flächenelenient dS derselben die Kraft PdS~egz*dS, 
wenn z die Distanz vom Niveau der Flüssigk(‘it bedeutet, das wir mit 
( 1 ( 4 * ic^-Ebene zusarn menfallen lassen wollen; die positive r-Kichtung 
sei jetzt der Einfachheit halber nach unten genommen. Diese sämtlichen 
Kräfte stehen senkrecht auf dvr Plattenebene, sind also unter sich parallel 
und können daher nach den allgemeinen Untersuchungen der Nummer 79 
(pag.885ff.) in ihrer Wirkung durch eine resultierende Einzelkraft ersetzt 
werden. Diese Eesultierende die Gesamtkraft, ist dem Betrage nach: 

1«1= J PdS = egJzdS, 

WO das Integral über den ganzen eingetauchttm Teil der Platte zu erstrecken 
ist. Es handelt sich jetzt darum, den Angriffspunkt der Resultante auf 
der Fläche zu bestimmen. Zu di(‘S(un Zwecke führen wir in der Platten- 
ein neues Koordinatensystem {x\ if) ein; als a*'- Achse nehmen 
wir dk) Linie, in der die Vhiiv ((‘ventuell ihre Verlängerung) die Flüssig- 
keitsi)berf lache schneidet; die ^'-Aehse senkrecht darauf mit der posi-^ 
tiven Richtung nach unten. lb*r Winkel, den die Normale der Platten- 
(‘b(‘ne mjt unserer alten Achse macht, sei {nz). Durch die Angabe von 
y und y' ist also jeder Punkt auf der Platti‘ bestimmt. Man erkennt 
fi rner leicht, daß für jeden Punkt der Platte folgende Beziehung zwischen 
d(>r alten 2 :- Koordinate und der neuen ^/'-Koordinate gelten muß; 

z — y • sin (n^) . 

AVir bekommen also für die Kraft in einem Flächenelement 
dS^dx^ dy* den Wert: 

(^‘2) ' Pdx'dy'—egy' • sin (n:)dx'dy ' . 

Fs sei mm der unbekannte Angriffspunkt der Resultante M durch 
beztiiehnet. Dann halxm wir nach Nummer 79 zum Ausdruck zu bringen; 

die Momente der KräfU» um die x'- und ^'-Achse gleich sind den 
(liesbezüglichen Momenten der Resultante 9i. Das gibt offenbar folgende 
, Gleichungen: . 

jÄjS' ** sm{nz)eg JJy'x dx dy' , 
y‘*dx'äy', 

Sohaefw. 
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oder, WelEa man für |8ij den Wert €gjyzdx'dy's=:=€gHin(nzjJJ*y'dx'di/ 

einsetzt, erhält man für die gesuchten Koordinaten i*, des Äijgriffs- 
punktes : 

// 

jp' S® , 

ff y'dx'dy 
(34) 

ff y'^dixf dy' 

y^—Tc 

JJy'daj'dy' 

Als Beispiel betrachten wir den Fall, daß das eingetauchte Stück, von 
rechteckiger Form sei (Fig, 199); die Kantenlängen seien resp. h und 2 a 


X' t 





x'-O 

a 

a 


^ Fig. 199. 


Dann findet man in leichter Rechnung aus (34): 

j'sssO, 

y'“ f *• 

Für eine ganz eingetanchte Kreisscheibe vom Badius r ergibt sich ebensci, 
daß.der Angriffspunkt auf der i/'-Achse liegt, und zwar um ^|^ des Railius 
Trpm Zentrum nach unten verschoben (Fig. 200). 

Wir. wollen uns jetzt in der Flüssigkeit eine geschlossene Fläche .S 
denken, und innerhalb derselben die Flüssigkeit durch einen festes 
Körper ersetzen; die nach dem limern des Körpers gerichtete Norinale 
auf der Oberfläche bilde mit den Achsen die Winkel {nt), {ny), (”-)■ 
)Dann sind die Dmckkomponenten, die anf die ganze Oberfläche .wirken, 
offenbar: 

Jp cos (nt)dS, Jp cos {ny)dS, Jp tos (fW)dS 

oder, wenn wif für P den Wert egz nebnqen, wo * dia.:3)i6taDZ von < er 
frem OberfUdbe bedeute und durch Ä,, 

BesulWteh bezeichnen: 
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(35) 91^ cos (nx)dS; %=egjz cos (ny)dS; 

9t, — egjz cos {nz)dS . 

Aus diesen Gleichungen, die für jeden Körper gelten, der in eine schwere, 
l<lüs 3 igkeit eingetaucht ist, geht durch eine Anwendung des Green- 
schen Satzes [Gleichung (5) des XI. Kapitels auf pag. 501] das sogenannte 
„Archimedische Prinzip“ hervor. Nehmen wir für die dort als F 



Fig. 200. 


Gezeichnete Funktion hier z, so ist durch eine dreimalige Anwendung 
des Greenschen Satzes auf (85): 

{ 9l^‘^-egf-~dT=^0, » = 0 , 

(36) ' . 

I %=‘-tgJj^-dr~-sgj‘dT, 

tl- h. die Besultante der Druckkräfte auf einen festen Körper hat keine 
Horizontalkomponente, sondern ist vertikal gerichtet, und zwar von 
nnten nach oben, wie das Minuszeichen der letzten Gleichung (86) ergibt. 

Jdr ist nun gleich dem Volumen des eingetauchten Körpers; also 
die Besultante der Druckkräfte dem Betrage nach gleich dem Ge-: 
^icht der verdrängten Flüssigkeit und der Schwere entgegenge^etat 
J^<^nchtet. Man kann ferner, ähnlich wie in den vorhergehenden. Bei- 
spigen, daß hier der Angriffspunkt der Resultanten im 
des Körpers ist. Daher folgt das „Archim^isohe 
^luzip**; JeilAt Körper verliert beim Eintauchen in eine. 
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Flüssigkeit so viel an Gewicht, als^as Gewipht der von ihn 
verdrängten Flüssigkeitsmenge beträgt. 

* Daraus ergeben sich unmittelbar die folgenden Sätze: „Ein voll 
kommen untergetauchter Körper ist in der Flüssigkeit nu 
“dann im Gleichgewicht, wenn seine Dichte gleich der de 
Flüssigkeit ist,“ sowie ferner: 

,,Ein Körper sinkt so tief in eine Flüssigkeit ein, bi; 
das Gewicht der verdrängten Flüssigkeit gleich dem Go 
Wichte des Körpers ist“. Ln ersten Falle sagt man: der Körpoi 
„schwebt“, im zweiten: er „schwimmt.“ 


166. Rotation einer Flüssigkeit nm eine feste Achse. 


Wir wollen in dieser Nummer den Fall betrachten, daß die Flüssig 
keit um eine feste Achse wie ein fester Körper mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit rotiert. Diese Erscheinungen gehören zwar eigentlici 
in die Hydrodjmamik, doch lassen sich bekamitlich alle derartigen Fälh 
durch Einführung eines mitrotierenden Koordinatensystems nach öcii 
Methoden der Statik behandeln, wenn man nur noch die Zentrifugal- 
kräfte den expliziten äußeren Kräften hinzufügt. 

Wir wollen zunächst den Fall annohmen, daß eine in einem zylin- 
drischen Gefäß befindliche Flüssigkeit mit der Winkelgeschwindigkeit oi 
tun die Aclise des Gefäßes rotiert. Die Eotationsachse machen wir m 
Ä-Achse, deren positive Richtung wir nach obui nehmen. Unter die sen 
Umständen ist die Zentrifugalkraft, die an einem Massenteilchen €(h 


angreift, welches in der Entfernung r = ]^x^ + y^ von der Drehunj:;^ 
achse sich befindet, wenn wir die Kraft pro Masseneinheit durch 6 Ih- 
zeichnen : 



ef^dr == edr • r • , 


und die Komponentim derselben nach den Achsen pro Massemiiiloit 
werden: 


< 88 ) 




■ 




«,-o. 


Dam tritt die Schwerkraft, die nur eine Komponente nach der J-Ariisi . 
gleteh —g, besitzt. Die g*‘sanit»*n äußt'ren Kräfte sind also: 

< 89 ) = = 

Han erkennt sofort, daß diese Gesanitkraft sich von einem Potent lül Ü 
«hinten läßt. Denn setzen wir: 

(40) — 

0 ' . . 1 . “ 

SO erkonnt mftn^ daß in der Tat 11^ --grad Q iii Setaseiüuwir <hc 1 
keit ak inkolnpresaibel und der j^nfa^^üt lia]|i^aacß noch von 
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* * P P 

.■-tanto Dichte vqraus, so ist hier V = — ^-2-; also lautet die Gleich* 

jrt'wichtsbedingung: ' 

(41) 4 -l-g«--|'(a:*+^*) »Coust. 

^chveiben wir nun vor, daß an der freien Oberfläche der Druck P den 
Wert Pq haben soll, so erhält man, wenn man alle Konstanten auf der 
rechten Seite vereinigt, als Gleichung derselben: 

(42) ? c = Const. + Y = Const. + y r®. 


Wir wollen nun die Höhe des Flüssigkeitsniveaus füi* r = 0, d. h. in der 
Achse des Gefäßes, mit Zq bezeichnen; dann folgt als physikalische Be- 
deutung der Konstanten in (4*2) der Wert gzQ, Also kann man auch 


schreiben : 




Man erkennt, daß diese Gleichung ein Rotationsparaboloid um die 
s-Achse vorstellt. Jeder Sclinitt mit einer durch die Achse gelegten 
Ebiuie ist eine Parabel, me man am 
einfachsten aus (42a) ersieht, wemi man 
^ und r als rechtwinklige ebene Koor- 
dinaten betrachtet. 

Wir wollen nun feststellen, wie tief 
die Flüssigkeit in der ^litU* unter ihr 
uvspiüngliches Niveau, welches mv h 
neunen wollen, sinkt, und wie hoch sie 
am Rande deö Gefäß(^s, dessen Radius R 
sei, steigt. Zunächst ersieht man aus 
den oben angegebenen Daten, daß das 
Voluimm der ruhenden Flüssigkeit sich 
ausdrücken läßt durch K^Tth, Im ro- 
tierenden Zustande kann man da- 
für eine andere Gleichung aufstellen 
(I'ig. 201.) Die Gleichung der freien 
Oberfläche ist durch {42a) in ihrer 
expliziten Form gegeben: 

‘ ist eiu Vblainelement dos Raumoa, der von der freien Oberfläche 
«ml (len Gefäßwijaden eingeschlossen wird, und der seinerseits natÖrUoh ' 
gleich dem Plüssigkeitsvolumen ist. In Zylinderkoofdinaten 


l 
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ist dS=rdrd<f, und das Gesamkvoimucu stellt sidi durch .1,, 

Integral dar: ^ ^ 

// (^* + 2/’) + ■‘'1'^'!^ 

u ö 


vrelches eine 
(43) 


Gleichung für das unbekannte Zf, darsUdlt. 


3o = Ä 


W* i?* 
^*9 


Dio Ausrechnuii 



Wd die Gleioihung der freien Oberfläche nach (41Ja); 



Setzen wir in (44) r=B, 
am Rande des Gefäßes: 

(45) 


so erhalten wir für 

I. a- «’ «’ 
Zau. = A + -4p - • 


die maximale Erhebun 


und ein Vergleich mit (43) ergibt, daß die Flüssigkeit am Rande eh.ns 
hoch aber das Ruheniveaa h. sich erhebt, als sie sich in der Mitt.' d.n 
unter senkt. 

Die Flächen gleichen Druckes sind die Niveauflächen, d. h. nacli (4 
Flächen von der Gleichung: 

( 40 ) gz — + y*i Const. . 


also sämtlich Rotationsparaboloide um die 2 -Achse. In der nämlicli' 
Höhe, d. h. für a = Const. variiert also der Druck nach der Gleichun 


(47) 


P SS Const. + (x* + j/’j ®= Const. d j - » 


er wächst also mit waclisendem r, ist am Rande am größten und in il 
Achse am kleinsten, was auch unmittelbar ersichtlich ist. Schremt w 
Gleichung (48), indem man h-^z„. d. h. die Senkung unter das horm 
; nitrean, mit A bezeichnet, folgendermaßen : ' 


so erkennt man, daß man in der Messung der Größe ^ i 

besitzt, um die Botationsgeschwindigkeit zu messen. 

die o\Ap Anordnung als Gyrometer benutzen, was auch tats-n. 

j^chiebt* ^ ^ 

> wird von Nutzen sein, sich klar zu welot^ Modifik^’ 

die'ln der Torken Njmmie^ besproobeneQ Öeaew d^ Druck 
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Aiiftriobes, die für eine ruhende. <Im- Schwere unterworfene Flüssigkeit 
eclten. hier iii diesem Falle erleidiui. 

Wir denlain uns einen Körper mit der Oberfläche S völlig eingetaucht 
und berechnen die resultienmden Diuekkomponenten: 

% =fl>coa{nx)dS, % = J I>coa{ny)dN, Ül, ^JPcos(nz)dS. 

Für P setzen wir hier den Wert nach (41) ein und wenden den Green- 
sehen Satz an. Dann folgt sofort: 


(48) 8ly=-cö)*Jj,dT, 

die Integrale erstreckten sich über dasVolumen des eingetauchten K^rs. 

Man erkennt daraus, daß im allgemeinen hier die horizontalen 
Druckkomponenten nicht verschwinden können; die vertikale Kom- 
ponente ist dagegen unverändert geblieben. Führen wir die Schwer- 
}mnktkoordinaten 5, des eingetauchten Körpers ein, die bei kon- 
stanter Dichte sich bekanntlich schreiben lassen: 


i491 



fzd 

7* I 5 “ — 

jdx jd 


f5o kann (48) geschrieben worden, wenn noch Jdr=V gesetzt wird: 
(50) = j; = F. 


Außer diesen Kräfte»n wirken auf den Körper noch die Zentrifugalkraft 
iiiul die Erdschwere. R'zeichnen wir mit e die Dichte des Körpers, so 
sind die aus diesen Kräften entstehenden Komponenten, die Äix» ®iy> 
genannt werden mögen: 

= Sty^==+U>^V-t); 


Die Ge8amtkräftt> sind also: 

(o‘2) , 

Aus ilmen geht folgendes, hervor: Wenn f==€ist, d. h. der Körper die- 
selbe Diditigkeit hat wie die Flüssigkeit, so sind die Druckkoniponenten 
alle gleich NulL Der Körper ist dann in jeder Lage in der Flüssigkeit 
Oiefehgewicht, was auch unmittelbar einleuchtet. Ist «>€, so erleidet 
<U‘r Körper eine horizontale Kraft, die proportional dem Senkrechten 
Abstande «eines Schwerpunktes von der Achse ist, und die ihn 

der Achse forttreibt; gleichzeitig wirkt auf ihn die um den Auftrieb 
-- — 1^-^' 

riikw ^*^tcriohied im Vorzeiohen von % mit der entsprechend^ Bbrmel (36) 
daher, daB die e^Aehse hier die umgekehrte Richtung besitzt, wte dort. 
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verminderte Schwerkraft nach unten hin. Der Körper kann also nur 
auf ‘dem. Boden des Gefäßes, und, zwar am Umfange desselben im Gleich- 
gewicht sein, da dann die wirkenden Kräfte durch die Gefäßwandun^r 
kompensiert werden. Nur in dem Falle, daß der Schwerpunkt des Körpers 
von vornherein auf der s'-Aciise liegt, wirken keine horizontalen Kraft- 
komponenten auf ihn. er würde dann — den Schwerpunkt immer auf 
der 2 - Achse — einfach zu Boden sinken. Doch ist diese Gleichgewichts- 
lage eine labile, denn würde der Schwerpunkt ein wenig aus der ;5- Achse 
herausgerückt, so würde nach (52) sofort eine dem Abstande desselben 
von der ^:-Achse proportionale Kraft auf ihn wirken, die ihn von dei 
Achse forttreibt. 

Umgekehrt liegen die Verhältnisse, wemi l< e. Dann wird der Kcirpei 
durch eine dem Schwerpiinktsabstande 1)^ proportionale Kraft zur 
Achse hingetrieben, imd gleichzeitig zieht ihn der der Schwerkraft über leg(‘ne 
Auftrieb nach olxui an die freie Oberfläche. In diesem Falle ist die Ijag * 
in der Nähe der 2-Achae stabil, denn wenn der Körper aus dersellnui 
entfernt wird, so treten zurücktreibende Kräfte auf, die ihn Schwin- 
gungen um die Buhelage ausführen lassen. Die Bchwingungsdauer die- 
selben läßt sich nach (52) leicht angeben. Die Gesamtmasse des Köi pi rs 
ist IF, also besteht nach dem d’Alembert sehen Prinzip die Gleichung: 


(«») 




dt* 
d*i . 2 


« - I 




oder: 


‘ Das liefert, wie söfort aus der Theorie eines schwingenden Masseii- 
punktes folgt, für die Schwingungsdauer T den Wert: 

Ein zw'eii^s hierher gehöremdes Problem, das gleichzeitig zur Ab* 
plattong der Erde infolge der Rotation in Beziehung stcdit, ist das folgende : 

Eine vollkommen freie Flüssigkeit werde von einem Attraktiun^- 
'^trum mit der dem Quadrat des Abstandes U von demselben mu- 

C 

pekehrt proportionalen Kraft pro Masseneinluit 

ttigezogen. Im Ruhezustände ist dann, wie aus der Auseinandersei zu 
der Nummer 164 folgt, die Gleichgewichtsgestalt der Flüssigkeit vim 
Kugel. Von dieser Kugel wollen wir annehmen, daß sie um die z-Acli^< 
mit der Winkelgeschwindigkeit m in Rotation versetzt wird.^ Die Auf- 
gabe ist, die neue Gestalt der freien Oberfläche zu bestimmen (Fig. 2()i) 
Der Abstand eines Teilchens Q von der Rotationsacl^ sei //"• 

Die Flüssigkeit werde als inkompressibel vorausgesetzt, so daft jwir wi« cb i 
habend 





> 



Fig. 202. 


Die Gesamtkomponenteii Ä-) also: 

(57) = + ft, +<«*»/• 

und man erkennt leicht, daß sie aus einem Potential ^ ableitbar sind. 

C «*r* 

(58) T"’ 

mithin lautet die Gleichgewichtsbedinf:^unj^: 

(59) r* = Const , 

und wenn wir etwa festsetzen, daß für die Oberfläche P=0 sein soll, 
so folgt als Gleichung dersell)en : 

(60) Const. 

lür einen gewissen Wert von P, den ^\dr etwa Ä nennen wollen, soll 
^lie anziehende Kraft pro Masseneinheit (d. h. die Beschleunigung) et^ 

n Wert g haben, der anderseits nach dem Attraktionsgeseta^ « 

also kann-tö^n (| dtirch ersetzen. Das liefert statt (60): 
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(60a) .Ä|^+.-^(a!* + i/*)«Con 8 t. 

Führen "wir räumliche Polarkoordinaten (B, <p) ein, wo & Zenith* 

distanz (das Komplement der geographischen Breite), 9 das Azimut 
oder die geographische Länge bedeuten, so ist bekanntlich: 

( ir == B sin cos 9 ? , 
j = B sin ^ sin 9 ? , 

I -s = B cos d . 

Das liefert für den Wert B*sin*^, und das gibt in (60a) 

eingesetzt: 

(60b) B* sin* & == Const. 

Nehmen wir |nun an, daß für d = 0 (d. h. am „Pol“, da ja d die Zenith- 
distanz ist) an der Oberfläche ß den schon vorhin eingeführten Wert II 
annimmt, so haben wir zur Bestimmung der Konstanten die Gleichu^l^^• 

Const. = flf B, 


womit (60b) geschrieben werden kann: 


(60c) 



2firÄ» 


sin* & , 


oder für kleine Winkelgeschwindigkeiten aimähernd: 

(61) J?=S{l 

Für cü=0 geht diese Gleichung, die ein sogenanntes Bphäroid (iursU nt, 
in eine Kugel über, wie es auch sein muß. 

Wir wollen nun den maximalen und mimraalen Badius B 

Spbäroids bestimmen. Für d = , d. h. für den Äquator erhrdt nmv- 

(62a) BflMur B + " 2 ^ j } 


während für #==0, d. h. für den Polarhalbmesser: 


(62b) Bmia «» R 

folgt. Das Sphäroid stellt also etwa eine an den Pofen abgt 
Kugel dar. Die „Abplattung** hat den Wert? 


(63) 


^mtx JB t 


Fih die Erda haben wir nün foWMie Daten: ’ 
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(64) 


Ä: 

9' 


JL 

2 7t 


. 983,09 , 

’ sec* ’ 


2 Ji • 10 


I-* 


24 • 6 • 6 


• sec^ 


Damit berechnet sich für die Erde der Wert der Abplattung zü etwa 
i/goo, während die geodätischen Messungen etwa Vsoo t'i'geben haben, ^ 

(1. h. einen doppelt so großen Wert, 

Woran liegt diese Diskrepanz ? Zunächst daran, daß das angenömitoene 
Kraftgesetz nicht den Tatsachen entspricht. Wir haben festgesetzt, daß 

C 

jeder Punkt mit der Kraft — Zentrum angezogen w^erde; bei 

der Massenattraktion jedoch ziehen sich die Massenteilchen gegenseitig 
nach diesem Gesetze an. Wenn wir diese Annahme zuginnde legen, so 
stoßen wir auf eine sehr erhebliche Schwierigkeit, die dem bisherigen 
Beispiele nicht anliaftete. Denn bisher w'ar ja die Kraft für jeden Punkt 
der Flüssigkeit von vornlierein g(*goben, während die von allen um- 
gebenden Punkten auf einen Punkt ausgeübte Kraft offenbar von der 
Gestalt der Flüssigkeit abhängt. Man müßte also die Gleich- 
gewichtsform bereits kennen, um die Kräfte ansetzen zu können. Es 
gibt keine allgemeine Methode, um derartige Probleme zu be- 
handeln; man hilft sich damit, daß man einen plausiblen Ansatz für 
die Gleichgewichtsform inaclit mit unbestimmten Konstanten, und 
diese aus den Bedingungen des Problems zu bestimmen sucht. Man 
macht z. B. im Falle der Pirdfigur den naheliegenden Ansatz eines Eota- 
tionsellipsoides, und kann dann zeigen, daß in der Tat bei geeigneter 
Achsenbestiramung ein soldits der Gleichgewichtsbedingung genügt. 
Doch läßt sich auch diest^s Probkun nur unter der Annahme konstanter 
Dichte durchführen. Man winde dann für die Abplattung der Erde 
den Wert V230 ^i^halhui, was dem waiiren Werte schon näher kommt; 
den Grund der noch vorhandenen Abweicliung erblickt man in der In- 
homogenität der Erde. 

Hervorgehoberr sei übrigens bei dieser Gelegenlieit das merkwürdige, 
von Jacobi gefundene Eesultat, daß unter Linständen> auch ein drei- 
. achsigesEllipsoid eine Gloichgewichtsfigur einer rotierenden Flüssig- 
keit sein kann. Und ferner hat H. Poincare gezeigt, daß auch birnen- 
förmige Gleichgewichtsfigurcn rotierender Flüssigkeiten möglich 
sind. ^ ^ " 

Wir gehen auf diese komplizierten Probleme nicht ein. Es pbt 
jedoch einen Fall, in dem man das allgemeine, oben skizzierte Problem 
losen kann. Wenn man 'nämlich als Attraktionsgesetz zwischen zwei 
Punkten und Entfernung und deren 

Massen m und. seien, das folgende wählt: 
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dann ^nd die Komponenten der auf ix, y, z) wirkenden Kraft: 
I = C ‘ m- m^{y„-y) , 


(65) 


und die Komponenten der Kraft, die von allen Massenteilchen des Körper? 
auf (x, y, z) ausgeubt werden: 

' 2 -^. = — a;) <=> C — C-m- 

2 ^«- ^C‘m'^in^y^-C-m-y'^‘ih^, 

22 ,= =C*m 2 »»,«, -C-m- 22 »»a- 

a 

Wenn wir die Summen in Integiale verwandeln, die über den ganzt'ii 
Körper zu erstrecken sind und wir ferner setzen: 


*» « d r , 

a ^ 


M, 


so folgt, wenn zur Abkürzung noch C*m = fc geschiieben wird: 
^X,^kftxdr-kxfedT.^kfsxdr-Mkx, 


( 66 ) 


2 i'.= 

a 

22 ,= 


= kj'sydr — Mky, 
^ kjtz dr — Mkz > 


Führen wir nun die Koordinaten des Schwerpimktes ein durch die 
(^leichungen 

Mj = Jtxdr, 

M 9 = j't ydr, 

Mi •• JtzdT , 

BQ ‘folgen, wenn man durch M dividiert, die nachstehenden Komii"- 
nenten der Kraft pro Masseneinbeit die wir mit IF,, ft',» #',> Ix'zeicliD' ii 
wollen: 

I ir, = fc- J-k« a:, 

j = 

I St.^k-z-h‘z. 


m 


^ % 


Da^ treten die alten Kompqnenten ^r'Zen^fngaDffWl*‘> 
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so daß die in^toto wirkenden Kraftkomponenten lauten: 

I ft, = fcj — ka; -f 

((>8) I = — ky + , 

‘ I ft, = kä - fcz . 

Diese Kräfte sind offenbar von dem Potential ß ableitbar: 

|69) . ß = Ijfe - 11* + (9 - y>‘ + (j - + 2^3). 

Daraus folgt für inkompressible Flüssigkeiten von konstanter Dichte 
als Gleichgewichts bedingung: 

| 70 | + + + -■ 7 -(.j:“+i/-)=Const. 

Nehmen wir für die freie Oberfläche P — 0 an, so lautet di(‘ Gleichung 
dersell)en: 

( 71 ) ry - X)- -f (9 - y)^ + (5 - 21^ ~ + y^] = Const. 

Wrlegen wir den Koordinatenaufangspimkt in den Schwerpunkt, d. h. 
uiackn wir 

a: = 9 = 5 = 0 , 

so folgt aus (71): 

{X- -I- y^} (^1 — - Const. = oder: 



d. h. je nachdem 1— ein Eotationsellipsoid, oder ein 

Kotationshyperboloid um die c-Achse. Daraus ergibt sich folgendes: 
1-^t die Flüssigkeit vollkommen frei und von endlicher Masse, so kann 
das Hyperlioloid keine Gleichgewichtsform sein, da es bis ins Unendliche 
reicht. Dann bleibt nui* noch dasEUijisoid übrig, und damit diese Gestalt 
Klüglich ist, muß die Botationsgeschwindigkeit unterhalb einer be- 
stimmten Grenze bleiben. 


197 . Kleine Sohwingongen einer Flüssigkeit (Schallbewegnng). 

Wir gehen jetzt über zur Untersuchung der’ kleinen Schwingungen 
einer Flüssigkeit und zwar zunächst einer inkompressiblen mit räumlich 
konstanter Dichte, - Setzen wir zu diesem Zw^ecko die äußeren l&äfte 
» Y tZ in Glaiehpig (6) gleich Null, so haben wir die folgeiiden Differeö- 
ti algleichungei^ ^ 
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(J3) 


'‘dt*' ‘ 
d*ri 
dt* '' 
d*: 

' dt*'" 


d 

(8S 

d X 

[dzi 

d 

(dS 

' dy 

[ö* 

B 

/öf 

' Bz 

[Bx 


+ 


+ 


1± 

Ijl 

Al 


+ 


7 ) 
■) 

+ -^r + 


a;' 

di 

11^ 

ö* ]' 

B z j 


Darin ist e als vom Druck unabhängig und als Konstante behandelt, 
wie bei festen Medien, Differentiieren wir diese der Eeihe nach bzw 

. AI4. A_ 

dp dz 

init H bezeichnen: 

/7 A\ ^ y< "V 

(74) 


nach X, 1 /, z und addieren sie, so folgt, wenn wir + 


>^ede] 


h. die Wellengleichung. Und zwar sind die Wellen, mit denen wir 
es hier zu tun haben, offenbar rotationslose Dilatationswellen. 
Nehmen wir den speziellen Fall, daß I nur von einer Koordinate ab- 
hängt, etwa von x, so haben wir: 


<75) 


lAl 

6x 


i 

« 



0. 


Diese Gleichung kann durch das Verschwimlen der geschweiften Klammer 
befriedigt werden, und daraus geht hervor, daß wir es in der Tat mit 
iongitudinalwellen zu tun haben. Transversalwellen sind, wie wir sch iu 
früher erkannten, in einer Flüssigkeit nicht möglich, da ihr Tof.si()n^* 
modul ist. Man kann dies auch direkt folgendermaßen erkeimon: 
Wir differentiieren die erste Gleichung nach y, die zweite nach u* und 
« subtrahieren. Dann fällt das zweite Glied fort und es bleibt: 


; d.h. 
'(76) 


öl*löy dxf 


•|y — ~ K (J,B Constanten) . 


i Me linke Seite der letzten Gleichung ist aber nichts anderes ah di'“ 
ji^nppelte Botationskomponente um die z-Achso, die wir früher mit r 

bezeiebnet hatten, und die Größe j ist offenUvr die 

konstante doppelte Botationsgeschwindigkeit. Man erkennt aus ('(')• 
dsS die BotationskomponenUm hier nicht, wie in festen elastisi In» 
Medien [Kapitel XIII, Gleichuiig (20)] der Wellengleichung ^hunhen. 
sondern daß nur eine der Zeit proportionale Botation tnöglidi id. 
Ohne also der Allgemeinheit Abbruch zu tun, können wir deslmli' i« 
(76) A und B=0 nehmen, d, b. von einet Botatiöni ganz absehcm ‘ * 
wir j| hier nur die kleinen Sobwingbngen untersuchen wollen, 
IMlatationswellen, wie sie in Gleichung (74y-und ®6) formuliert smj 
tretpn auf, wenn ein Schall durch eine FlüMigkeit Mch fortpflan/d »» 
wir ^llen «e daher einfach i.{|eji^allwellen nei:^i|r^ 
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Pie Hauptfrage ist zunächst die nach der Geschwindigkeit der Fort- 
pflanzung. Nach den Auseinandersetzungen des ’ XIII. Kapitels sieht 
man, daß dieselbe gleich ist: 

(77) . «“I/t- 

Da für tropfbare Flüssigkeiten der Kompressionsmodul A eine große Zahl 
ist, so ist c im allgemeinen für solche ziemlich beträchtlich. In der folgen- 
den Tabelle sind einige experimentell bestimmte Schallgesch\vindigkeiten 
zusammengestellt und mit den theoretischen Werten verghchen. 


Name 

ji X • 10-‘ in ! 
|l Atmosphären! 

a 

i 

c beob. in 
m/sec 

Wasser . . 

. ;; 1/50 

1 

1424 

1435 

Alkohol . . 

. II 1/82,8 

0,80 i 

1243 

1264 

Äther . . . 

. ; 1/111 

0,72 : 

1132 

1150 


Man erkennt, daß die Übereinstimmung sehr gut ist. 

Einer besonderen Untersuchung bedürfen noch die Gase, d. h. die 
stark kompressiblen Flüssigkeiten. Bei diesen ist die Dichte vom Drucke 
abhängig, und cs ist wegen (li<^ser Komplikation gar niclit zu erwarten, 
daß die Wellengleichung (74) oder (75) in Strenge gilt. Dies ist auch tat- 
sächlich nicht der Fall; bedenkt man indessen, daß bei den Schallwellen 
in den allermeisten Fällen die Druckschwankungen, und folglich auch 
die Schwankungen der Dichte, sehr klein sind, so überzeugt man sich 
leicht, daß dieselbe Wellengleichung auch hier in erster Näherung noch 
gilt. Was die Berechnung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach 
Gleichung (77) angeht, so ist hier zunächst noch zweifelhaft, ob für A ' 
der isotherme Kompressionsmodul nach Gleichung (21) oder der adia- 
batische nach Gleichung (23) zu nehmen ist. Das kann nur dmch die 
Erfahrung entschieden werden. Man hat früher (Newton) geglaubt, 
daß der isotherme Modul zu verwenden sei. Damit wäre nach Gleichung 
(21) und (77) für Gase: 

Gas ergibt z. B. für Luft von 0®C. und Atniosphärendruck fol- 
g<‘ndes: 

P = 76. 13,6. 981 -2^-. 

««0,001293. 

Gi« liefert 6iiaen Wert für die Schallgeschwindigkeit, der mit dem Ex^ 
p'H’imeht duroj^aus nicht übereinstimmt, nämlich ungefähr 280- ^ . 
K'st LapUce erkanate, daß wegen der Schnelligkeit der Sohall- 
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■ ' .jriAr: ' .fe.;.a s ;a =ss ! aCTys==5g..-ar.--^^^^ -; 

sohwingniigen der. Vorgang als adiabatisch zn betrachten sei,> und dai 
fol^ nach (28) und (77): 

^( 79 ) 

die w Stelle von (78) zu treten hat. Für Luft ist k =a= ~— = 1,41, aL 
ist ^ie Schallgeschwindigkeit in Luft von 0® und 760 mm Druck: 
c « 280 yi^ = 333,2— , 


was völlig mit der Erfahrung übereinstimnit. Man benutzt diese (Jli 

Cp 

chung sogar umgekehrt, um die Größe - - , die für die Wärme theoi 
von Wichtigkeit ist. zu lx‘stimmen. 

i Wir wollen jetzt zur Untersuchung von Schallw-ellen übi^rgeht] 
die nur von einer Koordinate, etwa der x-Koordinate abhängig siiK 

Dafür gilt Gleichung (75), wo wir für das Quadrat der Schallgeschwindi; 
keit einsetzen: 


Solche Wellen werden z. B. in Orgelpfeifen durch Anbhusen (iztMig 
Zur Gleichung (75) .sind mm noch die Randbedingungen hinzuzufiigci 
Ist die Pfeife an beiden Enden — ilire Länge sei der Einfachheit lialU 
= 1 angenommen — offen, so lautet diese Bedingung, ebenso wir In n 
freien longitudinalen Stabe: 



Ipt dagegen die Pfeife am Ende x~0 offen, am anderen geschlossi 
(„gedacht“), so hat man dafür: 

(81) 

^ Wir haben also genau dieselben Probleme vor uns, wie beim longituiluM 
iiehwingenden Stabe, einmal, wem beide Enden frei sind, das zwfü«’ ^ 
wenn ein Ende frei, »das andere festgeklemmt ist. Alle Resnlta 
übertragen sich daher auf den vorliegenden Fall. 
man slB. im Falle der beiderseits offenen Orgelpfeife, d.h. dt r 
bedii^[tmg (80): 

I s* y2 ^coBPTT x\J^coBPifct + 

Ffit (len Grundton. hat daher i einen i^QOtcn j 

den ersten Oberton drei Knoten an den iii«)»' 

in der Mitte awischen den Knoten -öaaMi dia BijiWfc 
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immer 8 <*lechtw^ von Knoten gesproche~nr jetzt dagegen ist 'es not- 
wendig, hinzuzufupn. tu? .welche Größe es sich handelt. ^ Hier 
ist von der Versohiebung # die Rede. Man sagt also genauer: „Knoten^ 
der Bewegung und entsprechend: „Bäuche der Bewegung“. Diesen 
Unterschied zu machen ist hier notwendig, weil man auch von Knoten 
.md Bäuchen des Druckes und der Geschwindigkeit reden kann. In der 

Tat erkennt man z. B. aus Gleichung (4), daß in unserem Falle P = - 1 H 

Öl . . ^ ^ ’ 

il. h. proportional ist. Differentiieren wir daher Gleichung ( 75 ) nach x, 

so kann sie geschrieben werden: 


und die Grenzbedingungeii (80) gehen über in: 

(Öäa) ■ P(0) = P(1) = 0. 


Man erkennt daraus, daß der Druck P zwar derselben Differentialgleichung 
wie die Verrückung aber einer anderen Randbedingung gehorcht, 
und deshalb sind die Knotenlageii auch in beiden Fällen verschieden. 
Die Lösung für P ist nun offenbar identisch mit der der Saiten- 
schwingung, kann also geschvitben werden: 

1,00 

P tf 7t (t\C^cosv net + D^smvnct], 


und man erkennt daraus, daß der Grundton zwei Knoten des Druckes 
an beiden Enden liefert, der erste Oberton einen weiteren in der Mitte, 
der zweite Oberton vier Knoten für x = 0, % % 1 usw. Man sieht 
daher: Die Knoten dos Druckes fallen zusammen mit . 
den Bäuchen der Bewegung und umgekehrt. Die Knoten 
des Druckes liegen also von den entsprechenden Knoten 
der Bewegung um ^4 Wellenlänge entfernt. Ferner sieht man 
leicht durch Differentiation von ( 8 * 2 ) nach f, daß Knoten und Bäuche 
der (Geschwindigkeit mit denen der Verrückung zusammeiifallen. 

Ganz- analog sind diese Kesultate für den Fall der gedackten Pfeifen, 

• h. der Bedingung (81). * Man leitet aus diesen Betrachtungen unmittel- ’ 
bar folgende Sätze ab: 

Die Schwingungszahlen der möglichen Eigentöne einer 
verhalten sich wie die ganzen Zahlen; die' 
ellonlänge des Grundtones ist gleich der doppelten Pteifen- 
gedeckte, Pfeifen verhalten sich die Frequenzeii^ 

( or Eigentöne wie die ungeraden Zahlen; die Wellerijänge 
]! I gleich der vierfachen Pfeifenlänge, Wird. 

«Mer eine'^of feile Pfeife gedeckt, so erniedrigt sieh de#v 
^^^^ndton u^: eine Oktave. ' ^ 



754 


Mechanik der Kontinua» 

» Per VollstäiKy^keit halber sei erwähnt, daß für*^eine offene Pfeift» 
»die Grenzbedingung 0 nicht ganz 'exakt ist, da in Wirklichkeit 

die Erregung vom Ende der Pfeife sich in Kugelwellen in den Kaum 
ausbreitet. Damit hängt zusammen, daß auch die Wellenlänge z. B. dt*^ 
Grund tones nicht genau gleich der doppelten Pfeifenlänge ist, sondern 
etwas größer. Die strenge Theorie ist von Helmholtz in seiner Ix- 
rühmten Arbeit: „Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit offenen 
Enden“ gegeben worden, auf die hier verwiesen sei. 


168. Das Dopplersohe Prinaip. 


Die Lösungen der in der vorigen Nummer betrachteten Gleichung: 

* ff _ j 

dt* dx* 

besitzen gewisse Eigenschaften, wenn man in ihnen die bisherigen Variabi ln 
X und t durch lineare Aggregate derselben: 


(84) 


f x' ^ a^x + bit , 

f' = OjO* + ^2^ (a^, bl, «2» ^2 Konstanten) 


ersetzt. 

Wir wollen eine Lösung der ursprünglichen Gleichung mit f odt i 
genauer mit S{x,t) bezeichnen, und diese, die Funktion von x und t 
gehe, wenn darin x' und f an die Stelle der bisherigen Varial>eln gt‘.s<‘tzt 
werden, in über, so daß ist. 

Dann ist zunächst klar, daß die Gleichung bestelun muß: 


( 86 ) 


ö*{' , d'S' 

dt'*~^ dx-*' 


da ja S' in x' und V dieselbe Form hat, wie f in x und t» 

Aber bei geeigneter Konstantenbestimmung in der Substitution (-^4) 
; gehorcht f' auch der ursprünglichen Gleichung, d.h. es besteht du 
; Beziehung 


Al 


-gt»- “■ C -g,, 


Zn der dazu notwendigen Konstantenbegtimmong in (84) gelu n 
nj^iDelir über. Zunächst ist, da (' Funktion von x' und t' ist: 

** ■ |i.. 8x ** Bx' Bx ~Bfi 8x 

. nnd init ‘ßücksicht trat (84): 

r.*) WimowliaftHolw Abhandku«« 303-38», ‘ 
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^ •' 

, . ö* 6V + “2'^0r"’ 

und d,^rch nochmalige Differentiation folgt leicht: ‘ 

(87) S = a,* g; + 2 a. a, + 

Ebenso erhält man: 

( 88 ) 

•Die Forderung (86) schreibt sich nach (87) und (86) also in der Form: 

■ « I Ol L _i_ 1» 2 ^13 — 2 1 2 

dx'* dx'di' + ör* ^ n öa;'* + ^2 + ^2 Ö?»} 

oder in anderer Anordnung: 


M 9h h 


2 ^ 
Ö<'»* 


^1' 

dt‘ 


^ {b,*- c’a,*j + 2 - {b, 6, - c*ai o,j = {«i*- • 


Hält, man dies mit (85) zusammen, so erkennt man, daß folgende Re- 
lationen zwischen den Koeffizienten bestehen müssen: 


(90) 


I b,*-c*a/ = a,*- 

I bj 6j — c* a, Uj = 0 . 


Da im ganzen vier Koeffizienten vorhanden sind, so kann zunächst über 
zwei willkürlich verfügt werden: dann sind die beiden anderen durch 
die Gleichungen (90) iK^stimmt. Wir wollen zunächst der Konstante bi 
den Wert —a^CQ beilegen, während aj erst später festgesetzt werden wird. 
Dann ist 

x' -~= a^{x—CQt), 

tind es gehört x' offenbar einem Koordinatensystem an, dessen Null- 
punkt sich mit der Geschwindigkeit Cq in der Richtung der positiven 
ai-Achse bevregt. 

4us der zweiten Gleichung (90) folgt dann: 


oder 

( 01 ) 


^0 ^2 


6, -- 


C^rtg, 


Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung (90) ein, so fo^ für o», 
ausgedrttökt durch o^, c: 


«2-±V 
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Von diesen* beiden Werten führt nur der mit dem Minuszeichen be- 
haftete zu vön NullNerschie^enen Werten von a{. Wir können also den 
ersteren als uninteressant beiseite lassen. Wir nehmen also: 


(92) 


a. =- 


und daraus ergibt sich nach (91): 

(93) = + 

Also können wir nunmehr die Substitution (84) schreiben: 


( 94 ) 


I X — c^i), 

i = Uj ^ ^ ^ "i” ^ j » 


wo jetzt nur noch zu bestimmen ist. Zunächst rechnen wir aus (94) 
die ursprünglichen Variabein x imd t als Funktionen von x' und i' mj.s; 
das ergibt: 

_ x' + To r 




«. (i - 


Nunmehr wollen wir, indem wir statt — c© den Wert +Cq einfüluen, 
die übrigen Konstanten aber beib€*halten, von dem System (x\i') 
wieder zum ursprünglichen (x, Q übergehen. Dann müsst u 
die Gleichungen bestehen, die man aus (94) erhält, wenn man d'w ge- 
strichenen mit den angestrichenen Größen vertatischt, und das Vor- 
wie verzeichen von Cq abändert. Es folgt also: 


Veri^ieht man diese Ansdrücke mit denen der Oleidbiung (96), so sKlit 
man, daS folgende Gldchong für Oj baateben mnB, damit (95) und 
langt," identiseli 'werden: 



Damit iritd Säbeti^on (9i)ii 
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a;'= , > 


(98) 




r- 


Fär so kleine Geschwindigkeiten c^, daß inan gegen 1 vernao^- 

lässigen kann^ was wir im folg(mtlen (li‘r Einfachheit halber voraussetzen, * 
ist einfacher: 


(98a) 



Macht man diese Substitution in einer Lösung der Wellengleichung 
d entstehende Funktion wieder eine Lösung 

dieser Gleichung. 

Es sei nun ^ eine solche Jjösung der Wellengleichung. Diese Lösung 
nimmt längs einer gegeb(uien Oberfläche, z. B. längs der Ebene x=0, 
gewisse Werte an, die natürlich von der Zeit abhängen; die Lösung £{t) 

«s=0 

stellt den Schwdngungszustancl in der Fläche dar; man kann etwa sagen: 
hmo shdlt das Gesetz dar, nach dem die betracht<*te Oberfläche Schall- 
wtdlen aussendet. Um gleich zu eiiKun Beispieli^ zu kommen, nehmen 
wir etwa: 

(99 a) | = cos2!t*(n<- j), 


WO n die Schwingungszahl, A die Wellenlänge bedeutet; zwischen beiden 
muß die Belation bestehen, die für alle Wellenbewegungen gilt: <;=nA* 
Für die »Ebene x = 0 folgt daraus: 

(99b) ^ 0 = cos 2 vT ?i f . 

Diese Gleichung gibt an, wie die Eibene ,,tönt“. 

Machen wir zunächst in (99b) die Substitution (98a), so folgt fün 
die Ebene x'==0: 

= C082Tn/'« cos2Tit^f — ^ xj » 


oder, da x'ssO nach (98a) bedeutet, daß x=CQt ist: 

SV-o * co32tw<|i --^1 > 

lind da8i|t bl| d^er hier benutzten Genauigkeit d. h. bei Verm^htoigtmg ' 
Gliedern, Ordnung in identisch «mit: 

« cos2T.nf* 
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Di# Ebene a:'=sOj)Äie mit def Geschwindigkeit längs äer positiven 
X-Achse »oh fortbewegt, tönt nach diesem Gesetze. Man erkennt, daß 
sich hier, wenigstens in erster Annäherung, nichts geändert hat. Dies 
ändert sich jedoch, wenn »wir die von dieser Wand, die als bewegte 
Schallquelle aufgefaßt werden kann, fortgepflanzten Wellen betrachten. 
Diese erhält man aus (99a), wenn man dort ebenfalls die fragliche Sub- 
stitution. (98a) macht. Es folgt wieder bei den nämlichen Vernach- 
lässigungen: 

* l'« C 08 2;i|n xj — = C 082 ;r| nf - ~ x — y + , 

oder endlich: 

(lOOb) |'= cos 2 B (l + (nt - . 

Das ist eine Welle, deren Schwingungszahl: 

(101) »'»«(in.-^*-) 

ist. Für einen auf der positiven x-Achse sich btdindenden Beobacht r 
e^cheint der Ton also im Verhältnis 



erhöht zu sein. Wird Cq durch — <*0 ersetzt, so erniedrigt sich der Tou 
entsprechend. Wir erhalten also den zuerst von Doppler ausgesproclieih n 
Satz: „Wenn eine Schallwelle sich mit der Geschwindigtnt 
C 0 dem Beobachter nähert, so erhöht sich der Ton im Vti* 

faältnis 14*-*; wenn sie sich mit der Geschwindigkeiten) 

entfernt, so erniedrigt sich der Ton im Verhältnis 1- 

Ganz ähnliche Besultate, die durch elementare Rechnungen zu er- 
hflteiii sind, gelten, wenn die Schallquelle ruht und der Beobachter 
bew^: bei Entfernung des Beobachters sinkt der Ton, bt‘i Annäherung 
erhöht er sich, und endlich kann man beide Fälle zusammen betracht< ii: 
^bewegte Schallquelle und bewegter Beobachter; d^ß^i superpomn'n 
* ! iböide Effekte. 

I " i)a8 im Vorstehenden formulierte Dopplersche Prinzip ist \ 
seinei^ Urheber nicht exakt bewiesen imd daher vielfach bekümptt 
■ wmrd^ Erst W. Voigt hat es auf die im Vorhergehenden gegt 
' si^eng# Basis gestellt. 

B schon hier bemerkt, daß diese Überlegungen au^ in der Optiiv 

bew^gter^ Kf^r eine Bolle spieleijf, und insbesojadere steht zurzt it (ue 
Substituti^ (98) mit ihren Konseqüönzeaitn Vorderg^r^e des Inh resse s. 

ynt Im jaweiten Bibde, ^ 
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Wirbelfreie (Potential-) Bewegung einer Flüssigkeit. 


169. Allgemeinste Bewegung eines Flüssigkeitselementes. 


Wir beginnen unsere Uiitersucliung mit einer Betrachtung der all- 
gemeinsten möglichen Bewegung eines Flüssigkeit.self‘m(‘ntt‘s. Diese 
['iitersuchung, die sich an die des IX. Kajdtfds anschließt, wurde in voller 
Allgemeinheit und in voller Erkenntnis ihrei* Tragweite von Helmhol fcz 
in seiner berühmten Abhandlung: .,1'ber die Integrale der hydrodyna- 
mischen Gleichungen, w<‘lch(‘ (Uui Wirbelb(‘wegungen entsprechen**, 
durchgeführt. Auf den Inhalt dies(‘r Ahliandlung kommen wir im näch- 
sten Kapitel eingehend zurück. 

Wie im IX. Kajutel hezeichnen wir die augenblicklichen Koordi- 
naten eines Flüssigkeitsteilchens mit x, if,z; di<‘ Koordinaten desselben 
feilchens zur Zeit = die Anfangskoordinaten, durch a, c. Di© 
Bewegung der ganzen Flüssigke it ist also bestimmt, wenn j, /y, z al^ 
Funktionen von a, 6, c gt'gelHui sind. Daraus geht hervor, daß die 
totalen Ableitungen von t/. c nach der Zidt i (selbstverständlich bei kon- 
stantem a, bf <t), gtuiau wit‘ in der Dynamik (1er Massenpunkte die Ge- 
seiiwindigkeitskomponenti n u, r. w eine.s Flüssigkeitsteilchens darstellen. 
Wir haben also; 


0 ) 


dx 

dT 


U . 


dy 

dt 




d Z 
dl 


- ^ w. 


Die GoschwiiuIij 4 keit!<k<>nij«iiM'iitt'n m. i\ w selbst sind wieder als 
l''unktioiien des Ortes (r, y , ;) und d(‘r Zeit (/) zn betraciiten. Nenneo 
wir bei konstanter Zeit die (iesobw indiRkeif skomponeiiten eines bestimmten 
Punktes {x,y,z) resp. u,v,u'. die eines Naebbarpunktes {x-^dx, y-\-dy, 
• -fd«) zur selben Zeit resp. u', v', w'. so können wir schreiben: 


( 2 ) 




Bx 


vy 
d V 


U) 


t} + -y^'1x-j-Yydy + V-dz, 

< Bu' , , btv j i j ^ 

W+ g^dx+ 


oder auch,. indem innr die Rclativgeschwindigkeiten u'— m, o'— « i. 
'be -wir durch dw bezeichnen wollen, einfülwen: 



760 


Mtehanik dar KottiifUM. 


( 8 ): 


t +ii 

^ w * '‘H’ ^ * + ly ^ w Iv ^ ‘ 


^ kommt offenbar anf die Eintühnmg eines mitbew^n Ko- 
dTdinatensys^ms heraus; in unserer frieren Ausdrucksweise 
yfy sagen, daß die Eelativgeschwindigkint ak lineare homogene Jektoi 
"fönktion der Verschiebung di (mit den Komiionenten dx, dy, dz) dar 
’ gestellt ist. Diese kann stets in einen symmetnsohen und einen anti- 
gymmetrischen Teil gespalten werden. 

In der Tat kann man die Gleichungen (3) folgendermaßen schreiben 

“ i (I t + ly) '-5 (öT + 6») 

^ I (It + It) ® + T (ll + all) 

Man kann also die Kom^enten der Relativgeschwindigkeit in zw^ 
Teilen darstellen (d%-f 6«*, dfj + dua, d«>x + die,). derart, daß man ha 


C4i 




BO^fe 


(0) 


ajt 
d X 


i (1^ + fi)-** + W ''* + *- (*« + 

( . 0. a . - i - U) ä» ■^ |(lr - f”).-"' 

'<4 - + T {-l: - -If ) — V 

>»k-- -i'ili,- -S) + V (ft - |f)'f » * “ • 


lon 


Die Gleichungen (6) steHen eine lineare ‘“^'^**^“^”,i._lben 
symmetriBchem Ko^mfint^nsbhema vor, 
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wie die Gleichtoigen (80) des IX. Kapitels {^ag. 465): Sie stellen .mit- 
Jiin eine Pe)^nung nach 8 zueinander senkrechten Achsen daf» 
. Die GleichÄgen (6) stellen eine lineare infinitesimale Deformation^ 
mit %;htÜ8yÄi^0trischeni rKoeffizientenschema dar, gshan 
dik APt jie^ (19) dea IX. Kapitels (pag. 459): Sie: 

iiÄtlÖln -eine Botation dar. , 

I8e G^c^ungen (4), die aus (6) und (6) additiv zusammengesetzt 
sind, stellen . nun die allgemeinste Bewegung eines Flüssigkeitsteilchens, 
bezogen auf ein mitbewegtes Koordinatensystem, dar, d. h. das 
Flüssigkeitsteilchen erleidet im allgemeinen sowohl eine 
Dilatation nach drei zueinander senkrechten Achsen, als 
auch eine Botation. 

Aus der Linearität der Gleichungen (4) ergeben sich, genau wie im 
IX. Kapitel, folgende Sätze: Punkte, die zu Anfang der Bew^egung 
auf einer Ebene oder geraden Linie liegen, liegen stets 
auf einer Ebene oder einer Geraden. Daraus folgt insbesondere, 
daß die Flüssigkeitsteilchon, die zu Anfang im Innern eines 
rechtwinkeligen Parallolepipeds liegen, stets im Innern des- 
selben bleiben. Ihiis Parallclepiped natürlich ändert seine Dimensionen 
(infolge der Dilatation) und S(*ine Kantenrichtungen (infolge der Eo« 
Nation), aber es ^irü stets von d(*niselben Flüssigkeitsteilchen gebildet, 
während es in der Flüssigkeit fortschwiinmt. Die sechs Koeffizienten 
der Gleichungen (5) sind nun foIg(*nde: 


(du . 

d \ 

1 / dl’ 

• "d if? 

1 r.dw 

d tt \ 

(a,- + 

6‘ X / ’ 

2 Vdz 

+ :äT)' 

2 \ dx ^ 

dV) 


d X 

PtHlenkt man, daß u = oder, da x ™ a wenn | die Verrückung 

d ^ 

l)arallel der a:-Achse bedeut(‘t, u — , so erkennt inan dii^ Eichtigkeit 

folgender Gleichungen: 

d X dt d X dt ~ dt d X ' d y dt [d y ) r z dt \dzj^ 
1 / ^ ^ I ^ t d ( d r/ \ 1 (dv , d w N _ 1 d \ . 


u. s. f. 


Die jetzigen Koeffizienten der Gleichung (5) sind also sämt- 
lich die totalen zeitlichen Ableitungen der Koeffizienten 
der entsprechenden Gleichungen (80) des IX. Kapitels. ^ Dort 

»annteif ,wir die Größe = tli«? Düatatioii; ent- 

f^ltfechend nünnezi wir hier die Größe ^ ^ die Dila- 

^ationsgeschVindigkeit. Bezeichnen wir der Kürze halber ’Wiit 
J>iffereatiationen.naoh der Zeit durch einen, Punkt über dem l^^effehdeH 
'^'ichstaben. SO ist demgemäß : 
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die „Dilatationsgeschwiüdigkeit“: -i’ ~ +4^ ’ t^bcinc 

in der Bezeichnungsweiae des IX. Kapitols: 

^ . d H ^ . dv^ . dw ^ ^ . ( () w t‘ V \ 

:^ * ** ö X ’ dy Bz ^ ^ \ d y ^ ö 3 j ’ 

= ^ i - 1> ‘«t 4. -iiV i = i«/4i + ™-V 

f r« V §y ^ da?/* » V 3V ^ dar/ 

ipo ^gibt Biob für die Kompopenten der ),Botationsgej|cbwindig. 

^ / , r/dir dif \ 

^ ¥ (‘isT ~ ö» / ’ 

. _ t < dtt dtf \ 

^ 2 \ dx dx / ' 

' — ^ (JjL — \ 

^ 2 \ dar By ) * 

r in Vektordarstellung in der alten Bezeichnungsweise: 

( tt =: } rot c. 


, 170. Die Enlerschen Gleichungen der Hydrodynamik. 

Die Gleichungen der Hydrodynamik sind grundsätzlich die uan • 
liehen wie diejenigen der Ela.'^tizitätstheorie. Nur ist einerseits in il* 
Hydrodynamik der Torsionsmodul /u—0 zu setzen, anderseits l, * . 
statten die kleinen Bewegungen der Elastizitätstheorie gewisse Ve’vm- 
fachungen^ die im IX. Kapitel ausführlich besprochen sind. Dies»* l«»- 
stehen im wesentlichen darin, daß man in der Elastizitätstheorie s itt 
der ursprünglichen Koordinaten (a, 6, cj die augenblicklichen Ivioni:- 
Paten (x, y, z) als unabhängige Variable setzen darf, ln der Hytli* * 
dynaipik ist diese Vereinfachung nicht mehr gestattet. 

; Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten eines Teilchens dunL 

*5T' ^ exakten Wt'ite der B<‘schleunigung: 

l>t« jr)t^ 

gjfi 'gji* Benutzenwir diese Werte, SO lauten di(‘ 13tfwegiingsgleichung»‘ni7) 

dos X. Kapitels, wenn wir gleichzeitig nach den Auseinandersetznn.: n 
XVI. Kapitels die Tangentiabpamraiigcjn = Y, = == <• iml 

äy<Jtoniiai8paiuiungen X^~Y^~Z^~P sutzeu : 



1]^ KompoiMttiten der..Be8chleunigni)g kdimen,4waaa'|i9!ian 'ii« ' 

* ‘ Du P» "''' 

seb'ffipdii^teii m, p, w^da^öhrt, gea»hri«be^ ^«Mefi Tj^r» jjt ' ' 

Nim be^iieMdk miQi EplwwbeB 
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(;leicliungt‘n v, w als l^’unktiuncn von ,r, /, d. li. als bunktionen der 

lUumkoordii Ulten und der Z(‘it. Du dor totale Differentialquotient 

\ un tt nach tier Zeit ist, so ist offenbar nach den Elementen der Differential* 
KJchhung: 


Du 

Df' 

it 


/l“ l . fljL] dy_ 


+ “T* +^-flT + “’Tr 


dt 
dt ^ 

- — * . 

od^ 

^ Dt'^di 

pio« einzelnen Glieder dieser Gleichung haben in der Hydrod 3 rnamik be- 
sondere Namen empfangen. Der Differentialquotient heißt der 

„lokale“, weil das Teilchen während der Differentiation an derselben 
Stelle des Baumes bleibt. Die übrigen Glieder heißen im Gegensätze 


dazu „konvektive“ Glieder. Endlich nennt man 


D u 
DT 


den „substan- 


tiellen“ Differentialquolienten, im selben Sinne, wie man von sub- 
stantiellen Punkten und Linien spricht, da dasselbe materielle 
Teilchen ins Auge gefaßt wird. Damit lauten die Gleichungen (9): 

1 


(ID 


^ if- , b \i , du 

-^4 + . 4- r p te ~ = 

dt or CI g ö2 6 


^ ^ „L Y 
dx ^ ^ ’ 


dv, 7' r , fi r . d V 

“ir 'h iT ■ + ü • -f W~^~ 
dt fi X c'y dz 

dw , dw, d w , d IV 

dt ti X * d y n z 


— L JL Y 

e dy ^ ^ ’ 

= - + 


In diesen Gleichungen ist e als gegebene Funktion des Druckes P zu 
betracliten; es ist daher auch hier zweckmäßig, wie im vorhergehenden 
Kapitel, eine Funktion U zu definieren: 

p 

*dP 


( 12 ) 


U 


■f 


6(0 ’ 


oder 


in 


und dieselbe in die Gleichung (11) einzuführen. Anderseits ist c eine 
Funktion der Koordinaten und gehorcht als solche einer bestimmten 
Gleichung, die ausdrückt, daß die Mas.se (‘ines Flüssigkeitsteilchem sich 
nicht ändert. Bezeichnet V das Volumen d(*s Flttssigkeitsteilchens, so muß 
konstant sein, d.h. der „substantielle** zeitliche Differentialquotient 
muß gleich Null sein. Also: 

(13) . 

Statt (18) erfaßt man auch: 

DK , Df; t-rr 

. + rw'l' ^ 

oder aqch: 


Dt 


==Ü. 


Di 
DV 

J)s , D V 


0, 
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odet endlich: 
(14) 


Di 




DV 

V 

Di 


Nun bedeutet 'aber -y- die Volunivermehrung pro Volumeinheit, 
ist also gleich der kubischen Dilatation Z = -f Alse 

(2L] 

^ ist \ V I die kubische Dilatation pro Zeiteinheit, d.h. die „Dilatations- 
5 Di 

geschwindigkeit“ ir, die nach (7) den Wert hat + -4- . 

O X tf ff O z 

De 

Entwickelt man ferner so hat man endgültig die als „Kontinuitäts- 
gleichung“ bezeichnete Formel: 


(15) 


d$ 

di 

de 

dt 


, OS . ds 

+ tt-T h v-r~ 

dx ' dy 


I d « 

+ “’Tz- + * 


< Su 
. d X 


dv 

dy 


dv> 
d z 


■) = o. 


oder; 




0 . 


Für eine inkompressible Flüssigkeit ist offenbar = 
die Kontinuitätsgleichung für inkompressible Substanzen: 


(15a) 


du , dv , df£ 
1 X di "dz 


0 . 


0, also lautit 


Endlich wollen wir noch die Annahme machen, daß die äußt ri n 
Kräfte X, Y,Z ein Potential ü haben, so daß: 






ÖJ« 

"dx 


r =._ 


dSi 

Sy 


z 


dSl 

dz" 


ist. 


. '*• 

Hinter Zusammenfassung von (16), (12) und (11) erhalten wir dann: 



du , du * du , dtt 


dt 


dv . dv , dv dv 

Tf + ^-dx+^d9 +^dz 

dw , dw - dir , dw 
äT + “ + tr-^- + 


-^{U+ai, 

-4,{a+si,. 


Diefle Gkächangen (17) werden nnter Hinzuziehung der Kontinuit '!'- 
(di^chting (15) resp. (15a) als „Eulerscbe Gleichnngen der U.viii '- 
dyhattiik^ bezeidinet. In ihnen sind u, v, w und e (oder P) 'ln* ^ ’■ 
h%gigm, 9, y, 9, t die tinabhät^igen Variabeln. - .... 

ii&er -Wichtii^eit wollen wir die EpWrschen^Gleicleiii ‘ » 
auch in Tektonckrdbweise ai^aben. Dazu bedürfen , wir eine' < * 
aderen* |,iiffiww«ng der Operation ^.Gradient“,. 4» fär *die ^ ‘ 
analysis sckr^lrtiehibar lü. Gradjead dlnÄ^BI^lglo Funkfi"" 



liatdie Koioponenten , 


*»”«»■ i^iüssigkeil. 
3 0 = 
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d 0 0 fp > 

ö * ’ "öy ' “ö7‘ • Wirwollennundas Symbol„grad“, 
ohne hiiougefügte Funktion, rein formal als einen Vektor mit den 
Komponenten -g-j / , -gj- ^iisehen. Dann kann man auf diesen„Vektor‘' 

die sämtlichen Operationen mit Vektoren anwenden, z. B. die skalare oder 
vektorielle Multiplikation usw. In dieser Auffassung kann man etwa 
den Ausdruck (Ä.grad) als das skalare Produkt des Vektors ?t und 
des Vektors ,,grad“ auffassen; ausführlich geschrieben will das be- 
sagen, daß wir unter dom Ausdruck («, gra<i) folgendes verstehen woUen: 

(*’6rad) = «.^^ + «,g?- + a,-/g.- 

Was bedeuti't nun weiter der Ausdruck («,grad)»? Da («, grad) 
als skalares Produkt ein Skalar ist, so ist der obige Ausdruck ein Vektor 
und zwar in der Richtung des Vektors 8, aber von einem (Ä, grad)-mal 
so großen Betrage. Die Komponenten dieses Vektors sind offenbar die 
folgenden: 


(«,grad)»,= 


d 

' d z 


Ä-)»- 

(fl.grad)®^ =• 

(% 

J 
' d z 

+ %Yy+\- 


(«,grad)!8.= 


d z 

+ «.ö7 + «*- 


die angedeuteton Differentialoperationeii 

L aus, so 

(«,grad)»,= 

«X 

6«. 
d X 

+ %-7y +«. 

~dz ' 

(«,gradi«^ = 

«X 

0», 
Ö X 

+ «v-ey + «* 

d«, 

dz'' 

(«,gradi«.= 

«X 

ö«, 
d z 


a©, 

dz 


Man kann also den Differentialoperator (Ä, grad) einfach wie einen be-, 
uebigen Skalar behandeln. 

Betrachten wir nun die erste der Euler sehen Gleichungen der 
Hydrodynamik, so können wir dieselbe unter Benutzung der eben ein- 
R^dührten Bezeichnungs* und Betrachtungsweise schreiben: 


+.(C,grad)c, « - grad,(l7 + ß), 
^i^d ganz analog folgt für die zweite und dritte: 

+ (C,grad)«^ - - gradj,(l7 -h ß), 

■Ir •“ ■“ 8^^« 



IM Meehmik <kr KonHnm, 

Fassen wir diese Gleichungen vektoriell zusammen, so erhalten Wir^die 
Eulerschen Gleichungen in Vektorform: ^ 

(17a) -|f + (C.grad).e--grad(Cf+ß). 


171« Die Lagt angesehen Gleichungen der Hydrodynamik; die Weber sehe 

Transformation. 


In einer anderen Form der hydrodynamischen Gleichungen, die 
gewöhnlich nach 'Lagrange benannt wird, obschon auch sie von Euler 
herrührt, betrachtet man a, 6, c, die Anfangskoordinaten, und die Zeit t 
als unabhängige Variable und x,y,z als abhängige. Um diese Form 
zu gewinnen, schreiben wir — wobei alle übrigen Annahmen bei behalten 
werden — die hydrodynamischen Gleichungen (17) in der Form 


(18) 




Dt‘ 


Z)«j, 

Dt‘ 




d X 

Erweitern wir diese der Eeihe nach mit £ 

CF 0 

folgt: 


(19) 


da 


DU 

Dt* 

dz 

da 




und addieren, so 


DU 

Dt*^ 


dx D^y 
da D0 


dy DU 
da'^ Dt* 


da 




und entsprechend hat man die folgenden Gleichungen: 


DU 

dx 

. D'y 

dy 


d z 

d 

Df^ 

Tb 


Tb 

+ bT' 

db'^'^ 

db 


dx 

. D’y 

dy 

DU 

dz 

d 

Dt* 

T7 

Dt* 

d c 

Dt* 

''de 

de 


[U + 12). 


Zu diesen Gleichungen tritt nun noch die entsprechend umgestaltei» 
Form der Kontinuitätsgleichung (15), in der ebtmfalls a,b,c als unab- 
hängige Variable einzuführen sind. Es muß das Produkt aus Dielitr 
und zugehörigem Volumen konstant sein. Betrachten wir ein Volnm* 
Element zur Zeit <=0, von den Dimensionen da* db • de, dessen 

Dichte £0 hat. Dieselbe Masse habe zur Zeit t die Dichte e und «las 
Volumen dx- dy* dz. Dann muß sein: 


da* db * de dx* dy* dz. 


Da 



nun X, y, z Funktionen von o> 6, e sind, so ist: 
dx^~^-da-{-^db+~de; 

' . ff + fl' + 'ff' ' 

dz ^ d 0 + “1'^ d b -b d^i 
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— - (^ ***^) Beufegung einer MüengkeU, 

Also ist nach bekannten Sätzen: '* 


(22) äxdydz 



dx 

d X 

da 

db 

d e 

dy 

dy 

Sy 

da 

db 

d c 

d z 

dz 

d z 1 

da 

db 

d c i 


■ da db de - d’ dadbdc, 


wenn wir die Determinante mit A bezeichnen. Also liefert (20) die Be- 
dingung: 

«0 = e • -d , oder « • .1 — eonst , 

oder endlich: 


(23) 




J)ie Gleichungen (19) und (23) zusamniengenomrnen bilden die sogenannten 
j.Lagrangeschen Gleichungen der Hydrodynamik“. 

An diese schließt sich (»ine für viele Zwecke brauchbare Transfor- 
mation an, die von H. Weber herrührt. Wir multiplizieren etwa die 
(‘rst(‘ Gleichung (19) mit dt und integrieren von ^ = 0 bis t = t. Dann 
erhält man z. B. für das erste Glied der linken Seite: 



Nun ist aber =l,dafür/ — Geben x — aisi; 

ist die Geschwindigkeit dos j\Iassenteilchens zur Zeit f — 0. Also liefert 
ias Integral über das erste Glied von (19): 


(25) 


/ 


D*x da: 
Dt* Ta 


dt 


Dx dx 
Dt da 


Dx dx 
” Dt da 


^j^inz analog (24) liefert das zweite Glied: 



(26) 


I 

I 


Dt* da 


dt 


Dy dy 
Di da 


~J Ol da \ Dt ) 


dt. 


0 0 


^birm 18 t 'aber da == b von o unabhängig isti^'alao. folgt: 



m 

(27) 


ihr KonÜma, 


j.Di* da 'Df da daj 2^ ®'’ 


uiirf aaalog das dritte Glied: 


m 


/ 


D*x cU 
i)7^ 0o 




/>^ ö» 

7 > 7 d 


tt 2 


Die Addition von (25), (27), (28) liefert unter Einsetzung in (10): 

t 

Dx dx . Dy By , Dx Bx d T 1 y o i 2 i a\ ji 

0 

Ü 

Führt man nun eine Funktion % ein durch die Definition: 


(29) 


X{a,h,c\ = J*{y (“* + »* + 10®) — w — ß} dt, 


so erhält man folgende Gleichung, der sich durch zyklische Vertausche 
zwei entsprechende anschließen: 


(80) 


Dt da ^ Dt da ^ Dt da ^ da 

Dx dx . Dy dy . Dx dx . dx 

DT dT ^Df db ~D t db “ *<> + d d ’ 

JPa i£ + Pi. + Pa 4. . 

Dt de ^ Dt de ^ Dt de de 


jfMese „Webersehen Gleichungen“ verbinden die Geschwindigki 
tt, V, Iß zur Zeit t mit "den Geschwindigkeiten Uq, tio, «J# desselbi 
Teilchens zur Zeit 1=0. Wir werden im folgenden gewisse Erhaltuiu 
sfitze kennen lernen, die aussagen, daß, wenn ein Teilchen zu einer I 
liebigen Zeit 1=0 gewisse Eigenschaften besitzt (oder nicht bt'sitz 
das Teilchen diese Eigenschaft zä allen anderen Zeiten besitzt (oder w' 
besitzt). Zum Beweise dieser Sätze ist die Webersche Transformati' 
der hydrodynamischen Gleichungen offenbar besonders geeignet. 


178. OberOädienlMdiiigiuigeiu«^ 

^B^ndeie Gleiclipagen gelten für die Ob®rflächi9 de^. Flüssigk' i 
DaAntor .fetsteheB„inr sowohl' ^e freie Obet^che als diejemg' 
Eläched, denen sie andere K&per berührt. • 
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^ TTtyftrf/Vgfe (Poten tial-) Bewegung einer Flüsaigkeit. 

Man kto zunächst leicht zeigen, daß j^s T^ilc^, das einmal 
in der Oberfläche war, stets in derselben bleibt, resp. umgekehrt, daß 
ein Teilchen, das zu einer beliebigen Zeit nicht in der Oberfläche lag, 
nie in djprselben liegt. * 

Denken wir uns einen Punkt, der zur Zeit t nicht in der Oberfläche 
liegt, und umgeben ihn mit einem unendlich kleinen Farallelepipedon, 
so bleibt er stets innerhalb desselben und kann nie an die Oberfläche 
des Parallelepipeds gelangen. Dies folgt unmittelbar aus den allgemeinen 
Sätzen der Nr. 169. Die Bewegung des Parallelepipeds könnte nun aller- 
dings derartig sein, daß ein Teil der Parallelepipedoberfläche mit der 
Plüssigkeitsoberfläche zusammenfiele; aber auch in diesem Falle könnte 
der betrachtete Punkt im Innern des Parallelepipeds nie an die Flüssig- 
keitsoberfläche gelangen. Damit ist der Satz bewiesen, der auch folgender- 
ma^n formuliert werden kann: Die Oberfläche einer Flüssigkeit 
besteht immer aus denselben Teilchen. 

Es sei die Oberfläche durch die Gleichung gegeben: 

(31) F (x, y, 2 , t) — 0. 

Es liege nun der Punkt (x,y, z) zur Zeit i auf der Oberfläche, erfülle 
also die Gleichung (8t). Daim müssen auch zu jeder anderen Zeit, z. B. 

seine Koordinaten x-{-dx, y-\-dy, z-}-dz die Gleichung F=0 
erfüllen,' d. h. es muß sein: 


(82a) F{x + dx, y + dy, z+dz, / + dO = 0. 

Die Ent'wickelung nach dem Taylor sehen Satze liefert: 
(82b) F {*, y, z, dt + (lx + dy + ^-dz: 

0i\9Y nach Subtraktion von (31) und Division niit dt: 

BF 


0 , 


BF dz 
Bt * Bx d 


^ t ^F d,y^ B F dz ^ 
t B y dl’öz dt ^ 


dz dy dz , 

Yf'~dT''~dT' sind aber die Komponenten m, ü, w der Geschwindig- 
keit des betrachteten Teilchens; also kann die letzte Gleichung ge- 
schrieben werden; 


oder endlich: 
(33) 


BF , BF ^ BF , BF . 


DF 

‘'/X 


0 . 


Mautkwm sie noch etwas anders formulieren, indem man die Nor- 
jnale n der Ft&che im betrachteten Punkt errichtet* Deren Bichtungs* 

kosmusse simi offenbar 




49 
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“•(»«J-.-j- ■äJ' -jf' «»>(»*)- i 


Also kann (33) geschrieben werden: 

B P 

- + Ä ju cos (n rr) + t? cos(w y) w cos (n -e)j » 0 . 


Die geschweifte Klammer ist aber offenbar nichts anderes als die Normal- 
komponente der Geschwindigkeit, die wir mit bezeichnen wollen. Also 
lautet die Bedingimg (33) in anderer Form: 

(34) + 

B F 

Im stationären Zustande ist 0, also geht dann Gleichung (34) über m 
die Forderung: 

(35) t^ = u cos (fix) -f r cos {ny) + w cos (nz) = 0 . 


Betrachten wir nun ein Stück einer Grenzfläclie zweier am iiiand* i 
stoßender Flüssigkeiten oder einer Flüssigkeit und eines festen Köjp« rs. 
und bezeichnen die von einem Körper zum anderen gezogene Noriualt 
mit n, so gelten für beide Seiten der Trennungsfläche die Gleicbunir» n 
t (33) oder (34). Bezeichnen wir die Normalkomponenten auf 
^iten durch resp. so habtm wir also die hiden Forderuu,' n: 

4f + Bc.,-0, 

xuni dtitch Sabtraktion folgt daraus: 

,(86) e,i f,, = («J — u,) cos (n a>) + (r, — fj) cos (n y) + (ttj — «?,) eos (n s) 

,d.h. die NormalkompoBente der Geschwindigkeit geht stotis 
; 4*0 Trennungsfläcbe hindurch; über die Tangentiul- 

' komponenten machen die Gleiehui^en keine Anssi^e. Es muß 
gntndsStziich eine Unstetigkeit derselben zngelassen werden. &)lche 
■ Unstetigkeitsfi&eben für die tangentiellen Komponenten der Geschwindi;^- 
kmt können übrige, wie Helmholtx. zuerst erkannt, bat und worauf 
yrit noch zmrfiekkommen, auch im hohem einer homognen Plüssigk«« 
‘aufh»ten.^ ' 

m die Oberfläche frei, so herrscht oHenbar in' derselben ein kon- 
stanter' Ihuck. wird daW g^ben diilrch die (8J) analoge Gleichung. 

•7 
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oder auch, indem hier dieselben Schlüsse gezogen werden können, die 
dort zur Gleichung (38) führten: 

(33a) ^ -J-f-=0. 

Im statiönären Zustande muß also nacli (36) die Normalkomponente der 
Geschwindigkeit an einer freien Oberfläche gleich Null sein. 


173. Oesehwindigkeitspotential; Erhaltung des (lflachw infligir«i>t«p A fa»n««i, 


Eine große und wichtige Klasse der Flüssigkeitsbewegungen ist da- 
durch charakterisiert, daß der Ausdruck udx~\-vdy~^w dz gleich dem 
totalen Differential einer Funktion <p ist. Damit dies der Pall sei, muß 
Sein: 


(37) 


“ = Ti’’ ® = ”öT’ “ IT’ 
C — grad <p , 


Die Gesohwindigkeitskomponenten leiten sich also in diesem Falle aus 
der Funktion ebenso ab, wie konservative Kräfte aus einem PötentiaL 
Deshalb nennt man die Funktion <p nach dem Vorgang von Helmholtz 
ein „Geschwindigkoitspotential“. Die Existenz eines Ge-' 
schwindigkeitspotentials wird in diesem Kapitel stets vor- 
ausgesetzt. 

Diese Funktion hat eine sehr einfache physikalische Bedeutung. 
Um diese zu erkennen, gehen wir aus von den Euler sehen Gleichungen 
(11), die wir in vektorieller Form offenbar schreiben können: 

-J'- = ®--fgradP 


Wird diese Gleichung mit dt multipliziert und integriert von f=0 bis, 
<=T, wo T eine sehr kleine Größe ist, so folgt, wenn für t = 0: c=0 ge- 
nommen wird : 

r T T r 

* Jftdt — y J" gradPdff «J* 9dt — ygrad J Pdt.^ 

ü 0 0 0 

Im allgemeinen sind wegen des kleinen Wertes von r die rechtsstehenden 
Integlrale sehr klein, wenn nicht St und P sehr groß, im Grenzfalle täO 
sogar unendlich groß werden. In diesem Falle nennt man das Zeitintegral 
über die Kraft 

r 

0 

(nach Nr.88, p. |04ff.) bekanntlich eine „Stoßkraft“* odet «ixen 

* • *’ t , • > _ ■ ' - 

»Impuls“. Ebenso ^eißt JVif der „Druckimpuls“ odei^ilHf^^iia^ 

0 
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^ ■■" - ■ — -r - - 

pulsive Druck“, den wir* mit [P} bezeichnen wollen. Sind die Stoß- 
^ kräfte gleich Null, so haten wir einfacher aus der obigen Gleichung: 

, e = --i-gradi;P], 

imd man erkennt durch Vergleich mit der zweiten Formulierung der 
Gleichimg (87), daß: 

grad 9? grad [P] ist. 

Mithin ist für räumlich konstante Dichte: 

— 9 - 4’ [P] = — « 9? + Cg . 

t « 


D. h.: die physikalische Bedeutung, von (p ist der durch die 
Dichte dividierte impulsive Druck, der nötig wäre, um die 
^ anfangs ruhende Flüssigkeit in ihren augenblicklichen Be- 
wegungszustand zu bringen. Daraus folgt übrigens weiter, daß 
jede durch einen rein impulsiven Druck aus der Buhe er- 
zeugte’ Flüssigkeitsbewegung ein Geschwindigkeitspotential 
besitzen muß und auch umgekehrt durch geeigneten ini- 
’^pulsiven Druck zur Buhe gebracht werden kann. Bewegungen 
\ ohne • Geschwindigkeitspotential (das sind, wie wir bald sehen werch n, 
' Botationsbewegungen), können also auf diese Weise nie erzeugt werclen. 

Damit UjVjtc in der Form (37) dargestellt werden können, müssrn 
sie der Bedingung gehorchen: 

Wy dx^Ti Ty^bi dz"" ’ , 
oder vektoriell: rot c =» 0 . 


^^INurin aber stellen die linken Seiten nach Gleichung (8) [resp. (8a)] die 
Vdoppelten Komponenten der Eotationsgesclnvindigkeit p, dar, 8o 
daß wir den Satz haben: „Diejenigen Teile der Flüssigkeit, denen 
eju Geschwinäigkeitspotential zukommt, besitzen keine Bo- 
Iraiionsbewegung*'. Wir können die in diesem Kapitel zu behandtln- 
:-den Flüssigkeitsbewegungen daher auch als „rotationslose“ oder 
,^irbelfreie“ charakterisieren. 

Dl diesem Falle nehmen die Eulerschen Gleichungen (11^ und die 

Kontinuitätsgleichung (15) die Form an: 


# 


( 82 ) 


d^ip 

FiJS 


JjSL ÜJP. 4. JjL 4. Jx y - L/n 4. iii, 


+ + T. f 

B<p d*(p , d<p S*q> i d 
^ ßx ßxby^ dy^ dfß bz STTy 

^ sffc + ^ ,+ 4f + "■" ' 


(D+ß), 


f 

4 ' 








a*’ 

•^0. 
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_ * -L. Bewegung einer Flmriglcdt. 

Für inkompressible" Flüssigkeiten von räumlich konstanter Dichte geht 
die letzte Gleichung, über in die Laplacesche: 


(39 a) 


, §^<p ,ö*<p 
dx* e jr* ÖZ* 


ä<p =» 0 . 


Die drei ersten Gleichungen (39) können etwas anders geschrieben 
Averden; es mag genügen, dies für die erste derselben auszuführen. Durch 
Vertauschung der Reihenfolge der Differentiation hat man offenbar: 



_d_ 
d X 


iU + Q). 


Denkt man sich ebenso die zweite und dritte Gleichung in dieser Form 
geschrieben, multipliziert mit resp. dx, dy, dz, und addiert, so gewinnt 
man die Gleichung: 


b q> 

~dr 




oder nach Integration: 

(40) -f{- + ye + P + ß = Con8t, 


0 , 


Dabei ist die resultierende Geschwindigkeit vom Betrage 

mit c bezeichnet. Die rechts auftretende Konstante ist dies nur mit 
Bezug auf die Variabein x, r, kann jedoch noch Funktion von t sein. 

Denken wir uns nun diese Funktion von t mit dem Ausdruck -4^ ver- 

at 

einigt, was ja auf die Bestimmung der Geschwindigkeitskomponenten 
nach (87) offenbar ohne Einfluß ist, so erhält man aus (40): 


Denkt man sich in dieser Gleichung c wieder durch q) ausgedrückt,- so 
lehrt diese Gleichung XJ, d. h. auch den Druck P als Funktion von fp 
kennen; drückt man ferner in der vierten Gleichung ( 39 ) e als Funktion-; 
von P die ja gegeben sein muß — , also auch mit Hilfe von (41) als , 
Funktion von 9 aus, so liefert die vierte Gleichung (39) die Funktion ^ ^ 
selbst. lat diese Funktion bestimmt, so hat man nach ( 37 ) sofort die^^^ 
schwindigkeitskomponenten u,v,w. ^ 

Bevor* wir die Gleichungen (41) nebst Kontinuitätsgleichu)^^ aiiÜ 
spezielle Fälle anwenden, wollen wir zunächst einen wichti|en Sisäz 
weisen, ecfeon von Lagrange aufgestellt wurde. Lag^angea'Bof ' 
wejs war' jMoch nicht stichhaltig, und der fragliche Satsvirc^e mm 
von Canc^y belesen. Er lautet: „Wenn für 
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keitsteilchen zu irgend einer Zeit ein Geschwindigkeits- 
potential existiert, existiert es zu allen Zeiten für ^dieses 
Fld^lsigkei tsteilchen**. Wir wollen diesen Satz als den Satz von der 
V , ^Erhaltung des Geschwindigkeitspotentials“ bezeichnen. 

^ i)a es sich darum handelt, für ein und dasselbe Teilchen eine Eigeii- 
scIbLaft zu verschiedenen Zeiten zu betrachten, so sind zum Beweise die 
We berschen Gleichungen (80) offenbar besonders geeignet. Wir multi- 
plizieren die Gleichungen (30) der Keihe nach mit da, äh, de und addieren, 
dann ergibt sich, da 

(42) + + 

usw. ist: 

^48) ^ + ^ dy + ^dz^u^da-^- Vq db + Wodc + dx- 

Nach Voraussetzung ist aber u^da'^VQdb-\~WQdc das Totaldifferential 
einer Funktion <Pq, da für das Teilchen zur Zeit f = 0 ein Geschwindig- 
' keitspotential existieren soll. Setzt man demgemäß diesen Wert t:n 

und substituiert an Stelle von die \\erte u, r, u\ so 

kann (43) geschrieben werden: 

»^44) udx vdy -{• wdz jC) i 

d. h* die Geschwindigkeitskomponenten u,v,w, zur Zeit i sind elx i!" 
falls aus einem Geschwindigkeitspotential {(po^x) ableitbar, womit Ciw 
Satz bewiesen ist. Es ist aber wohl zu bemerken, daß der Satz für 1 k - 
stimmte Teilchen der Flüssigkeit gilt, nicht etwa für den Ihiuni, 
deh diese Teilchen zur* Zeit /=0 einnahmen. Die Teilchen mit Ck- 
scjiwmdigkeitspotential bleiben stets solche, während sie in der Flüssit • 
fceit fort^hwinunen. 

m Spezielle Fälle stationärer Bewegung. 

Wir wollen einige einfache Anw^endungen der Gleichung (41) ' 

hpl^el% uhd zwar für den stationären Zustand. Dann müssen alle ^ 
^iWrschwinden, und man erhält als Gleichung für den stationäreii Zus^uk 

Hl le* + ü + fl-a. 

Be^ättfisoken w m» ferner der länfaelihä:t TWge?i aof irdwiDprossil'!' 
h^ioglae üa^gkeiten, so tritt noch dam die K<n|«nujtäts^ichuw 
der Pcäm|j;^; 

(45a) 
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Aus Gleichung (45) läßt sich ein wichtiger Schluß ziehen. U ist ab- 
hängig von dem Drucke P in der bewegten Flüssigkeit, dem wir für einen 
Moment den Index „d 3 m“ (dynamisch) geben wollen. Setzen wir für U 
den Wert für eine inkompressiblo Flüssigkeit ein, so haben wir: 

(46) Pdyn :}c2. 

In einfer Tuhenden Flüssigkeit dagegen lautet die Gleichgewichtsbe- 
dingung: 

(47) P,Ut =-€-0, 

wie aus (46) durch Nullsetzen von C hervorgellt. Dabei bedeutet der 



Fig. 203. 

Index „stat“, daß es sich jetzt um den hydrostatischen Druck handelt. 
Durch Kombination von (40) und (47) folgt: 

(48) P.yn = P^tat- ‘ CS 

d. h. der hydrodynamische Druck ist um den Betrag (kinetische 

Energie der Volumeinheit) kleiner, als der hydrostatische Druck ceteris 
paribus "wäre. Daraus ergibt sich eine wichtige Konsequenz: Da die 
tropfbaren Flüssigkeiten keimn Zug aushalten kömien, ohne zu zer- 
reißen, so folgt, daß der kleinste Wert des hydrodynamischen Druckes, 
den eine Flüssigkeit aushalten kann, =0 ist. Daraus folgt, daß, w^ni^ 
die Geschwindigkeit der Flüssigkeit den Wert 

(48.) , 

überschreitet, die Flüssigkeit tin dieser Stelle zerreißen muß. 

Wir behandeln nun einige Spezialfälle luid zwar zunächst fol- 
genden: In Fig. 208 bedeute ABCD ein Gefäß, das bis zur Höhe Ä mit 
FlüssigkiMt von der Dichte c erfüllt sei. ^ ■ 

Der*Quersämitt der freien Oberfläche AB sei ti'y Ho^bü 
Gefäßes hejgnde siAein kleiaes Doch EF vom QuerschnittejJji 
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das die Flüssigkeit ausströmt. Gefragt wird nach der Ausf lußgeschwin- 
digkeit. Das Flüssigkeitsniveau vjerde konstant erhalten^ so daß ein 
stationärer Zustand möglich ist; die -Ebene falle mit dem Boden 
des Gefäßes CD zusammen, die positive -?-Achse sei nach oben genommen. 
Unter dieser Bedingung haben wir: 

J49) . P = + Sl^gz + C^, 

WO Ci und Cg Konstante bedeuten. Die Gleichung (45) wird also: 

-1 (2 -j. ^ 3* Const 

Wenden wir diese Gleichung zweimal an, einmal auf die Punkte doi 
freien Oberfläche AB (>? = /*) und auf die der Bodenfläche ( 5 : = 0). 
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit im Niveau h durch am Boden 
durch € 2 , niit denselben Indizes die Drucke in den beiden Ebenen, so 
folgt: 

(50) + A + + 


Nun liefert die Kontinuitätsgleichung (45a) unter gewissen vereinfachemk ji 
Axmahmen eine Beziehung zwischen ti und Durch Multiplikation 
mit dt und Integration über das Volumen der Flüssigkeit fplgt der 
Ausdruck: 



Bedeutet n die innere Normale, so kann man nach dem Gau ss schon 
Satze [Gleichung (8) des XI. Kapitels auf pag. 502] schreiben: 


(51) 


) o-sm 


dv 

öy 


d ie 

dz 


dr 


’~J' [ttC 08 (»a:) + vcoa[ny} +• woo8{«^)]dS, 


dal* Integral rechts erstreckt über die Oberfläche der Flüssigkeit l)ir 
IP^^BtDersiisdrTick ist nichts anderra, wie wir z,B. in Nummer 172 l'i - 
bähen, wie die Normalkomponente e, der Geschwindigkeit. S iz' 
pan dies eih, so folgt 

Jc.dS-0. 

jjsJ^den’Stellen nun, wo die Flüssigkeitsoberfläche vom Geftß 

itt offentw C,»“0. Diese Teile liefern ^alsp leinen Beitrag znn' 
Infiegrid.' «'Dies tun nur die freien Ober^tenteils, nämlich AJi "" 

“ ’ ■ ■ ■ *■- "initt.dS-b- 

Geschwinil'.-' 


Nivean I ^ ip Bodei^ Pfir^wstpes 
für letzteres Werden di^ No; 

kdt mit densell^ hezmidiiiiai^ 
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: . «»,/i + e«./a -oT 

Genau genommen sind dabei c», und gewisse Mittelwerte der 
Normalkomponente m den beiden Nivcaux. 

Endbch w’öllen wir noch in dem Loch EF die NormalenrichW 
nach auBen nehmen, wodurch c«. das negative Vorzeichen erhält. Dann 
Wird die letzte Gleichung: 

. ( oder 



^telimen wir nun an, daß wir die seitlichen Geschwindigkeiten vernach- 
lässigen dürfen, so sind die Größen Ci und Cg resp. ghdch c„, und C«, zi^ 
nehmen, so daß man durch Kombination von (53) mit (50) erhält: * 



oder endlich: 



In dem hier betrachteten Falle wollen wir annehmen, daß auf dem Niveau 
z^h der Atmosphärendruck lastet; ebenso drücke derselbe unten 

in der Öffnung KF, d. h. Ist ferner eine kleine Zahl, 

so reduziert sich (54) auf: 

(55) I = 

I iCgl-l/^. 


Diese Gleichung, die unter dem Namen des Torricellischen Theo- 
rems bekannt ist, sagt aus: Die Ausflußgeschwindigkeit ist ayo 
groß, als ob die Flüssigkeitsteilchen die Hohe h frei her- 
untergefallen wären. Die Erfahrung stimmt insofern damit überein, 
als’ die Ausflußgeschwindigkeit proportional der Wurzel aus der Niveau- 
höhe ist; aber der Proportionalitätsfaktor ist ein anderer als der in Glei- 
chung (5ö) geforderte, und zwar kleiner. Das liegt im wesentlichen daran; 
daß man unten doch nicht die seitlichen Komponenten der Geschwindig* 
keit ignorieren darf.’ 

Bin hiermit verwandter Pall ist derjenige, in dem ein Gas aus ein^. 
engen Öffnung unter Druck ausströmt. Dabei können wir die Wnrkuhg 
der ^hwere vernachlässigen und in erster Annäherung die Dichte als 

konätant^ behandeln. Dann folgt, wenn auch noch f-p) wieder selcr klein^ 

ist, aus 154): , " 
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und für ein zweites Gas von der Dichte B: 

(66b) 

" Durch Division folgt der Satz: 

(57) •' i«ihlc,i» 

d.h* die Ausflußgeschwindigkeiten zweier Gase unter gleicjiem 
Druck verhalten sich umgekehrt wie die Quadratwurzeln aus 
ihren Dichten. Diese Gesetzmäßigkeit wird in einer von Bunsen 
herrührenden und nach ihm benannten Methode benutzt, um Gasdichten 
zu bestimmen. 

ii. Endlich betrachten wir drei Querschnitte h, /q, eines Gefäßes 
(Fig. 204), das mit tropfbarer Flüssigkeit gefüllt sei, die in stationärem 
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Fig. 204. 


^ Strome durch eintritt und durch /j austritt. Für und liofevt 
Gldchung (45): 




Nun sei /„ wie in der Figur angedeutet, auf etwa gleichem Niveau mit /,. 
Dann wird natürlich Öq = ß*; also liefert die letzte Gleichung: 


(§8) = 

: oto ffü jinkompressible Flüssigkeiten: 


“odaf 



T<o + — “ +-r 


M JL # * j. wL> * 

8 “ 2 + 2i*i • 


Fptnar ist genau wie bei der Herleitung des Torricellisehen Iheoieins 
iiäolge der Ihkomptessibilitätsbedingnng: 


i^O) - . I also l<* 

Also * , 

, ‘ Z' 'A . itj« ' 
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Ist nun, wie in der Figur angedeutet, /2>/o, so ist die rechte Seite 
negativ, also muß Pq ^ Pg sein. Man erkennt, daß durch geeignete 
Querschnittswahl Pq viel kleiner als P2. gemacht werden kann. Herrscht, 
also an der Öffnung (2 Atmosphärenclruck, so ist an der SteÄe /o der 
Druck sehr viel kleiner als der einer Atmosphäre. Wird daher das Gefäß 
bei fo angebohrt un^l mit einem Eezipientiui verbunden, so strömt diOv 
Luft aus dem Eezipienten aus und wird von der Flüssigkeit mit fort- 
geführt, so lange, bis der Druck im Eezipienten gleicli dem Drucke Pq 
geworden ist. Das obige System wirkt also als Luftpumpe (Wasserluft- 
pumpe). 


175« Der Stokes sehe Satz; Geschwindigkeitspotential in einfach und mehr- 
fach zusammenhängenden Räumen. 


Wir wollen nun von einer andenm S(‘ito an die Untersuchung der 
Eigenschaften des Geschwindigkeitsimtentials und von Flüssigkeits- 
bewegungen mit dieser Eigenschaft herangehen. 

Wir ziehen im Flüssigkeitsgebied. eine Kurve, die etwa vom Raum- 
punkte A zum* Punkte B gehe. Die Gc'schwindigkeit der Flüssigkeit 
werde mit C bezeichnet, und wii* bilden an der Stelle eines Elementes di 
d('r Kurve das skalare Produkt (c, d0), d. h. das Produkt aus. der 
tangentiellen Komponente c. der (Tescliwindigkeit und dem ]3etrage d$ 

B B 

des Kurveneiementos. Das Integral |^(C, di) = Jc^ds, erstreckt längs der 

r* ' A A 

Kurve, wird die „Strömung längs JE" genannt. Der Ausdruck kann 
urageformt werden, indem man und ds auf die Koordinatenachsen 
projiziert. Dann ist, wenn di(‘ Projidvtionen von ds mit dx, dy, dz 
bezeichnet und für die Gi'schwindigkeitskomponenten die alten Bezeich- 
nungen beibehalten werden: 

r= * cos (,s.r) : (hr ~ ds • cos (sx) ; 

i: = c, . cos {s ij ) : dy ~ ds • cos (stj ) : 

w ^ cos ; dz ~ ds • cos {sz ) , 


ja JO 

(udx + vdij + wdz). 


durch deren Kombination man findet: 

B B 

(62) 

A 

Ist die Kurve AB geschlossen, d. h. fällt B mit A zusammen, so deuten 
wir dies jpa Integralzeichen durch einen kleinen Kreis €> an, der mit 
einer Pfeilrichtung im Sinne des Durchlaufens versehen ist.^ Den Ausdpick 

J t^dß » j* {udx + vdy + wdz) 

nennt mäu j^tokes die „Zirkulation“ län^ dqr geschl^S6i^n|!^ui^« 
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Es sei nun eine Fläche S mit einer Eandkurve 5 gegelm, und längs 
letzterer soll die Zirkulation bestimmt werden (Pig. 205), in dom ''als 
positiv angenommenen ümlaufesinne, der dadurch charakterisiert ist, daß 
ein sich in dieser Bichtung bewegender Beobachter die Fläche stets zur 
Linken hat. Dann kann man auf beliebige Weise die Fläche S in kleinere 
Flächengebiete teilen und die Zirkulation längs der Bandkurven der 
sämtlichen Teilgebiete^ bilden. In Fig. 205 ist eine derartige Teilung 
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Fig. 205. 

vorgenommen, und wir wollen die Zirkulation um die sämtlichen Rand- 
kurzen der einzelnen Flächenteile im positiven Sinne bilden. Dann ist 
nach Figur die Zirkulation C: 

C?-[(1;8) + (3;2) + (2;1)] + [(8;4) + (4;5) + (5;2) + (2;3)] + [(4;6) 

- +(6;5) + (5;4)]-f[(6;9) + (9;8) + (8;7) + (7;5) + (5;6)];h[(7;^ 

+ (8; 9) + (9; 7)] + [(5; 7) + (7; 9) + (9; 2) + (2 ; 5)] + [(9 ; 1) + (1 ; 2) 
+(2;9)], ^ 

jwobei (o; h) die Strömimg zwischen a und h von a nach b bezeichnen soll, 
^lin ist offenbar nach Definition der Strömung: 

j'c,ds = — l'e,ds, d. h. =a (o;h) » — (6;ai, 

■ o i 

and wena man daraufhin den obigen Ausdruck für die Zirkulation C 
.Iwtraditet, so findet man: 

(7 =r (1 ; 8) + (8; 4) + (4; 6) + (6; 9) + <9; 1) , 

dfi alle äbrigen Glieder sich pwrweise fortheben; was noch ütog ge* 
bHeben ist, kt nach Big. 205 die Zirkulation über die Bandkurve s 
der Gesamtfläche S. Daraus ergibt sich der Satz: Die Zir^ttla|ion 
iäng| der . Bindkurve « einer Fläche S ist^^leich äer Summe 
der ’l^ijrkti^ati'onen über die Bandkorven ie* Tj(iilllächi,n, in 
die mini }/ne erste ■ Fläche 5 verlegen kano» ,j.,Da liiir fin fol- 
gende^ den Ausd|u«k>J*|.d < äher eine Kmve 
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in der Flüssigkeit bilden wollen, maclion wir von iesem Satze Gebrauch 
und zerlegen eine von der gegebenen liand kurve s umschlossene Fläche 8 
in passend gewählte kleinere. Wir können sie etwa in unendlich kleine 
Dreiecke s^rlegen. Die Summe der Zirkulationen längs der ßa?idkurven 
der unehduch kleinen Dreiecke ist dann gleich der Zirkulation längs s. 



Es sei in Fig. 206 ABC eines dieser Teildreicke; Ox, Oy, Oz seien 
denxKoordinateuachseii parallele Gerade, die durch die Punkte A, B, G 
gehen. Wir haben dann zu bilden den Ausdruck: 

(^»3) (.l;ß) + (ß:C) + (C:^), 

und dieser ist nach dem obigen Satze wiederum gleich der Summe dei;^ 
folgenden Ausdrücke : 

(63a) [{A;B) + (ß;0) + {0;A)] + [(B;C) + {C;0) + (0;B)] + 

[{C;A) + {A;0) + {0;C)]. 

Die drei ersten Glieder [{A ; B) + (B ; 0) + (0 ; Ä)] bedeuten die Zirkulation 
längs der Berandung des in der a:-?-Ebene hegenden Dreiecks ABO; 
entsprechende Bedeutung haben die übrigen Glieder, wenn man sie in 
der vorstehenden Beihenfolge zu je dreien betrachtet. 

Wir betrachten also zunächst das Integral 

J {udx + vdy + tvdz)f 
% * äjdoä 

^nd da dieser Integrationsweg ganz in der a;^r-Ebene liegt, sot^t^ hier 
äjso vereinfacht sich das Integral zu; 

I * (udx d- wdz). 

ABOÄ 
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In Hg, 207 ist das Dreieck A BO in die Papierebene geklappt. \Yir be* 
trachten nun das Integral: 


ff^dxdz, 



erstreckt über die Dreiecksfläohe ABO, 
Dies kann geschrieben werden: 

r *“ f 

■jf 

wo «2 Strecke AB, sich 

auf die Strecke OB bezieht, da die ersteren 
Werte die obere, die letzteren die untere 
Grenze des Integrals bei der Integration nach s darstellen. Schreiben 
wir das Integral ausführlich, so lautet es, wenn wir die Indizes jetzt als 
überflüssig weglassen: 


Fig. 207. 


= Judx Judx, 


AB OB 

oder auch, wenn wir die Integrationsrichtung im letzten Integrale um* 
kehren und das verschwindende Integral Judx (dx ist auf dieser Strecke 

« 0) hinzofügen: 


(64) 


«-J* udx, 

AOBA 

^ Ebenso behandeln wir das Integral: 

Wobd’die Werte tTj (obere Grenze) sich auf AB, Wi (untere Grenze) 
auf OA beziehen. Ausführlich lautet dieses Integral: 

JJ^—dxdz^ JwdZ’--j*wdZt 

BA 0J4 

oder, wenn wir im ersten Integral die Integrationsrichtung umkebren 
und das identisch verschwindende Jwdz (für das dz=0 ist) Unzül^en, 

^ OS 

190 folgt ans der letzten Gleichung: 




-fP^äxdz-^Jwdz. 


ÄBOA 


Die 


Ott von (64) and (65) liefert: 


((^/{udx^pdif) + v>dz\ 


,^)dxdz. 


40JBA 
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, Ebenso erhält man für die Zirkulation l&ngg BCOB: 

(07) J*|u dx + vdy + {u) 3«)| = (B; C)+(C; 0)+(0; 

und BCOB endlich; 

( 63 ) fifudx) + vdy + wdz^’=‘iCiA)+{A;0)+{0]C}^fJ{^--^'jdzdy. 

Die Addition dieser drei letzten Gleichungen liefert die Zirkulation über 
die ursprüngliche Dreiecksfläche ABCA: 


( 69 ) 


ABCA 


j* ^udx + vdy + wdz^ =-{A-,B) + {B\C) + {C;A) 

(fl- -1?) 


+ 


Bezeichnen wir die Fläche des unendlich kleinen Dreieckes ABC 
durch dS, so sind offenbar: 


( 70 ) 




JJdtjdz - dS • C 05 (nx); 

J*J*dzdx = dS • co8(ny). 


In (69) können nun wegen der Kleinheit der Integrationsfläche die 
Ausdrücke . vor das Integralzeichen gezogen werden, 

und dann ist nach (70): 


ABCA 


m- 

dv ' 
dz j 

|cOS(MS)+ — 

dw) 
dx j 

) cos^nj/) 



1 ( 

du] 

1 cos(n«)j 



+ (ö¥- 

i>yl 


Da nun eine beliebige Fläche S mit einer Eandkurve s aus kleinen Drei- 
ecken ABC zusammengesetzt werden kann, und da die Summe der 
Zirkulationen über die einzelnen Dreicke gleich der Zirkulation längs s 
ist, so ^erhalten wir aus der letzten Gleichung durch Summation über 
alle Teildreiecke; 


( 71 ) 


J'^udx + vdy + wdzj ^ ff dS 

+ (tf - it) + (tf - tJ”) • 


bezieht sioh das iStegral linkt auf eine Korve s, rechts ant eim 
von . 9 beiandete Fläche S. Nm sind abet me Koeffizientiaii 
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der Koslonsse nichts anderes ^ die doppelten Komponenten der BotS' 
tionsgeächwindigkeit p, g, womit die rechte Seite übergeht in: 

2 cos (n ») + ^ cos (n p) + cos (n «)] d S . 

Der Klammerausdrack ist aber die Normalkomponente tt, der resul- 
tierenden Botationsgeschvrindigkeit tt; also liefert (71) endgültig: 


(72) 


J'{udz + vdy + tede) = 2 JJu^dS, oder vektoriell, da 2« »rote: 
ö 

d$ = J rot,c- dS. 


Dies ist der „Stokessche Satz“, der einFlächenintegral ineinKurven- 
: integral zu transformieren gestattet. Es ist für das folgende wichtig, 
; hervorziiheben, daß er zur Voraussetzung hat, daß die Funktionen u, f, «• 
i auf der ganzen Fläche S stetig und differentiierbar sind. 

' Wir wollen nun den Teil des von der Flüssigkeit eingenomm. in n 
Baumes, in dem ein Geschwindigkeitspotential existiert, in Zukunft 
>■ - kurz als „Potentialraum“ bezeichnen. 

Dazu gehören auch die Stellen, an denen 
die Flüssigkeit ruht (u = » = u> = 0). 
da an diesen das Geschwipdigiveit^- 
{lotential gleich einer Konstanten ist. 

Wir wollen die geometrische Matur 
des Potentialraumes etwas näher ins Äugt- 
fassen. Heben wir in demselben eine 
Kurve /IC ß, und eine zweitejvon dem- 
selben Anfangspunkte A nach demselben 
Endpunkte B über einen Punkt V. 
also ADB. Beide Kurven sollen nacli 
Voraussetzung ganz iip Potentialrau m 
liegen. Dabei können zwei Fälle ein- 
treten, die wir nun diskutieren' wolk n. 
; JKe erste Möglichkeit ist die folgende: Wenn man die Kurve 

stetige Deformation,’ ohne daß sie den Potentialraum v* i lä . 
Kurve AGB fibwführen kann, so heißen die heiklen Kuncri 
^,^,i4aeia#nder fiberführbar“. Da die beiden Kurven AGB «md AD > 
^'2|iiaiämmr eine geschlossene Kurve bilden, so kann man mes au« j 
so: ausdröcken, daß man in diesem Palte die gwehtosse^ Kurve «u 
ehi^;3P^t «apammeiunehen kann, ohnf* daß, ^ ;pn ,-., 1 . 

dpn !^o^i^aIratim veflftßt. Das ist a. B. Allo 
raunü dir Gestalt ein« Kngel hat, die Sdi^tl zag ■ 

Kurven im, lito det K^ ^nlKdten JW«^|||^ einen 

ftberiWhiKiiF/iiiidldte^ dtta iwwbtelii^ ® 
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Puokt zusammenziehbar, öder, wie man sagtT „reduzierbar“, Diese 
EigßnschÄft bleibt auch noch bestehen, wenn der Potentialraum “etwa 
aus dem Baume zwischen zwei Kugelflächen besteht. Bäume von 
solcher Beschaffenheit, daß alle geschlossenen Kurven in 
ihnen reduzierbaj* sind, heißen einfach zusammenhängend^ 
Bäume. 

Die andere Möglichkeit ist die, daß nicht alle geschlossenen Kurven, 
die im Potentialraum verlaufen, reduzierbar sind. Wir wollen daher 
jetzt einen Baum betrachten, dem diese Eigenschaft nicht mehr zu- 
kommt. Ein solcher ist z. B. der Innenraum eines Binges (Fig. 209); 



der sqhraffierte Teil gehört also nicht zum Potentiahaum. Betrachten 
wir nun eine Kurve ACB, so ist es leicht, eine Kurve ADB anzugeben, 
die nicht in ACB überführbar ist; wir brauchen nur eine behebige Kurve 
ADB zu wählen, die mit ACB zusammen den schraffierten Teil um- 
schließt. Diese Kurve ADB müßte nämlich offenbar, wenn sie bei 
stetiger Deformation in ACB übergeführt werden sollte, den schraffierten, 
nicht zum Potentialraum gehörigen Baumteil passieren, was nach Vor- 
aussetzung nicht erlaubt ist. Dementsprechend ist die geschlossene 
Kurve ACBDA unreduzierbar. |läume, in denen es möglich ^ 
ist, unreduzierbare Kurven zu ziehen, heißen mehrfach zu- 
sammenhängende Bäume. 

Ziehen "Wir nun eine beliebige andere geschlossene Kurve in dein : 
Innenraum des Binges, so ist sie natürlich entweder reduzi^bar od^; 
tiioht teduzierl^; in diesem letzteren Falle jedoch ist beim Binge diV 
Kurve in die gleichfalls unreduzierbare) Kurve ACBDJ^ äbertfifarbar«: 
Die punktierte Fig* 209 ist offenbar" unreduzierb^, 
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ACBDA stetig überführbar, während reduzierbar ist. Alle 

im Ringe zu ziehenden unreduzierbaren Kurven lassen sich ^somit in 
eine einmge unreduzierbare Kurve überführen, und alle Kurven, die nicht 
in diese letztei-e überführbar sind, sind selbst reduzievbar. In diescaii 
Sinne kann man sagen, daß es für den Bing nur .eine unreduzierbare 
Kurve gibt, da alle anderen entweder selbst reduzie^bar oder in die eine 
unreduzierbare überfülirbar sind. Man kann dies auch so ausdrücken: 
In dem Ringe sind zwischen zwei Punkten A und B nur 
zwei Kurven möglich, die nicht ineinander überführbar sind. 
Deshalb nennt man einen solchen Raum „zweifach zusammenhän- 
gend*'. Entsprechend werden drei- und mehrfach zusammenhängende 
Räume definiert. 

Mit den oben besprochenen Eigenschaften mehrfach zusammen- 
hängender Räume hängt die folgende, die wir später benutzen werden, 
innig zusammen. Da in einem einfach zusammenliängenden Rauna' 
alle geschlossenen Kurven reduzierbar sind, so kann man durch jedt^ 
geschlossene Kurve stets Flächen legen, die ganz im einfach zusammen- 
hängenden Raume liegen. In einem z>veifach zusammenhängenden Raiunt- 
ist dies nicht möglich. Allerdings kann man durch jede reduzierbin t' 
Kurve ganz in diesen! Raume verbleibende Flächen legen; aber diis 
gilt nicht mehr für die unreduzierbaren Kurven, z. B. A BCDA in Fig. 209. 
Jede durch die unreduzierbare Kurve gelegte Flüche muß vielmehr not- 
wendig aus dem Raume heraustreten, im Falle der Fig. 209 also zum Teil 

im schraffierten Gebiete liegen. Diese Uiit' i- 
schiede sind btn der Anwendung des Stokes- 
schen Satzes von fundamentaler Wichtigkeit. 

Noch von einem anderen Gesichtspunkte 
kann man mehrfach zusammegliängendc 
Räume klassifizieren, der übrigens auch i>hy- 
sikalisch von Bedeutung ist. Unter einem 
„Querschnitt“ eines Raumes versteht muii 
einen Schnitt durch denselben, der von «b n 
Grenzern des Raumes begrenzt wird. Al-<> 
z. B. im Falle der Kugel, die einfach zti- 
Fig.210. sammenhängt, ist jede die Kugel schheidemle 

Ebene, z. B. in Fig. 208 die Papierelxnc 
iäß Qaersohnitt. Oder im 5'alle des Ringes ein Schnitt SS, von 
der Art, , wie Fig. 210 ihn zeigt, wodurch der Ring an einer Stelle p * 
^issermaSen aufgeschnitten wird. Nun zeigt sich sofort ein 
s^wischen einfach und zweifach zusammenhängenden Gebilden: die Kugt 1 
wird durch den Querschnitt in zwei vollkommen Teile z« r* 

legt, und es. ist nicht möglich, von einem FunlAe des emen Teiles 
einem Punkte des anderen zu gelangen, ohne d% Schnitt zu passic’ ‘ 
Beim Ringe jedoch ksm man auch, ohne den Schmtt'^S öberschreio n. 
noch von jedem Punkte des- Binges jedem aii4e|e||.jgekngen. 
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ein zweiter Schnitt, etwa 8 '^\ teilt den zweifach zusammenhängenden 
Baum in zwei vollkommen getrennte Gebiete. Man erkennt also folgende^ 
Sätze : 

,,Ein einfach zusammenhängender Baum ist ein solcher, der durch 
eindh Querschnitt in zwei vollkommen getrennte Teile zerlegt werden 
kann.*^ Daraus folgt, ,,daß ein zweifach zusammenhängender Baum 
durch einen Querschnitt in einen einfach zusammenhängenden verwandelt 
wird; denn ein weiterer Querschnitt zerlegt ihn vollständig“. Das gilt 
allgemein: Ein w-fach zusammenhängender Baum wird durch in{in^n) 
Schnitte in einen (n — m)-fach zusammenhängenden, durch {n — 1)- 
Schnitte, also in einen einfach zusammenhängenden verwandelt“. 

Wir wollen diese Sätze nun benutzen, um einige Eigenschaften des 
Geschwindigkeitspotentials q) daraus abzuleiten. 

Sei zunächst der Potentialraum ein einfach zusammen- 
hängender, d. h. alle in ihm liegenden geschlossenen Kurven 
reduzierbar. Bilden wir die Zirkulation längs einer solchen Kurve s, 
so können wir eine im übrigen beliebige Fläche S durch dieselbe legen, 
die ganz im Potentialraum verbleibt. Für alle Punkte <lieser Fläche 
ist also die Normalkomponente der Botation U,,==0. Folglich gibt der 
Stokessche Satz, wenn w^ir darin die G(‘Sclnvindigkeitskomponenten, 
mit Hilfe des Potentials iiusdrü(*k(*n: 

(73) Jc,ds = f If-ds = = 0, 

b b b 

oder, wenn wir die geschlossene Kurve in zwei Teile {ACB und BDA) 
zerlegen : 

j d(f + J'dq) = 0, 

ACB BDA 


oder mit ümkehrimg der Integrationsrichtung im zweiten Integrale: 


(74) 


ACB ADB 


D. h. aber: der Wert des Integrals j df hängt nicht vom Wege ab — da 

er auf zwei beliebigen Wegen sich als gleich ergibt — , sondern nut von 
der oberen und unteren Grenze. Also: 


j*d(p aa j'dq) 


— 9b 9a • 


ACB 


ADB 


Ke Funktion 9 hat also in jedem Punkte, auf welchem Wege 
selbe auo]^ ^erreicht werden mag, nur einen Wert; sie ist eijndetttöj^; 
^so folgt 'der^ Satz: In einfach zusammenhängenden Bäumen 
ifilt das Gesoh^indigkeitspotential stets eine " eihdeuWü^ 
Funktidli der Koordinaten. 
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Sei nun aber der Poientialrauan ein zweifach zusammen- 
hängender. Für jede reduzierbare KurVe ist offenbar alles so wie vorhin: 
die Zirkulation längs einer solchen ist gleich Null. Aber wenn wir eine 
unreduzierbare Kurve s nehmen, so muß jede durch sie gelegte Fläche 
teilweise den Potentialraum verlassen und zum Teil in Eaumteilen '"Ver- 
laufen^ in denen kein Geschwindigkeitspotential existiert. Wenn diese 
letzteren Eaumteile mit Flüssigkeit erfüllt sind, so gelten dort offenbar 
nicht die Relationen (38), d. h. wir haben dort Rotationskomponenten. 
Diesen Baum nennen wir den „Wirbelraura“; durch ihn muß also 
die b^tfachtete Fläche hindurehgehen. Dies ist jedoch nicht der einzig 
mögliche Fall. Z. B. kaim der die Flüssigkeit enthaltende Baum von 
^ vornherein durch die Wände so begrenzt sein, daß er zweifach zusammen- 
hängend ist, z. B. durch eine hohlringförmige Wandung. Jede durch 
eine unreduzierbare Kurve gelegte Fläche muß also allerdings aus dein 
* Potentiahaum austreten, aber sie durchschneidet jetzt natürlich keinen 
Wirbelraum, sondern che Baumgebiete, in denen gar keine Flüssigkeit 
vorhanden ist. Da in diesem Falle die Funktionen u, r, w nicht auf dvr 
ganzen Fläche definiert, sind, so kann der Stokessche Satz offenhu 
überhaupt nicht angewendet werden. Natürlich geht dies wieder, wenn 
plan sich die Flüssigkeitsbewegung „fortgesetzt“ denkt, also durch eine 
gedachte ergänzt, womit dieser Fall auf den ersten zurückgtdührt ist. 
Wir können im folgenden also ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
annehmen, daß der ersterwähnte Fall vorliegt, daß also die Raumgebit h'. 

. in denen kein Geschwindigkeitspotential existiert, mit rotierender Plüssig- 
heit angefüllt sind. Dann ist für gewisse Punkti^ einer Fläche S. die 
d^ch eine unreduzierbare Kurve hindurchgelegt ist, »„=1=0; es ist mitliin 
nieh dem Stokesschen Hatze: 


oder, wenn wir die Kurve s in zwei Teile (JOB und BDA) zerleg(‘n: 


oder eni}Iich4 
| 76 ) 


fd.r+ fdr^2ffttjs, 

ACB BDA 

+ 2 



j'dtp**- j'd ff 

ACB ADB 


15 . h. «eim tpan von A nach B anf zwei Wegen 4^CB nnd ADB gt'W- 
die nie^t inehuuider äberföhrbar sind, so i^langt man s» einem mlewn 
FolkliUl^n^eirt tpji. Die beiden Funktionswmte materachädeo »ich u'f* 

d.b: nm ei6e von den Bli^en80||af.tett^d^Ä 
ratiines1ibh|,])gig| Ord^e. Jeden^llUs abpc^^ dfe^^nktion y i» 
zveiia^li a!Bäiaiilöfenh|ä“geA4^hJ||Bwe sein muß. 
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Geht man von€nem Werte (pßO aus, beschreibt einen Weg, der den Wirbel- 
raum einmal umschlingt, so erhält man im Ausgangspunkte B nun deS"' 

Funktionswert 7 ’/+ 2 jJtt„ dS; geht man nochmals in derselben Eich- 

tung herum, so vermehrt sich der Wert wieder nm 2 JJ\dS, und so 

weiter.^ Diesen Wert nennt man nach Lord Kelvin ,,zyklische Kon- 
stante ^).oder auch „Periodizitätsmodul“ des Geschwindigkeitspotentials 7?; 



Fig. 211. 


wir wollen die zyklische Konstante durch den Buchstaben k bezeichnen. 
Dann hat also 7? in jedem Punkte des Raumes unendlich viele Werte, 
die sich jedoch nur um ein ^ ielfaches der zyklischen Konstanten x unter- 
scheiden. Wir können also schreiben: 

wo 7?j| und 7?j5® zwei Werte von 7? im Punkte B bedeuten, von denen 
der erstere aus dem letzteren hervorgeht, wenn der Wirbelraum v-m|kl 
von der Kurve s in der positiven Richtung umkreist wird. 

Ganz analog ist es mit höher zusammenhängenden Räumen; z. B. in, 
Fig. 211 ist ein Doppelring dargestellt, der offenbar dreifach zusammen^ 
hängend ist; in demselben sind zwei Wirbelräume (1) und (2) enthalten, 
deren zyklische Konstanten wir Xi und X2 nennen wollen. .s 

Gehen wir nun vom Punkte B aus nach C und von da auf der aus- 
gezogenen Kurve nach B zurück, so hat das Potential in B zugenommen 
um x^; Värden wir dagegen von C die gestrichelte Kurve über D nach 
B genommen haben, so umschlingt diese Kurve beide Wirbelräume in 
positiver Richtung, also hat man jetzt in B einen Wert, der um 
zugenommen hat. Allgemein läßt sich jeder Wert ^^ß aus einem anderen 
ableiteUf indem man Vj Umläufe um den ersten, Umläufe um den j^eitenl 
Wirbelrjaum^ macht; man hat dann: 

<pB’"<Pa + »'i *i + *2 • 

eine Konstante ist, werden wir später bewdin 
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Es sei noch bemerkt, daß die^e Eigenschaften des Glfeohwindigkeits- 
potentials in mehrfach zusammenhängenden fläumen auch in der Elektro- 
dynamik eine beträchtliche Bolle spielen, da das magnetische Potential 
von elektrischen Strömen dieselben' Eigenschaften hat. 


176. Beispiele: Satz von Helmholtz. 

Wir wollen jetzt einige einfache Lösungen der für das Geschwindig- 
keitspotential inkompressibler Flüssigkeiten geltenden Laplaceschen 
Gleichung 

X -4- - 0 

dy*'^ dx* 

anführen. Es ist bereits in Nr. 126 auseinandergesetzt, daß lineare FunJv- 
tionender Koordinaten xind unter gewissen Bedingmigenauch quadratische 
Funktionen der Koordinaten Lösungen dieser Gleichung sind. Viel wich- 
tiger für die Theorie sind jedoch Lösungen, die in gewissen Punkten (h s 
Baumes eine Singularität bt'sitzen, z. B. unendlich werden. Auch solche 
haben wir bereits in Nr. 126 bestimmt, z. B. befriedigt 

(79) 


wo e eine Konstante und r== + y^y^ + {z—-zj)^ die Ent- 

fernung eines variablen Punktes (x, i/, s) von einem festen Punkte 
bedeutet, die Gleichung wovon man sicli durch Au> 

. rechnen leicht ül^erzeugt. 

In 4iesem Falle haben wir es mit einer sehr einfachen Flüssigkeits- 
ekömung zu tun, da um den Punkt yo> herum alles symmetrisch 

Die Äquipotentialflächen sind die Kurven r=const, also konzt-n- 
^ArÜH^he Kugeln, um j/o/^o) als Zentrum. 

Wir wollen nun Kurven definieren durch die Gleichung: 



dxidyidz 


u:v:w 


I df . dtp , dtp 
- dx * Sy * d* ^ 


Kurven, deren Tangente in jedem Punkte mit der Bichtung dr» 
OejBchwindig^it zusammenftUt. Solche Kurven netmen wir „ Strom - 
^ linien**. Es ist leicht za^zeigen, daß «ie die orthogonalen Trajektori( n 
der jhsaben f ssConst. sind. Denn in einem Punkte der Fläche 

^ ‘ , d^ ' 

,flind Bii^tiuigskosinti«« der Normalen proportioodl nut > 7 i-^ ’ 

.d. b.:‘lie Kormaten der Niveanflii^n fatleii 4ii deii Tangenti n 

der ($0) znsanuns«. Poreb Kcesb^lddD der 

flicheb\nttd id«(>,gk^cdibbnif,n irf*d'\daiMwiaa#|r<^'^ Volum- 

elemento eingeMtl» ^ 4^^ riandiel^ Ai9i«d|g|)Bi[ " 



(Potential-) Bewegung einer Flüssigkeit 791 

Charakter der Strömung erkeumm kann. Ist 7 ? = cL h. sind die 
Jliveauflächen: ‘ 

{x-^Xq)^+ (y~-y^i)^+ {z~~ Zq)^ = Constans, 
so lautet die Gleichung der Stromlinien: 

\(81> dx:dy:dz=^{x~x,): {y - y ^) : {z - z ^) . 

Das sind aber gerade Linien für (l(*n Tunkt {x^, y^, z^), die radial nach 
aflen Richtungen ausgehen. ])i(‘ Flüssigkeit strömt also vom Punkte 
^q) radialer liichtung fort oder zu ihm lün. Im erstereü Falle 
sagt man, daß im Punkte (ao,.Vo,<?o) ,, Quelle“, im zweiten» eine 

„Senke“ vorhanden sei. Das Kriterium dafür, ob das erstere* oder letztere 
der Fall ist, bildet di(* Unt(‘rsuchung der Flüssigkeitsmenge, die pro Se- 
kunde aus einer den Punkt (xq, ^q, Zq) umschließenden Fläche austritt. 
]^ehmen wir dafür eine Kugelfläclu», so ist die resultierende Geschwin- 
digkeit C, da die Stromlinien radial verlaufen, senkrecht zur Fläche ge- 
richtet; also erhalten wii : 

e 

^ dr ' 

Das ist auch die Flüssigkeitsmenge, die durch die Quirschnittseinheit 
pro Sekunde austritt. Also ist für die ganze Kugelfläclie : 



Diese Gleichung zeigt, daß, wenn e> 0 , die austretende Menge — 47 re 
negativ ist, d,h. dit‘ Flüssigkeit strömt zum Punkte {x^.y^yZ^ hin: 
dort^ befindet sich also eine ,, Senke“. Umgekehrt, wenn e<0 ist, be- 
findet sich dort eine Quelle; der Betrag von e mißt die „Ergiebigkeit‘J 
der Quelle oder Senke. Im Punkte (a*^, y^y z^) selbst würden 97 und.C 
unendlich iverden; dies ist natürlich })hysikalisch m’cht möglich und 

zeigt an, daß dort die AmialiiiK* für das Gt^schwindigkeitspotential 

nicht gelten kann. Wir schließ<'n daher den Punkt durch 

eine kleine ^Kugelfläclie aus (Uun Felde aus. Im ganzen Außenraum ist 

dann Upr Ansatz 9 ? = möglich, und man erkennt leicht, daß der Po- 
tentialraum einfach zusammenhängend ist. 

Betrachten wir jetzt das Eesultat zweier gleich starker QueUou 0 , 
die im. Abstande a voneinander sich befinden; die Verbindungslinie der- 
beiden nehmen wir als Abszissenachse (Fig. 212), den Punkt detüelb^« 
der die Entfermmg halbiert, als Koordinatenanfangspunkt. 

Das res^ltierei^de Geschwindigkeitspotential ist dann öffenb^; 
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dabei sind: * 


E 



E 


Fig. 212. 

^e Niveauflächen, sind die Kurven: 

--+—*■ Const, 

r, r, ’ 

die Geschwindigkeitskomponenten betragen; 



Nun wollen wir die mittelsenkrechte Ebene EE auf der StreSkc .( />’ 
■ errichten uqd einen Punkt P auf derselben betrachten. Die r«<n <l<'' 
Quelle (1) herrährende Geschwindigkeit hat die Bicbtung des vo» 
nadi P gehenden Pfeiles, die von (2) herrührende die des vni\ ß n:» '* 
.P„,geh^eU Pfeiles. Da die Quellen außerdem gleiche Ergiebighei* 
sitzen, so sieht man tmmittelbar, daß die rnulti^ende G^'hwiinli^'' 
heit parallel der Mittelebene ist, d.h. 'cs driti heife Flfi»''?’'' 
keijt" durch die Mit^lebene hiirdur^.*’'W^Wf^teiuä die St'*'"'" 
linien konstruiert, so erhilB piuLdas Bild der 
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p«ara etglfet sich : Wir würden genau dieselbe Strömung bekommen, 
wönd eine Quelle und eine unendlich ausgedehnte Ebene EE 

hätten. Natürlich gibt^ das nur eine Hälfte" des obigen Bildes. Ist also 
die Aufgal^ gesteBt, die Ilüssigkeits^tröniung zu finden, die von einer 
im Abstande y von einer unend- 
lich ausgedehnten Ebene befind- 
lichen Quelle erzeugt wird, so 
kann die Wirkung der Ebene er- 
setzt werden durch die einer 
ZTjveiten gleichstarken Quelle, die 

um Y hinter der Ebene ange- 
bracht wird. Diese Hilfsquelle 
nennt man das „Bild“ der ersten 
in Bezug auf die Ebene, weil sie 
dieselbe Lage hat, wie das von 
einem Spiegel erzeugte virtuelle 
Bild eines Gegenstandes. 

Dieses Beispiel ist starker Ver- 
allgemeinerung fähig, z, B. für den 
Fall, daß die Strömung einer 
Quelle untersucht werden soll, 
wenn eine Kugel sich im Flüssig- 
keitsfelde befindet. Die Wirkung 

der Kugel kann dann ersetzt werden durch innerhalb der Kugel passend 
angebrachte Hilfsquellen von geeigneter Ergiebigkeit, die also das Bild 
der ersten Quelle in Bezug auf die Kugel darstellen. Diese Methode ist 
von Lord Kelvin ursprünglich, für die Probleme der Elektrostatik er- 
somen worden und ^vird daher auch die Methode der „elektrischen 
Bilder“ genannt. 

Eine allgemeinere Strömung erhalt man, wenn man an gewissen 
Stellen des Baumes Quellen ^ on verschiedener Stärke anbringt, so daö^ 
das Geschwindigkoitspotential wird: 







Ist die Lage und Stärke der Quellen gegeben, so sind Geschwindigkeit 
und Stromlinien leicht zu berechnen. 

In einem solchen von Quellen herrührendeu einfach zusammen- 
^^^^^nden Felde — einem „Quellenfelde“ — ist nach dem früheren 


die Zirkulation für jede geschlossene Kur\^ gleich Null. Das h|^t 

nun eine Beiloutttng für »die Gestalt der Stromlinien. Wir wolleli fftr 
Angei^bliok fywehifien, es seien geschlossene' Stoomlinieq^ mögliöit. Be- 
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rechnen wir für eine solche die Zirkulation, so müßte dieselbe von Null 
verschieden sein, da ja die Geschwindigkeit nach Definition an jeder 
Stelle parallel der Stromliifle ist, und dalier das in positiver Richtung 

genommene Integral J* ds einen positiven Wort häben muß. Das ist 
ö 

aber in einem einfach zusammenhängenden Potentialraume unmöglich, 
mithiü kann es keine geschlossenen Stromlinien in einem solchen geben; 
sie entspringen vielmehr sämtlich in den Quellen und endigen in den 
Senken (resp. im Unendlichen).' 

Zum Schluß wollen wir noch einen allgemeinen Satz für durch^starre 
Wände geschlossene einfach zusammenhängende Räume beweisen. 

Die kinetische Energie einer Flüssigkeit ist offenbar, wenn die Dichte 
als konstant angenommen wird: 


wo 9 ? das Geschwindigkeitspotential ist. Ist eine solche Potential- 
bewegung für eine inkompressible Flüssigkeit in einem ge- 
schlossenen, einfach zusammenhängenden Raume möglicli? 
Wir können setzen: 


dl dtp] d'tp 


und entsprechend für die übrigen Glieder; also ist nach (85): 


m 


iM 




Darin ist aber das letzte Glied gleich Null, da q> die La]plac,escho GM- 
chung erfüllt; auf das erste Glied wenden wir den Greenschen Sutz 
(Kap. XI, pag. 5()8) und finden: 

( 87 ) 

w<nin j^as Integral sich auf die Grenze des Baames bezieht. Da deiM i'.' 
durch starre Wände überall geschlossen ist, so muß die Snin I- 

kom^nent« der Geschwindigkeit, gleich Null sei^, ' Also folgt 1 . 
und daraus; * ‘ 

W' s , i'’- 

d. h. die ^eselAnndigkmtea u, v, ie sind gleich HuU« Aliio folgt der 
In emem einlscl:|,.znsamni0nhjkngend-e]i; dorifi^: i|irre W«)"''' 
geschlossene^ Baume ^kann ^%in« BoteBfia.^erslsiting 
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inkompressiblen Flüssigkeit niclit existieren. Dieser Satz ist 
von Helmholtz gefunden worden. 

Mittels des Helmholtzschen Satz(‘s ist leicht zu beweisen, daß die 
Potentialbewegung einer inkompressibk^n Flüssigkeit vollkommen be- 

stimjpt ist, wenn die Normalkonipononte der Geschwindigkeit 

an der Oberfläche des Baumes gegeben ist. Denn nehmen wir einmal 
umgekehrt, an, es gäbe zwei Funktionen ipj und 9 ? 2 > die den Bedingungen 
genügten, also : 

’ == 0, ^99^ = 0, 

-fe = /;(^?/^)> 

wo / (*, y, z) eben die gegebene Nornialkoniponente der Geschwindig- 
keit an der Oberfläche des Kaumes ist, so bilde man Für 

diese Punktion yi gelten die Gleichungen. di(' man durch Subtraktion 
der obigen erhält:* 

on 

Wendet man auf diese Funktion y den Helmholtzschen Satz an, in- 
dem man das Integral 

betrachtet, so folgt unmittelbar y— 0 , d.h. (pi==(p<if m-a* W.; es gibt 
bei gegebener Normalkomponente der Geschwindigkeit an 
def Oberfläche nur eine Lösung. 

Diese' einfachen Verhältnisse gelten nicht mehr für Bewegungs-"^ 
formen, denen kein Potential zukommt, was später (Nr. 184) zu er-, 
örtern ist. 

Es ist aber wohl zu beachten, daß, wie ebenfalls von Helmholtz 
betont worden ist, für mehrfach zusammenhängende Bäume dieser S^tz 
nicht 'mehr gilt, da dort der Greensche batz nicht mehr angewendet 
worden darf, der die Eindeutigkeit der Funktion 9 ? zur \ oraussetzung 
hat. Dafür wollen wir sofort ein Beispiel geben. Wir betrachten ein 
zweidimensionales Problem, in dem , 9 ? von der «-Koordinate nicht ab- 
hängt. * Es seien dann in der -Ebene Polarkoordinaten (r, d) ein- 
geführt, "so daß die Kurven ^-Const. Badien darstellen. Nun setzen . 
wir 9 )=:# als Geschwindigkeitspotential an; verschiedenen Werten von 
d entsprechen also verschiedene Badien (Fig. 214). ^ 

Jetzt wollen wir die Stromlinien konstruieren; das sind offenbar 
konzentrische l^eise um den Anfangspunkt, di© in der Figüi gestrioh 6 l| ^ 
sind. Der Baum sei geschlossen durch eine st^e Wand IF, dier^boMg^? 
ein kpn^nirischer Kreis ist. Da die Geschwindigkeit überall ta^enu^ 

* zu derselben \ 8 t, sl^rt de- Wand die Bewegung durchaus n&ht. Äüekeö 
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wir & s= Const. in kartesischen Koordinaten aus, so haben wir, da 
tang ^ ist; 

(89) ‘ ^ = ai-ctang^-l-j . 

y 



Dies Geschwindigkeitspotential ist offenbar vieldeutig, denn es nimmt 
bei jedem Umlauf ums Zentrum um 2jr zu. Durch Differentiation 
^Igen die Geschwindigkeitskomponenten: 


im 



Sv y 

8x ~ r* ’ 

_ I 

'dt r* ■ 


, Ifan überzeugt sich an diesen Gleichungen leicht davon, daB unsere 
^^inktion f>=arctang- brauchbar ist; denn offenbar erfüllt sie die 

Jsieichnng + . 

Man erkennt ferner aus (90), daß für r=:0, cLh.'im I^rdinaten- 
aafo^gsponkt u ^ünd v unendlich werden. Deshalb nullen wir denselben 
dfirc|t eine kleine kreisfönoige Wand K einschlied^, wodurch die Be- 
nicht gestört wird. Die in und {^) charakteri- 
giertd^ewegiing geht alsojn dem zwischen (und natürlich 

j^ei Ebenen parallel ^znr «y-Bbeiie) etog^t^nen nng- 
förinigen lUiune Vor si^. Wir ^ben abo ;^eihe 
einem übc^'alt ge0<diloesenpB kein wider- 
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spruoh zu dem Helmholtzschen Satz, weil dieser ringförmige Baum 
zweifach zusamme^ängt, wie früher auseinandergesetzfc. Ai^chaulich 
gesprochen hegt das daran, daß es hier bei der Potentialbewegung 
geschlossene Stromlinien gibt, die im einfach zusammenhängenden? 
Raume nicht möglich sind. Natürlich ist hier auch die Zirkulation für 
eine Biropmme von Null verschiedim. 

. Die hier besprochene Bewegung ist in mehrfacher Hinsicht noch 
interessant. Da die Stromlinien Kreise sind, so wäre man versucht, hier 
von einer Rotation der Flüssigkeit um die ^-Achse zu sprechen. Aber 
wenn man die Rotationskoniponente »■ bildet, so findet man aus (90): 

= 1 ö , 1 B (y\ n 

2 U® dy) 2 8x VrV 2 di 

also keine Rotation. Man kann in der Tat leicht einsehen, daß diese 
Flüssigkeitsbewegung ganz anders ist, als die in Nr. 166 besprochenen 
Rotationen. Dort, hatten wir eine konstante Winkelgeschwindigkeit 
vom -Betrage oi; also hatte ein Punkt im Abstande r von der Achse die 
Geschwindigkeit (or. Hier dagegen ist die resultierende Geschwindigkeit 
nach (90): * 

(91) = 


d.h. umgekehrt proportional dem Abstande vom Zentrum. Wendet 
man nun die allgemeinen Betrachtungen über Bewegung eines Flüssig- 
keitsteilchens der Nr. 169 an, so können wir schreiben unter Beschrän- 
kung auf zwei Dimensionen: 


\ dv^ ll-dx+ ^^dy, 


und wenn man darin nach (90) die Werte einsetzt: 



Nun ist aber z. B. 

iül *- JL faä üstlrll _ ßl _ y* +a!*-2!B* 

r* ^ r*" " . r* ^ 


folglich kann man statt (92) schreiben: 



2a?* 


r* 
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und das lat eine lineare infinitesimale Deformation mit symmetrischem 
^ Koeffizientenschema, stellt also eine Dehnung,' aber keine Bo t ati on dar. 



Die beifolgenden Figuren 214 und 215 mögen den Unterschied zwischen 
einer Botation und der hier betrachteten Bewegung noch weiter veran- 
schaulichen: Fig. 215 stellt eine wirkliche Botation dar, Fig. 216 die hier 
untersuchte Bewegung. 



W&hrehd in Fig. 216 das Miissigkeitsteiicl^enfii^ auf der 

fcre^ör^en Strpinlinie einmal ums j&nttnt» herüW 
gtö^zeitig/ wie die Heilrichtupg imaeigt, 
be&Mt dae in Fig* 216 geze]chi^W^^eiiehmi4iBihft jt^ts bei* 
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177. Zweidimensionale Probleme. 


Die Probleme ^ der stationären Bewegung einer inkompressibleu 
Flüssigkeit in zwei Dimensionen haben ein besonderes Interesse durch 
einen Zusammenliang mit der Theorie der Funktion einer komplexen 
Variabein, der es ermöglicht, leiclit Lösungen interessanter Probleme zu 
finden. Die Gleichungen, denen die Flüssigkeitsbewegimg hier gehorcht, 
sind durch Spezialisierung aus (39a) und (41) zu erhalten, indem dort, 
die Ableitungen nach t und z gleich Null gesetzt werden; auch die äußeren 
Kräfte sollen verschwinden. So folgt: 



Dazu treten noch die Oberflächenbedingungen hinzu; für eine freie Ober- 
fläche speziell muß P = const. sein, und diese Forderung liefert die Glei- 
chung der freien ül>erf]äche. Die erste Gleichung (93) dient zur Bestim- 
mung von <f, worauf die zweite den Druck P liefert. 

Uitter einer Funktion der komplexen Variabein = + wo i 
die imaginäre Einheit ist, versteht man eine Funktion der beiden Va- 
riabein X und ^ y Verbindung (x + iy) Vor- 

kommen. Aus dieser Definition folgt unmittelbar die folgende Eigen- 
schaft einer solchen Funktion, die wir w =f{z) nennen wollen.^) Bezeichnen 
wir Differentiationen nach dem Argument z durch einen Strich, so 
haben wir: 


(94) 



dw die d% 

dx dx- d x 

. dw __ dir dl 

"dg ~dx dg 




also ist nach Elimination von f'{z): 


(95) 


dw . dw 


Zerspalten wir die komplexe Größe w in ihren reellen und imaginären 
Bestandteil, indem wir schreiben; 

(96) w = f{z) = qi{xy) + i y){xy), 

A’ ^ ^ ■ 

so Ifann geschrieben werden: 

. Byi .1^ 

-ö7+» dv dx)' 


*) T)ei den «weidimenaionalen Problemen eine Geschwindigkeitmcompoi^le 
naohfdef I-Blobtlmg nicht auftritt, so kann eine Verweoheehmg der Mi 

mit dersefbe^^ohljcattm eintreten. 
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k ^ 

und dk% kann nur bestehen; wenn die reellen nnd injaginären Bestand- 
teile auf beiden Seiten für sich gleich sind; also ist: 


m 


Bij öx * 

* dtf ~ di“"' 


Diesen beiden Bedingungen muß der reelle und imaginäre Bestandteil 
jeder Funktion einer komplexen Variabein genügen. Diese Gleichungt^n 
können etwas anders formuliert werden, indem man einmal y, ein zweites 
Mal q> eliminiert. Ersteres geschieht durch sukzessive Differentiation 
der beiden Gleichungen nach y resp. x und Addition, letzteres durch 
Sukzessive Differentiation nach x resp. y und Subtraktion. Dann folgen 
die beiden Gleichungen: 



die beide die Form der ersten Gleichung (93) für das Geschwindigkeits- 
potentiai haben. Fenier gibt. Multiplikation der beiden Gleichungen (07) 
miteinander: 


(99) 


^ 9 . M ^9 _ ik 

dx dx By By ^ 


was offenbar nichts anderes ausspricht, als daß die Kurven y = cVnst. 
und y=!Const. sich orthogonal durchschneiden. 

* ‘Man erkennt also folgendes: Der reelle und det imaginäre 
Bestandteil einer beliebigen Funktion komplexen Argu- 
mentes kann als Ge.schwindigkeitspotential einer zwei- 
(jümensionalen stationären Flüssigkeitsbewegung genoranicn 
werden. Nehmen wir den reellen, so sind die Kurven ysssConst. die 
..Niveaulinien, nach (99) die Kurven y = Const. die Stromlinien, und 
umgekehrt. Wegen dieser Vertauschbarkeit von tp und y heißen sie 
konjugierte Funktionen“. Man erhält also mit einem 
Siihlage durch Wahl einer Punktion komplexen Arguments 
zwei mögliche Losungen eines hydrodynamischen Problems. 

Wir betrachten im folgenden eine Beihe einfacher Beispiele zu dieser 
Tbeone. 

' ^ .Wir setzen z. B.: 

I + + d.b.v 

Oie Kunfn f »(üon&i liefern' die Gleichiyagenr^ 

oj’^aConat.^ ■' y - 

das**ai&<i !Parallele zur {^*Aehse. Die Kurven Ißmm: 
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(l.h. Parallele zur a;- Achse. Wir haben also/" je nachdem wir 9 oder rp 
als Stromlinien auf fassen, eine Parallelströmung parallel der x* resp. ^ 





Fig. 217a. 


2 /* Achse; in den Figg. 217a und 217b sind die Stromlinien ausgezogen, 
die '-Niveaulinien punktiert. 

3f 


Fig. 217 b, 

Diese Strömungen können theoretisch durcl^ im Unendlichen an- 
gebjtaohie Quellen erzeugt werden; zur praktischen Bealisierung ge^ 
nü^ g^i^iflib^ueUen in großer Entfernung ypn der betrachteten Stelle^ 
^zpiel ist! ^ 

V + \y* 



*Mee?utmk ä&r K<miimuL 


Wit also füx f>«Const.: , 

^ Const. , 

füryaaConst*: 

^ ® J/ = Const. 

DftS sind beides Scharen von sich rechtwinklig durchkreuzenden Hy 


'>>vv / I Itl \ \ 





* Flg. 218». 

dfoen die in Kg. 218a und 218b dargeetellten hydrodynanuschen 
«mlapitechen. , 

;i Üiw erkennt, daß in Kg. 218a die »• nnd y-Ach«e selbet Stromlinu n 
d«li. es tritt k«ne Käwigkeit durch sie hindurdi. Deshalb kann 
lisa ^B. da« stark’ ausgezogene St^k der Widen Achsen, 

bilden, als feste Schlidewfad«f betrachten. Ganz eben.' 
^3erÄtf in Kg. 218b» nur daß dört die fest^ 

Ähiiwhma. i4i ¥on Kg. 

Strduuogvinaerfaalb eines recht'mnW^ Km®*» ii,, 
«^.niWkMK; .iSnckniniiff Jük Bl^deifailil ^ , 
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■ T.' . r-v-rT , Trj';rv r-- -— 

und dies kann befriedigt u«rden duioh 

1 ^*0, und durch 


Dies ist aber einerseits die Abszissenachse und anderseits ein Kreis 

* rw 

3 um den Anfangspunkt vom Badius y.-j • Ferner sieht man aus^^(103), 
daS für x=y—0, d. h. im Anfangspunkt, die Geschwindigkeitskompo- 


1 — 







^ d\ 


■ii 7 




Fig. 219. 


Iienten anendheh werden; der Anfangspunkt ist also auszu- 
:tfehaIteB.£ Man erhält also folgendes Bild der Stoömungslinien (aus- 
itnd üßveanlinien (punktiert)' in Fig. 219. , 

kaim also, da ohnehin der Anfangspunkt aus^oHaltet wenlt n 

äls Strdnrangslinie dienenden Kreis vom Baäins j/^ 

Idstes Hindernis, betrachten und erhält die durch ein kreisfoi- 
lÜlgsf Hindernis hervorgertifene VeräiiideWnS ^ einer ur- 
spi;|;pgl|^ ..vorhandenen ParalleI%trömong. ^9 jtokte 

ergibt naJ^IOBl.^dafldäitdifrmsiAirii^i^ ^ liliitrei^ Null ist. 
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' Wir wollon jetzt Polarkoordinaten (r, ff) einführen, so daß ist 
(s, Fig.219); 

a; = r cos ff* ' 

2 / == r sin ff. 

Dann folgt aus (103) für das Quadrat der Geschwindigkeit: 


(105) 


I 


= ^* + - cos*t9-) + ^ 


r* ’ 


und daraus ergibt sich der hydrodynamische Druck P nach der ersten 
Gleichung (93): . 

(106) 


P-Pn 


1^2 ^ ~ (sin^ — cos^ ^ I • 


Bestimmt man die unbekaimte Konstante Pq so, daß im Unendlichen 
P=0 wird, so folgt: 

im 

Aus (105) folgt für die Berandung des Kreises (d.h. für r=|/“j: 
(108) c* = 4 sin^ & , 


und folglich nach (106) und (107) für den Druck P an dem Kreisumfange: 
(109) P« - 4sin*i^}. 

Derselbe ist also ein Maximum an den Polen (ff=0), ein Minimum am ' 
Äquator; entsprechend ist im ersten Falle die Geschwindigkeit ein Mi- 
nimum,, im zweiten Falle ein Maximum. 

Dieser Fall- kann realisiert werden, indem ein sehr langer Zylind^ 
in ein gleichmäßiges Strömungsfeld gebracht wird. Denn dann aimi 
annähernd alle Vorgänge von der .^-Koordinate, die mit der Ä^hse des 
Zylinders zusammenfallen soll, unabhängig, und für jede Ebene parallel 
zur 0? 2/ -Ebene gelten die obigen Betrachtungen. 

Von "Interesse ist es, die Kraftwirkung zu berechnen, die ybn der^ 
Flüssigkeit auf den Zyljnder ausgeübt wird. Es genügt dafür, ein Stück 
des Zylinders voi^ der Länge 1 zu betrachten. Die ‘Komponenten der 
Kraft sind offenbar: 



■wenn die 15?taokkomponenten - mi der überfläohe,"]^4{teI“deÄ< 

Achsen jind « dilä^il^ndkorTe bedeutet. Es ist,. d^^: 
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4 


. I P, = jpcosi'^, 

's/ m'".* " ► 

und die^t^^tion ist über die Kontur des Kreises auszudehnen. Man 
erhftlt also unter Berücksichtigung von (109): 

' 2« 

-48in*^)cos^-j/j d^-O, 
-48in»i>)8in^|/^.d^=.0. 


Das Besaltat, daß die Flüssigkeit keine Kraft auf den Zylinder aus* 
übt, stellt in völligem Gegensatz zur Erfahrung des täglichen 
Lebens. Das liegt daran, daß wir hier von der Wirkung der Beibiing 
abgesehen haben. Es sei übrigens bemerkt, daß dies Besultat 
für jeden in eine Flüssigkeit eingetauchten Körper gilt. 
Wir werden später (im XIX. Kapitel) noch einmal auf diese Frage zurück- 
kommen. 

Als letztes Beispiel wollen wir ein zweidimensionales Problem be- 
handeln, das zuerst von Helmholtz gelöst worden ist, \md welches wir 
in der nächsten Nummer von einem anderen Gesichtspunkte aus be- 
trachten werden. Wir haben bisher w als Funktion von 2==x-fi?y be- 
trachtet. Damit ist gleichzeitig gesagt, daß auch umgekehrt z als Funk- 
tion. von betrachtet werden kann, was häufig bequemer ist. 

Das wollen wir hier tun und setzen an: 



^ oder 

X + iyw, -{(p + iyi) + <-!»’+<«’) ^ 


= 1 -.^ _ e~* tösiif/. 


‘ im die Kurven y^ssCcmst. als Stromlinien. 

I' s^ytifche ]^orm hier schon ziemlich, komplitd^ ist, so k'g<'n 

KoDstanteD sQkzesnve paaiende Werte Ztmtlebst sei 
1^ die Gkidiniigen: 




OVi 


rr*juxf/7vw jjtwGgung einer inußstgimz» 

folgt a;==-^oo. Also ist die ganze a:-Achse StromlinijS. Jetzt 
nehmen wir eine anderg Stromlinie, indem wir tp etwa gleich +?r wählen; 
dann ist nach (114): 

^ ' fUr v^-I;r: 

\ 

4 

Hier ist also gemäß der letzten Gleichung eine Parallele im Abstande 
zur . Abszissenachse Stromlinie; um festzustellen, in welcher Atts^ 
dehnung, legen wir wieder dem Parameter q) nach einander verschiedene 
Werte bei. Zunächst für 9? = — oo ist a; = — 00, für (p =0 ist 
füT 9? = + 00 ist a: = — 00. Man erkennt leicht, daß ic = — 1 der größte 
Wert ist;* der erreicht wird, während (p von —00 über Null bis +00 läult. 
Die im Abstande —n zur x-Achse gezogene Parallele ist 
daher von —00 bis —1 Stromlinie, und zwar läuft sie in sich 
selbst zurück. 

Wir 'wählen jetzt tp^ — n. Dafür ist nach (114): 

«ir 

1 »- + ». 


woraus man erkennt, daß für die im Abstande -\-n gezogene Parallele 
zur a;- Achse alles genau so ist wie oben. 

Nehmen wir weiter y=y. Es folgt aus (114): 


für 1/; « 4- 



Hier ist es zweckmäßig, q> zu eliminieren; es folgt dann als HleicUung 
der Stromlinie: 


fllr i/> = + 




+ * 


Für große negative Werte von z ist nnn c* praktisch gleich NqII. 
"Iip negativ Unendlichen fällt die Kurve also und zwar bis in ziem&shd - 

Nähe von *=0 mit der im Abstande — -y gezogenen FarBllele"^ ssi|r 
X-Achse zusammen. Dann weicht sie nach unten ab, um scdilieBlioh fär 
große .Werte vcm « sehr stark zu fallen. 

Nehmen wir endlich v==— y* Dafür folgt aus (11^: 



Dil Kurve, die inän durch Eliminafion von fl brhält: 





£1g. 221. 

* 

etkennt, daS durch die stark gezeichneten Parallelen zur x- 
Achze^von ->ao Iw — 1 keine Flüssigkeit hmdurohst^mt^ so daß «'» 
sie äh' dünne sture’ Wände ansehen können. Dann li«^rt d# ' 

häMelte’Prohlem di«' Sir ömunf, einer FlüsiiMkeit ähs 
endjfich weiten Beiervoir d^cb» ejneii> iniy:di^i«elbe , hin«*“' 
ragenden Bbnal (sog; Bötdasches Mandstnck); ^ 
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Es niu0 Q(l)er '^darauf hingetv’iesen werden, daß in der 
Natur die Flüssigkeitsstrpmung tatsächlich anders vor' sich* 
geht, näihhob so, daß die Flüssigkeit den Kanal nicht ganz ausfüllt, 
sondern sich kontrahiert und eine freie Oberfläche bildet, wie es Fig. 221 
andeüten soll; An den Punkjben ^ jund C (Figg, 220 u. 221) des lunab 
löst sich die Strömung von^nen Wänden ab; der von der Flüssigkeit 
im Kanal eingenommene Baum ist in Fig. 221 schraffiert. 

An diesem Beispiele hat Helmholtz erkannt, worin die Abweichung 
der Theorie von der Erfahrung begründet ist, und er hat die Theorie so 
erweitert, daß sie mit der Beobachtimg wesentlich besser übereinstiiömt^ 
Auf die Helmholtzsche Abhandlung, die einen der größten Fortschritte 
in der Hydrodynamik im 19. Jahrhundert darstellt, kommen wir in der 
nächsten Nummer ausführlich zurück. 


178. Strahlbildung; unstetige Flüssigkeitsbewegung. 


Wir berechnen für das letzte Beispiel die Geschwindigkeit und den 
Druck der Flüssigkeit und zwar insbesondere an den Stellen B und C 
des Kanals, wo der Theorie nach die Flüssigkeit plötzlich umbiegen soll, 
da die Stromlinien an dieser Stelle in sich zurücklaufen. 

Zu diesem Zwecke bedürhm wir einiger ünuechnungsformeln. Die 

Geschwindigkeitskomponenten und nicht 

bequem zu berechnen, wohl aber die Größen und J wi^ 

müssen also den Zusammenhang zwischen diesen beiden Arten von Diffe- 
rentialquotienten angeben. Die Suffixe sollen andeuten, welche Variable 
bei der Differentiation als konstant betrachtet wird ; in Zukunft werden 
wir sie fortlassen, da Mißverständnisse wohl nicht zu befürchten , sind. . 
Es ist offenbar; 

I d<p - i^dx+ 

fll« \ dx dy •> 


und umgekehrt : 




\dy=lfdip + l^dil,. 

Lösen wir das erste Gleichungssystem (116) nach d® und dy mt, 
80 erhalten wir, wenn die Determinante 

B <p B y 

hi Bm 

da? "ö y 
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durch D bezeichnet wird: 

t 



<1^ 

■V. 


dyß 


bq> 



,d« = 

öp 

D 

- d(p — ■ 

dy 

D 

dxfi, 

(117), 


' d fp 


dq> 



dy->- 

d X 

D 

■ d(p4‘ 

dx 

D 

■dy), 


ond duroh Vergleich der Systeme (116) und (117) folgt: 


(118) ‘ 


dx , _1 dyf 

d<p * D dy * 

d X Sgt 

dtp D dy * 

d y _ ^ ^ y 

dq) ^ D B X * 

d y ^ , _L A?L . 
d i) d X 


Unter Berücksichtigung der Gleichungen (97), denen <p und y gehorchen, 
folgt: 

^-(Ä)’+ (!?•)■• 

muf endlich für die uns interessierenden Größen, ebenfalls nach (97): 

8<p . 


\ dx 

(ii.] 

öy 



ISv/v 

(fe)’+l 

f'e tp y 
,dy} 


Dureli Quadrieren und Addieren folgt daraus die Gleichung; 




1 

1 

iTO +' 

Uw/ 





{Sx} ^ ' 

Uyj 


' Nmi bilden wir and (-yl-l^nach Gleichung ( 114 ). Das liefert: 

(ll'),“ 

Abo eiibAlten wir nadi ( 120 ) für das reziproke Quadrat der GeschbriutliK' 

(1|(1) -t + 0«-» CO» V» + «“**’• ' 

Da» die nnttbre $troailinie . . 

■■ ^ -f ' #1 ■■ 4 ^ 
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also ist längd dieser Stromlinie (Abszissenachse): 

(122) (cV=o= 

1 + e~’’ 

Für 9 J=oo, d. h. für a: =— oo folgt c = l; für ^=0, d. h. a:=4-t-, 
(also schon außerhalb des Kanals im Punkte A der Fig. 220) herrscht 
die Geschwindigkeit c=Aj^’ von da ab nimmt sie nach rechts hin immer 
weiter ab, um für x=-foo gleich Null zu werden. 

Jetzt wollen wir die beiden Stromlinien v'=±k betrachten. Dafür 
liefert ( 121 ): 

(128) (c)v>.±.,-" -■ 

1 — 6 ^ 

Das liefert für 9 )= + oo, d. h. für x — — co (auf der Innenseite 
des Kanals), wieder die Geschwindigkeit c~l; für 95 = — oo, d. h. für 
a; = --oo (auf der Außenseite der Kanalwand), c = 0 ; aber für die^ 
Punkte 9?=c0, d.h. an den mit B und C bezeichneten Ecten 
des Kanals erhalten wir den Wert c = oo. 

Uns interessiert hier vor allem das Ergebnis, daß an den 
scharfen Ecken des Kanals die Geschwindigkeit unendlich 
groß wird. Und daraus folgt mit Hilfe der zweiten Gleichung (93), daß 
der Druck P an diesen Stellen negativ und zwar sogar negativ* 
unendlich werden muß. Wir haben schon früher darauf hingewiesen, 
daß an solchen Stellen die Flüssigkeit zerreißen muß. In anderer Ausdruck» 
w’eise, die aber auf dasselbe liinausläuft, kann man auch sagen: Die Flüssig- 
keit kann, wenn sie längs der Außenwand des Kanals heranströmt, an 
der scharfen Kante nicht plötzlich umbiegen, um an der Innenwand des 
Kanals zurückzuströmen, sondern wegen der Trägheit der Flüssigkeits- 
teilchen haben die Strömungshnien auch an diesen Stellen stets eine 
endliche Krümmung, was nichts anderes bedeutet, als daß dfe 
Strömung an den kritischen Punkten B und C sich von der 
Wand ablöst und einen sogenannten »^freien Strahl“ oder 
auch kurz einen „Strahl“ bildet. 

An «einer freien Oberfläche ist nun bekanntlich die Bedingung * zu 
erfüllen, daß der Druck P längs derselben konstant sein muß und da 
bedeutet nach der zweiten Gleichung (93), daß 

(124) ,..(«£)■+ («ij’-CoMt.. 

oder aooh nach (120): 

sein nluß.rj^ 

Wir T^liea der Einfachheit halber für freie 
sch^n^kdt c ^ aOgemeinen^« 1 wühlen, was dnroh 
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der Einheiten geschehen kann, 
stets sein: 

(125) , . 



flsL) 

+1 



Dann muß also für 'eine solche 


1 . 


Nun besteht eine Oberfläche stets aus Stromlinien v> = Const.; es 
muß also gleichzeitig neben (125) auch noch tp konstant sein. 

Diesen beiden Bedingungen genügt offenbar der Ansatz (114) nicht, 
und wir können ihn daher auch nicht als die Lösung des behandelten 
Ausflußproblems betrachten. Helmholtz hat zuerst in einer berühmten 
Arbeit „über diskontinuierhche Flüssigkeitsbewegungen“ (Wissenschaft- 
liche Abhandlungen Bd. I, p. 146) erkannt, daß es andere Lösungen 
Sicher Probleme geben muß, bei denen die bis dahin übersehene Bedingung 
(125) sich erfüllen läßt.^) 

Wir geben im folgenden nicht den Gedankengang von Helmholtz* 
wieder, der durch ein eigentümhches, seither nicht wieder benutztes Ver- 
ifahren zur richtigen Lösung geführt wurde, sondern entwickeln eine 
allgemeine Methode. 

Es sei gegeben z=^x+iy als Funktion von w=:q} + iy>; dann ist der 
Differentialguotient : 


dz 

dw 


dz 


I dx . . 

(09 


0 




I S X 

ilE 

dtp + idyf 


+ i 


h. 

dp 


'jdtf/ 


d(p + ip) 

oder unt^r Berücksichtigung der Gleichungen (97) und (118), (119), (120): 

öy 


(126) 


dz 

dw 


0 X 
dtp 


+ ^ 


dtp 


Diese Gleichung ist übrigens aus den Elementen der Theorie der Funktion 
cäner Komplexen Varfabeln bekannt; ist selbst Funktion der kom- 

d z * 

Wir setzen nun in der folgenden 




plexen Variabein w ^ 
Gestalt an: 


V . 'f) EssoheitttC daß diese Arbeit Helmholtz', da sie die Diskrepanzen zwischen 
und Erfahrung zwar vemiindert, aber nicht vollständig beseitigt, neuer- 
ding^ namntHoh von Vertretern der teohnisoben Hydrodynamik nicht ihrer Bedeu- 
enti^ßreehend gewürdigt wird. Gelegentlich haben solche Urteilt ihren* Weg 
in fdd» ^yaikalisohe Literatur gefunden. Ich kann ee mir deshalb nicht ver- 
Wjjßit^'äak dfeaer Stelle die Würdigung dieser Arbeit durch H. Herti {Weik^ Bd« I 
'S« ^l'^^aHfofÜhren; kleineiw theoretische Arbeit von H. b^andelt di# Bil- 

Attwg dee tßüegjgkeitsatfahlen. • > • , Dnd doch erfüllt um der Art und Weise der 
Titertug wiBfln das Studium wm Ai^n^ulig, wie cBe||ar, den Geist mit demselben 
erhdmden Staunen, widebes ein echtes Kunstwerk mif, pidi fü||rt. Man muß stob 
w^l dmikm, daß die Stärke des Gefühles in dem V^tfndtiii fdr die Größe der 
fthenrudd^ ’S^dn^^ beruht. Wir sehen einen Geiste der das gkwöhnliohe 
ttber8<dirdtet»;iühelnbär mthelos. In Wahrhdii in^rster ^trengüng, 
eiBie Kiiif^übeei^prb^ ^e unßberschreitbar jnhien JSm nadi dem ^r^e wird 
uns iSf !^eit# der KhiÄ vöfflg 1^, Unser ür^|;er I 
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(127) 


dz 

dw 


— + i-i3L 

Sip d <p 


'F{ep-\r iyj) ± ^F»(<p + iip)-l .* 


Dann erkennt ^ folgendes: Für gewisse Werte von tp (d. h. für gewisse 
Stromlinien) trird F reell sein können. Es ist dann hur noch Funktip» 
von (p. Ist F{f) ferner so beschaffen, daß F^g>)^l für gewisse Werte ' 
von q> ist, so ist auch.die Wurzel in (127) reell, und die Gleichung (127) 
liefert durch Trennung des Beeilen und Imaginären: 


(128) 





I 


für gewisse konstante Werte 
von yj upd für F^((pY^ 1 . 


Ke Integration der zweiten Gleichung (128) ergibt t/ = Constans; 
das sind Teile von Parallelen zur Abszissenachse als Stromlinien, 'die 
jedoch nicht freie Oberflächen sein können, da sie offenbar die 
neue Bedingung von Helmholtz (125) nicht erfüllen, sondern die als 
feste Wände betrachtet werden können. 

Für die nämlichen Werte von tp, aber für andere, als die vorhin 
betrachteten 9 ?- Werte, sei F^{(p)<l. Dann ist die Wurzel in (127) ima- 
ginär, und man kann diese (jleichung schreiben, wenn man tp den be- 
treffenden konstanten Wert beilegt: 


(127 a) 


dz , , 6 y 


F{(p) ± iyi — F^[ip)e 


|129| 


Dann liefert die Trennung des Reellen vom Imaginären: 

dz 
d<p 


F{(p) 




für dieselben -Werte ^ wie in 
Gleichung (128) und für 


F^(y>) < 1. 


(129) liefert aber durch Quadrieren und Addieren offenbar 

(y^)a= 1, d,h* die Helmholtzsche Bedingung (125) ist jetzt erfüllt. 

Damit haben wir beide Teile von Stromlinien, die als freie 
Oberflächen eines Strahles betrachtet werden können. 

Wir setzen nun, um das vorhin behandelte Ausflußproblem wirk- 


lich zu lösen^^ an: 


oder 

(130) 


dz 

dw 


t ; y 

dtp ^ ^ dtp 


1 + ~ V(l + ^ 1 , 

1 4- + iyf) - ]/{T'+ + — 1 

In unserer obigen Bezeichnung ist also F= 1 -f Ee erhebt 

zunächst die Pre^: Für welche 9 ;- Werte ist F reell? Man erkennt zoforiv 
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* 


' — T • — ; 

dft 6 diW 8 . B. für die Werte — Jt.O, +« Antritt; die übrigen interes- 
sieren uns hier niobt. Nehmen wir zunächst v= 0 . Dafür ist F= 1 -fe’’; 
also folgt nach (180); * * 


far^.O: + 


und 6 B handelt sich jetzt darum, festzustellen, für welche Werte von (p 
die Wuriel reell und für welche sie imaginär ist. Da der kleinste Wert 
von e’’ Null ist, so ist die Wurzel stets reell, und es folgt: * 



Das ist eine Parallele zur Abszissenachse als Stromlinie, die jedoch 
nicht freie Oberfläche, sondern nur feste Wand sein könnte. 
Wir wollen diese Stromlinie direkt mit der aj- Achse zusammenfallen lassen: 
sie fungiert, wie man leicht feststellt, in ihrer ganzen Ausdehnung als 
Stromlinie. 

Nehmen wir jetzt tp— +n. Dafür ist: 


JP « 1 + = 1 — e’’ . 

Also wird nach <180): 

'js 

Hier ist «un für gewisse q> die Wurzel reell, für andere imaginär. Schreibt 
Bum die 'Wurzel, nachdem der Badikand ausgerechnet ist: 


ya _ - 1 = =* Ve»- V«»' - 2 , 


ao el^ennt man, daß für 2 oder für ^ log 2 die Wiu 8 el reell ist. 
Dhu liefert also: 

(IMl’ B,!’’- 

*^i?Slog 2 rL*i_o. 

- ‘ ^ ' * 6 q> * 

Die'jlibt eine Parallele zur .^bszissenachse, die für alle Werte ^ ^ log 
. al^.f^kt^Wand befrachtet werden kann. ^ 

' Kunittahr nehmen wir 9 ^ log 2. Danndst nach (180) ‘ 








*.-r ia*-(l-: Ä- 
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und hiei ist die Bedingung: 






für Bildung einer freien Oberfläche offenbar erfüllt. Beide . 
Gleichungen lassen sich leicht integrieren, und man erhält für die freie 
Stromkurve : 

■ ' , a: » y — e’’, j für 

y - 0 + V2e^ - + 2 arcsin |/4 j ^'210^2, 

':r 

wenn C eine Integrationskonstante bedeutet. Diese läßt sich folgendet- 
maßen bestimmen. Nimmt man (p = — oo, so erkennt man, daß unsere 
Stromlinie im negativ Unendlichen eine im Abstande C zur Abszissen- 
achse gezogene Parallele tangiert; denn es ist: 


Nach (118) kann man dafür setzen: 


— Ä 1 ; Ä 0 für = — 00 , 

0 y dz ^ ^ 

und das liefert integriert als Gleichung der Stromkurve für ^ = — OO: 

V = Vo + V- 


Dabei ist y der Abstand der betreffenden Stromlinie von der Abszissen- 
achse. Wenden wir die letzte Gleichiuig einmal auf die Stromlinie 
ip=7i, ein zweites Mal auf die Stromlinie rp=0 an, die mit der Abszissen-' 
achse .zusammenfällt, so haben wir die beiden Gleichungen: 

tu — if’Q -j- C , 

0 = vV- 


Daraus folgt für die Integrationskonstante C der Wert n. Man erhält 
also ehdgültig für die freie Stromkurve: 


(132) 


*ymtn+ y2e’" — -f 2 arc sin 



für 

^ log 2 . 


Setzen wir darin ^=^2 (also gleich dem größten zulässigen 'Wertfi 
an dem die freie Oberfläche in die feste Wand übergeht), so folgt an^p) 



I a: log 2 — 2 , 

\ jf >B= 2arosinl * 2«, 
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für 9 ? = — 6o folgt ebenso; 


(134^ 


a? » — 00, 

1 / «^arosm(0) 4- 


n. 




Die freie Stromlinie beginnt also am Punkte (a;=log2 — 2, y^'lzi) 
und tangiert im negativ Unendlichen die im Abstande n zur Abszissen- 
achse gezogene Parallele. 

Für die feste Wand liefert die Integration von (131): 


..( 135 ) 


a; = y — — y e- — 2 e’' + 2ar Eof *) 

y » Const. 



für r 

q> S log2. 


Die durch diese Gleichung dargestellte Parallele zur Abszisson- 
achse muß im Punkte (a; = log2 — 2, t/ = 2:r) an die freie Stromlinü* 
sich anschließen,, \vwaus sich durch Vergleich mit (188) der konstante 
Wert von zu 2.-r ergibt. Ferner ergibt sich für g?=oo wegen des starken 
Anwachsens von der Wert x = — oo. Nunmehr ist die Stroinlinii 
y=5r völlig klargestellt. Von oo bis a;=log2— 2 fällt sie 
Äut der Parallelen im Abstande 2;r von der x- Achse zusammen; dami 
biegt sie um, um wiederum im negativ Unendlichen jm Abstande ti 
•^ .der x*Achs6 parallel zu laufen. Das ümbiegen erfolgt nicht plötzlicli 
an der Ecke der Wand; vielmehr ergibt sich aus (132) folgendes: Der 

Maximalwert von x wird erhalten, indem man setzt; [das lieb ri ; 

= 1 ; ^ = 0. 

IKe dazu gebörigen Werte von x und y sind: x =— 1, = l + An 

diesem Funkte erst biegt die freie StromUnie um. 

Für ipa=~n ergeben sich ganz analoge Verhältnis: Hier ist alles 
.. das Spiegelbild der Stromlinie y=4-;r in bezug anf die x-Achse.‘ Dem- 
naeh erhält man folgendes Bild der Strömung (Fig. 222). Bahei kann 
die X-Achse auch als feste Wand betrachtet werden. Man erkennt, daß 
Breite des Strahles nur die Hälfte der Kanalbreite beträgt; die „Kon- 
Vi^on“ hat also den Wert V*> was mit experimentellen BeobaohtnngiMi 
ittfiaihmen stimmt. Durch Integration der Gleichung (ISP) erhält 
> als Puidrtion von (f+»v) «nd kann danach — obwohl 

^ mit zwmfil^n redmeriscben Schtrierigl^ten >— ..belielMg viele Strom- 
. linien berbcbnen und die Fig. 222 demente|vechend ergänz^. 

Jki wird sidi ab wichtig erweisen, folgendps „zu bemerken: 
Der ^Zwischenraum zwischen .dem f reicA St^^l nnd der 
Kanal^and, 4en wir bisher als leer angenommen haben, 

r-*-* — f— ' . -.i-S 

Ai M tbäütbt ftberflcadg; fdgeodM tn W«» V - ' 

ist. tfS fort fte ttWgir iyp«*b"‘'8clifi 
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kann auch mit ruhender Flüssigkeit erfüllt gedacht werden, 
ln Wirklichfieit wird derselbe z. B. in vielen Fällen mit ruhender Luft 
erfüllt sein.^ Längs der freien Strahlfläche können also zu beiden Seiten 
die tangentiellen Geschwindigkoi ten verscliieden sein ; d i e G e s c h wi n di g - 
keit kann also mit anderen Worten eine unstetige oder dis- 
kontinuierliche Funktion der Koordinaten sein. Eine der- 
artige Diskontinuität ist mit der Natur der reibungslosen, vollkommenei 
Flüssigkeit sehr wohl vereinbar, da eben keine Tangentialspaimungei 
vorhanden sind. 

Wir wollen nun schließlich noch längs der festen Wand und der 
Strahlfläche für y) = 7 t die Geschwindigkeit berechnen. Quadriert und 



Fig. 222. 


addiert man die beiden Gleichungen (131), die für* die feste Wand gelten, 
so erhält man das reziprokt^ Geschwindigkeitsquadrat . Man übersieht 

unmittelbar, daß im links Unendlichen an der festen Wand die Geschwindig- 
keit c=0 ist, um langsam anzusteigen, bis sie an der Ecke B, wo, 
Kan^nnd freier Strahl aneinanderstoßen, den 'Wert 1 erreicht. Längs 
des ganzen freien Strahles herrscht nach (131) stets die Geschwindigkeit 1, 
wie es die«« Natur der freien Oberfläche erfordert. Es wird also nirgendwo' 
mehr die Geschwindigkeit unendlich groß, und der Druck kann folglich 
stets oberhalb des Wertes Null gehalten werden. 

Wir wollen noch ein zw^eites Ausflußproblem behandeln, das durch 
den Ansatz 
(130) 


geliefert wird.,. In unserer früheren Bezeichnungsweise ist 

ist offenbar reell für ^=0 und ip=n, während es für y=T tein 

inu^när itt.^Wir wollen zunächst einmal die Stro^üinie y— ,— * 
suchen. Dafhr haben wir: 
i.ahrba<l>. * 
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F{(p + i t^) « e 




also wird nach (186): 

(137) +y3^äVirr «»«»■ + »■ 

und daraus folgt: 

für Ml?"®’ ||-“«^+ Ve-’’,+ i; 


d. h. die Stromlinie y)=Y eine Parallele zur Achse, die wir der 
Einfachheit halber als «/-Achse selbst nehmen wollen; da längs derselben 
die Geschwindigkeit nicht den konstanten \\ ert 1 hat, so kann kein leil 
derselben freie Grenze sein, wohl aber kann eine feste Wand diese Strom- 
linie vertreten. 

^ Nehmen wir nun y=0; dafür wird F{(f-\-iy>)=F((p) = e^, und 
Gleichung (186) liefert: 

W ’ff + = fürv-»©. 

Hier sind wieder zwei Fälle möglich. Für <p^0 ist die^turzel reell, und 
es folgt aus (188) : 

, = e» + = 0| für lA- = 0 und, ygO. 

Dieser Teil der Stromlinie ^^==0 läuft also parallel der a;- Achse, odrr 
wie wir der Einfachheit halber annehmen wollen, ist ein Teil der o:- Achse 
selbst. Um festzustellen, welcher Teil der x- Achse in Betracht kommt, 
muft diese Gleichung integriert werden. Das liefert, wenn a eine Inh • 
^ grationskonstante bedeutet: 

(lS6a) y/^O, * = a -f- c’' -t- - 1- «t ©inVe-*’ - K 

Daraos ergibt sich, wenn ip in dem für die feste Wand zulässigen Intet - 
vall von 0 bis c» variiert, folgendes ; Für f = 0 wird z — ö -f 1 ; für f = -r er 
wird auch a:=-f<X>. Als feste Wand ist also zu betrachten das Stück 
der »-Achse von *=o-f 1 ab bis in die positive Unendlichkeit. Ai.i 
Punkte (*=xO+l, Jf— 0), wo die Wand endet, beginnt der freie Stralil. 
für den der andere Fall gilt, daß 0 ist. Dafür ergibysich au.“ 

(139) |£«ier; » yi — | für v» » 0 und ^^ 0 » 

wäu iote^ert liefert: 

^ ' ' ttr iß ^0 t 

<'“•> »a>sor"*+'’‘ 







Wirbelfreie (PotefUiaU) Bewegtmg einer Flüssigkeit. 819 

Diese Gleichungen sfelleir die Oberfläche des freien Strahles dar; man 
erhält für ^ = 0 natürlich wieder den Wert (a; = a + l , t/=0); für 
4 ^=;— 00 dagegen »folgt das Wertepaar: (x = a, = — oo). Gleichzeitig 
ergibt sich aus (189), daß für (p—0: 


ist; dort, wo der freie Strahl sich an die Wand ansetzt, ist er also para%l 
zur X-Achse; für 9?==— oo folgt dagegen: 


^ - 0 ^ 
d(p ’ d (p 


1 ; 


d. h. im negativ Unendlichen der ?y-Achse läuft der Strahl parallel zur 



Achse, und zwar tangiert er die im Abstande a gezogene Parallele 
zur i/-Achse. 

. Für die dritte Stromlinie f~7t ergibt sich, daß sie das Spiegelbild 
in Bezug auf die j/- Achse der hier diskutierten Stromlinie y>=^0 ist. 
Wir erhalten also folgendes Bild (Fig. 223). Das hier behandelte Problem 
stellt also den Ausfluß aus einem unendlich großen Gefäß durch einen 
Spalt von der Breite 2(a + l) dar. Der Strahl kontrahiert sich auf die 
Breite 2 a. Der , .Kontraktionskoeffizient“ ist also 


(140) 


a 

a + 1 ’ 


wobei die bisher unbestiromt gebliebene Größe a noch 
Dies kaim auf dip nämliche Weise geschehen, wie beim 
Beispiele. 





179. Bewegung einer ebenen Lamelle in einer Flüssigkeit. 

Bereits in Nr. 177 haben wir das zweidimensionale Problem be- 
handelt, daß ein Kreiszylinder in eine Flüssigkeit eingetaucht ist. Es 
ergab sich dort das paradoxe Resultat, daß die Flüssigkeit keine 
Kräfte auf den Zylinder ausübt. Mit diesem Problem aufs innigste 
zusammenhängend ist dasjenige, welches man erhält, wenn man die 
Flüssigkeit in Ruhe denkt und dafür den Zylinder mit gleichmäßige)- 
Geschwindigkeit sich bew’egen läßt. Diese verschiedene Auffassung 
kormnt im wesentlichen ja nur darauf hinaus, daß man in einem Falle 
ein ruhendes, im anderen Falle ein mit dem Zylinder bewegffes Koordi- 
nateni^ystem einführt. Dann kann man das dort erhaltene Resultat so 
aussprechen, daß der Zylinder bei seiner gleichmäßigen Be- 
wegung in der Flüssigkeit keinen Widerstand erfährt. Die.< 
Resultat ist weder auf die spezielle Form des sich bewx*geii- 
den Körpers, noch auf zweidimensionale Probleme beschränkt. 
Vielmehr gilt allgemein der Satz: Ein in einer vollkommenen 
Flüssigkeit sich bewegender Körper erfährt gemäß den Euh r- 
Lagyangeschen Gleichungen in derselben keinen Widerstand. 
Dieses Resultat ist übrigens unmittelbar plausibel, wenn man bedenkt, 
daß Reibungskräfte fehlen imd folglich die Flüssigkeit an der 0)»e)- 
fl4ebe des eingetauchten Körpt^rs entlang gleitet, ohne überhaupt die 
Möglichkeit zu haben, Kräfte auf denselben auszuüben. 

Der voßkommene Gegensatz zur Erfahrung wdrd besonders. kraß, 
wen# man eine^ebene Lamelle mit ihrer Breitseite im Strome sich Ik-- 
wegen läßt; auch sie erfährt nach der gewöhnlichen Theorie keinen 
Widerstand. 

Wir wollen jetzt das Problem der mit der Breitseite fn der Flüssig- 
keit sich bewegenden Platte, oder der Strömung einer unendlich aus- 
gedehnten Flüssigkeit, die auf eine ruhende Platte trifft, unter Berück- 
sichtigung der vorhergehenden Nummer wieder aufnehmen. Wir l«*- 
^hränken uns notgedrungen — da das dreidimensionale Problem niclit 
erledigt ist -r- auf den zweidimensionalen Fall, indem wir die^ Hohf* tb » 
Platte |>der liamelle als unendlich lang Rehmen; nahmen wir clif*>^^ 
Kiebtung fb s-Achse, so hängt alles nur, noch von^ x und y ftb. 

IVir nkchen, etwas allgemeiner als früher, c!ä Ansatz* 
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wo A eipe Konstante ist, 'äderen physikalische Bedeutung später zutage 
treten wird; In unserer früheren Bezeichnung ist also 

ytp-hitp 

und diese FunKtion ist reell nur für y=0. Daher wird dann; 

Hier muß man wieder zwei Fälle unterscheiden, je nachdem die Wurzel 
reell oder imaginär ist. Ist 


_L 

I 


•V9^ + 


oder, was auf dasselbe hinauskommt: 


0 :^ 



so ist die Wurzel reell, und es folgt aus (143): 

iv “ + 'tl' = 0 } für = 0 , 

Diese Gleichungen liefern, integriert, denjenigen Teil der Stromlinie 
y = 0, der als feste Grenzt* betrachtet werden kann. Durch geeignete 
Wahl der Integrationskonstanlen folgt: 

(145) Ä « 21 / 9 ? + ^-arcsin (A ]lg)) + ]/! — J/ = 0 • 

Läßt man (p zwischen den extremen Werten — und + variiereii, 

il jA. 

2 + Y 

BO stellt (145) den Teil der Abszissenachse dar, der von * 2 — 

2 + Y 4 + „ 

bis 05=»+ — geht. Das ist ein Stück von der Breite — ^ — , das 

als feste Lamelle zu betrachten ist. 

Ist umgekehrt: 

~ CX 5 gy 9 ?^ — -j» oder +’jSy 9 ?^+ 00 , 

oder, was dasselbe ist ^ 9 ? ^ 4 * oo , so ist die Wurzel im^tginär und 
es folgt aus (143): 

-If* i J für v» =• 0 und Yi- ^ V ^ + o<H. 

-welche Gleichungen, integriert, die freie Grenze Ifefem. o4ui,*es .ist 
hierfür die Bedingüng. erfüllt: ^ 
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die gleichzeitig die physikalische Bedeutung der Konstanten A erläutert r 
sie ist der reziproke Wert der Geschwindigkeit, die in der freien Grenze 

herrscht und die wir c„ nennen wollen, also A—-—- Man erhält zu- 

nächst: _ 

X == 2y<p. 

Für y erhält man, wenn man Ay<p,=ß, also tfy == setzt: 

was durch die Substitution ß=Qo\u. dß=2inudu übergeht in: 

y = -- J* ©in* udu = -~J' (Sei 2 u — l)du. 

Das liefert also: 

, ^ ©in 2 u — ^ ©in u ßof 1 / — > 

oder, wenn man dieselben Substitutionen rückwärts macht: 

(147) y = - -^«ri£oi(A}r<f:) + y<p yA*<p - 1. 

Ssetzt man noch für y-tp seinen Wert »o erhält man die* Gleiclnm:' 

. der freien (irenze. Man erkennt, daß für <p — cx) sowohl x als aueh y 
unendlich groß werden. 

Man erhält also folgendes Bild der Strömung (Fig. 224), das nocl> 
. durch einige weitere Stromlinien ergänzt worden ist. Der ganze schraffierte 
Baum ist mit ruhender Flüssigkeit, die man neuerdings vielfach „Tot- 
wasser“ nen^t, amgefüllt; die freie Grenze ist also wieder tatsächlich 
eine Diskontinuitätsfläche. . 

. Diese Art der Strömung bewirkt nun, daß auf die vordere Seite 
der Platte von der Flüssigkeit ein größerer Druck ausgeübt wird als 
auf die hintere. Es entsteht also ein Überdruck, mit anderen Worten. 
Die Platte hat einen Widerstand bei ihrer Bewegung zu nln r- 
winden. Wir wollen die an der Vorderseite der Lamell# herrschende 
Geschwindigkeit durch e bezeichnen; ist dann k eine noch näher zn !« • 
stimmende Konstante, so ist der Druck P auf der Vorderseite der Warn • 

p-fc-±c*, 

wobei, df '%a ^,|esten Wand öaeh (144) ^ ^ “ 0» " (s^l ’ 

dzax'^df ist. An disr |reien Gten^ ist die G^chwinthg 
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keit = 2 " und der Druck, der längs derselben konstant ist, habe den 

Wert Pq ist auch der Druck der ruhenden Flüssigkeit, d. h. des Tot- 
wassers; diese!* Druck herrscht also auch an der Hinterfläche der Lamelle. 
Es ergibt sich dafür nach der obigen Gleichung: 

Durch Subtraktion beider Gleichungen und Multiplikation mit einem 



Längenelenient dx der LaniolU* folgt die Kraft, die von der Flüssigkeit 
auf das unendlich kleine Stück dx ausgeübt wird: 

(148) {P-Po)dx = dSt = ' c^)dx = - c^)dx. 

t * 

Setzen wir darin, nach dem Obigen, dx = d(p, so folgt: 

(149) = -cj dT), 

und daraus durch , Integration über die feste Wand, d. h. von . 




letete^a Fometo «argeben sich, wenn man (144) hwriSlsichtigt, 
Nach dieih: Gleichung ist, was wir sdion vorhin benutzten, ^ , 

der festen Wan<]| Daher erhält man für -p den Wert; »* 

4 . 1 /f^ _ 1 und für — ebenso: 
c V 9» K <P 4 

_■/!:»’ -T; 

Co I V r V 

woraus der angegebene Wert sofort folgt. Die Ausfülirimg der Integration 
liefert für den Betrag der Kraft: 

(151) = 


Dies ist die Kraft auf ein Stück der Lamelle von der Höhe 1 4 ind dt i 
Breite = (4 + ^) Cq* Demgemäß ist der resultierende Überdruck P 

pro Quadrat Zentimeter: 

(152) />- 

^ ^ (4 4-ff)Co 4 +71 

l)er Widerstand, den die Lamelle bei ihrer Bewegung er- 
fährt, ißt demnach proportional dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit Cq, die an der freien Grenze herracht. 

Steht die Platte nicht senkrecht zu ihrer Fortbewegungsrichtuiiij 
im Strome, sondern bildet ihre Ebene mit der Fortbewegungsrichtuii); 
den Winkel a, so erhält man durch eine ganz analoge Rechnung den 
Widerstand pro Flächeneinlieit (der natürlich senkrecht zur Platte steht): 

(1:63) P « ~ . 

^ * 4 + 71 • 8in n 

Für klmne Winkel a kann man also angenühcrt setzen: 


(153a] F<=a yc 0 *- 8 ina, wo y ^ ist. 

Die Gleiclitihgen (152) und (158) zeigen zunächst deutlich, weleli« m 
F örtecbritt der Hydrodynamik die Einführung von Diskontinaitiit>- 
ftäehen darstellt; das theoretische Verhalten der Flüssigkeit koinmi 
«ach l^eksichtigung dieses Umstandes dem tatsächlichen Verhalten 
jedgttfi^ unendlich viel näher als vorher. Denn in der Tat ist der 1» - 
obaditete \l^iderstand, den ein schnell in einer Flüssigkeit bewegt e 
Kürper eifihrt, proportional dem Quadrate der Geschwindigkeit. Andei- 
leitsist aber ztt bemerken, daß der Widerstand tatsächli«^ mehrere Mul' 
größer ist ab der nach (152) oder (158) berechnete. Lord Kel^in^) Im' 
n^h Versuchen von Di nes -einen Vergleich zwischen Theorie udd En- 
periinent dm(chgefii(;ll|i|^er ihn zu dem Ergebus fültrte, daß (152) dm 
Widerstai^ etwa*um zu klein angibt, und füt^ ^iteine^ieigung^nkei '< 

'} Kelvin, Mete, «ad phys. pep. IV» SlSff.. 
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kann die noch erheblich größer werden, i) Es kiten ‘also awiÄi 

seits k 0 iii 6 xn Zwöifel unterliegen, daß die Widerstandsgesetze (t52) 
oder (153) nicht zur völligen Erklärung der Beobachtungen 
ausreiölien; es muß ^vielmehr der hier gänzlich vernach- 
lässigten Beibung Bechnung getragen werden, die bewirkt, 
daß die .Disfcontinuitätsfläche nicht bestehen bleiben kann 
und daß Wirbel auftreten. Auf diese komplizierten Verhältnisse 
kommen wir im XIX. Kapitel noch einmal zurück. 

I^immt man jedoch (158 a) rein formal, indem man den Koeffizienten y. 
nicht aus der Theorie bestimmt, sondern der Erfahrung entnimmt, so 
ist diese Gleichung, was zuerst Lord Bayleigli erkannt und betont hat, 
von großer Bedeutung für den künstlichen Flug, z. ß. den horizontalen 
Flug von Aeroplanen. Wenn die Fläche eines solchen S ist, so ist die 
ganze aÄögeübte Kraft auf denselben nach (15Ba): die 

senkrecht auf der Ebene desselben steht. Die nach unten gerichtete 
(vertikale) Komponente ist also y/S'^^^sin cos oder, da der cos« 
wegen der vorausgesetzten Kleinlieit von« nahezu gleich 1 ist, ySc^Hma. 

Um einen' solchen Aeroplan vorwärts zu bewegen, bedarf es einer 
treibenden horizontalen Kraft Sf, die die horizontale Komponente des 
Widerstandes überwindet, d.h. einer Kraft vom Betrage Kx 

(154) ^ K-y.Sc^^sin2.iz. 

Anderseits aber ist, da der Aeroplan schwebt, das Gewicht desselben 
gleich der Vertikalkoniponente des Widerstandes, also angenähert: 

(155) TI’ — y ,V 
woraus durch Vergleichung folgt: 

(156) A -ir-sina. 

Daraus geht hervor, daß man mit einer gegebenen Kraft K beliebig 
große Gewic^hte schwebend halten kann, wenn man nur den 
Winkel u klein genug und Cq groß genug wählt, damit die 
Gleichung (155) erfüllt w'erd<‘n kann. 

Geschlossene Unstetigkeitsflächen.^ 

ln der Atm<i8phäre kommen manchmal in sich zurücklaufende 
Fotentialströmungen vor, d. h. solche, bei denen die Staromlinien ' ge- 
schlossenjß Kurven sind, die ein ruhendes Luftgebiet umkreisen. Es be-^ 
steht dann an irgendeiner SteHe im Innern eine geschlossene Unstetig- 

keitsfläche. Da diese Fälle für die Meteorologie immerhin von Interesi^ 

^ ^ 

Ptsseiben Abweichungen zeigen sich bei den Untersuohungeh 0, Föppl« 
Jahrbuch der Motorluftsohiff-Studiengesellschaft 1911/* S. 72; besonder lÜg, 9. 

*) Ve^k hierzu W. Wien, Lehrbuch der Hydrodynamik p, U5lf. 
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sind, wollen wir einen ganz einfachen Fall dieser Art hier behandeln. 
Wir setzen etwa zu diesem Zwecke: 


( 157 ) 


dz 

dw 


iiL 

dtp 


n + 


Daraus folgt zunächst: 


X + iy » + d. hm 


(158) 


X — e^' cost^, 
y ^ sm<p. 


Die Kurven ^ = Const., die wir hier als Stromlinien l)e trachten wollen, 
erhält man durch Quadrieren und Addieren und nachheriges Konstant- 
setzen von zu: # 

+ iß = = Const. ^ 


Es sind also Kreise um den Anfangspunkt. 

Die Niveaulinien y = Const. erhält man durch Division der beid»‘n 
Gleichungen ; 

iff = arc tang *= Const 


Das sind Eadien, die unter verschiedenen Eichtungen vom An- 
fangspunkte ausgehen. Wir haben also dasselbe Problem vor uns, das 
wir bereits in Nummer 176 behandelt haben: die Strömung ist dort 
durch die Figuren 214 und 216 dargestellt. Da die Stromlinien Kreise 
änd, so kann man eine von ihnen, die etwa den Eadius haben möge, 
durch eine kreisförmige feste Wand ersetzen; ferner n)uß der Anfangs- 
punkt, in dem die Geschwindigkeit unendlich wird, ausgeschlossen 
werden. Dies kann entweder so geschehen, wie in Nummer 176, daü 
. derselbe durch eine zweite kreisförndge Wand vom B^ius Rj (<B 2 ) 
ausgeschlossen wird, oder aber auch dadurch, wie man ohne Eechnung 
^ersieht, da# man den Innenraum bis zum Kadius Bi mii 
ruhender Flüssigkeit erfüllt denkt. Dann stoßen im Abstande 1^ 
vom Zentrum ruhende und bewegte Flüssigkeit aneinander, was mög- 
ist/ (cU die Geschwindigkeiten tangential sind. Natürlich geht dies aurli 
aii8.4^n Formeln (157) hervor. Sie liefern; ^ ^ • 

' 

and dorch Addieren and Quadrieren foJgt: 

und das »t, da fär.die Sj^mlinie q> gleich dher Konstanten ist, tlif ■ 
dingnhg, die fftr IHskoniiiinitäteip^hen gelten ‘ 

. r:.' 
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(las Bild der Fig. 125; der schraffierte Innenraum vom Badiua^ Bi ist 
mit Totwasser (u = v = 0) erfüllt. Hier ist die Diskontintiitätsfläche also 
wirklich eine geschlossene. - 



Denkt man sich, was ohne Storung geschehen kann, die Strömung 
durch zwei zur a;j/-Ebene parallele Wände begrenzt, so haben wir hier 
innerhalb starrer Wände eine Potentialströmung im einfach zusammen- 
hängenden Baume; denn die Stellen w=r==0 im Totwasser gehören 
ja mit y = Const auch zum Potentialraum. Das ist nur scheinbar ein 
Widerspruch mit dem Heliiiholtzschen Satze, der die Stetigkeit der 
(leschwdndigkeitskomponenten voraussetzt, die hier verletzt ist. 


Achtzehntes Kapitel. 

Wirbelbewegung. 


181. Erhaltung der Wirbelbewegangen. 

Nachdem wir im vorigen Kapitel die mit Geschwindigkeitspotential 
ausgestatteten Bewegungsformen untersucht haben, gehen wir jetzt 
über zu den Eotations- oder Wirbelbewegungen von Flüssig- 
keiten. Dal^ei sind die ßotationskomponenten p, q, r, d. h. die Aus- 
drücke 

. 1 (du . 1 f S tt fl w ^ . 1 ( dv ifl« 

(1) * ■“ Y \ a y ~ Tz j ’ ^“2\fl*”fl*/’ 2\flz fly 


entweder sämtlich oder wenigsteas teilweise von 0 verschieden. Das 
Verschwinden dieser Komponenten ist aber die Bedingung für die Fjxistenz 
eines Geschwindigkeitspotentials. Man erkennt daher, daß Rotations- 
bewegung und Potentialbewegung sich gegenseitig aus- 
Hcbließen. 

Wir haben in Nummer 173 den folgenden Satz bewiesen: „Wenn 
für ein Flüssigkeitsteilchen zu irgendeiner Zeit ein Ge- 
schwindigkeitspotential existiertj so existiert es zu' alleh 
^Zeiten für dieses Teilchen“. Ein analoger Satz e^stiert für die 
Rotationsbewegungen und wurde zueret von llelmholtz ausgesprochen. 
Zum Beweise gehen wir aus von dep dazu besomlers geeigneten We ber- 
schen Transformation [XVII, Kapitel Gleichung (30) pag. 768]: 


( 2 ) 


Dz dz , 2>y , Dz 

Dt da Dt flä’"’* Dt ‘flo 


la > 


Dt W ^ Dt db ^ Dt db ^0^ ITT’ 


Dz 4. ^ fl y 1 fl* 

Dt de '^~Di de Dt ’fl« 




Darin bedeuten a, b, c, «o, Wo die Koordinaten mp. Oeschwindig- 

keitsKomponenten ein^ Teilchens zur Zeit 0; */ ~Dt 

rosp. dieselbeii 6rd%i zur Zeit < und x ehifleuti^ Punktion der 
Koordinaten. Durch krenziiMse pifferentiatirMu kt#rf 'ti^ aa» jbn®« 
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Gleichungen ableiten, die die Botationskomponenteh zur Zdt t mit deinen 
zur Zeit 0 in ^Verbindung setzen. Differentiieren vir z. B. die zweite 
Gleichung (2) nach c, die dritte nach h und subtrahieren, so erhalten 
wir rechts: 

,Q\ _ ^“^0 _1 dVa dWi, 

[ö) 


de 


db 


dbdc dcdb 


de 


db 


und das ist gleich der negativen doppelten a;-Komponente der Rotations- 
geschwihdigkeit zur Zeit i = 0, also in unserer alten Bezeichnungsweise 
— wo der Index auf die Zeit 0 hindouten soll. Wir erhalten also; 
Dx Dy Dx 
Dt ^ Dt ^ 


wenn wir 


(4) 


de 


u 


dx 

'db 


+ t? 


jetzt durch u,v,w bezeichnen: 

dy . dx] d\dr dy . 1 o* 

I + „ 2p,. 


, d X 

db cc 


dr . dy , dx' 
U -:■ + ü + W- 


de 


de 


Führt man die Differentiationen aus, so folgt zunächst: 


du dx . d*x 
de db dbdc 

du dx 

db de ^ db de 




db 
dv dy 
d b de 


— V 


db de 
d*y 
dbde 


dw dx^ , d^x 

* de de ' dbdc 


dw dx d^x 

Fb Tb — 56ÖC 


Oller einfacher, da die geraden Glieder sich gegenseitig fortheben, in 
anderer Anordnung: 



f 

du 

dx 

bb I ^ 

l^y 

dv 

dy 

dr \ 

• j 

u* 

de 

de 

\db 

de 

de 

db) 

(5a) . 

l 



+ 

' dx 

dw 

dj> 

dw\ 

I 

l 



( ob 

de 

de 

db } 


und dazu treten durch zyklische Vertauschung in bezug auf o, b, c noch 
zwei analoge: 



(Bx 

du 

dx 

du\ 

+ 1 

f dy 

dv 


(öc 

da 

da 

~dcj 

{ de 

da 

(5b) 





, 1 

fdz^ 

dw 

1 

l , 

* 



+ 1 

i de 

da 

- 

r (dx 

du 

dx 

du^ 

1 + 

( 

dv 

(5c) 1 

1 

db 

db 

da ; 

[da 

db 





fdz 

dw 

f ^ 

1 




+ 

[da 

W “ 


dy ^ 
da de 
dz ^ 
da de 


9 

-)=- 2 ^o. 


dz dw 
db da 


]- 


2f. 


. . • Bx ' ' ' d® 

Diese 61eioh]|ingi&n werden der Reihe nach multijaliziert mit j 

dz 

und addiert; dann ei 
sich gegenseifj|[ förthebt; 


-1- und addiert; dann erhält man, da wieder eine Eeihe ton Gliedern 
de ^ 
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( 6 ) 


> dv 1 

\dk 

öy 

dx 

dy' 

+ iL 

' dx 


dx 

öy] 

da I 

db 

de 

de 

4 

db\ 

+ ib 

!_ de 

da 

da 

de J 

dv 

dx 

Sy 

dx* 


dw 

’ dx 

dz 

%x 

dj\ 

^ Tc‘ 

da 

db 

da 

da 

da 

de 

db - 

“ db 

de J 


' dx 

dz_ 

dx 

dz 

Bw 

\dx 

dz 


dz] 


da 

de 

de 

da 

de 

[db 

da 

da[ 

db 1 


: ^ O 


Po- 


dx 


29«*4f--2A 


04- 


dx 
« de 


Um die linke Seite der Gleichimg (6) weiter zu vereinfachen, sind einige 
Umrechnungen notwendig: 

Wir betrachten die be 
geführte Determinante: 




> im 

XVIL 

Kap 

dx 

dx 

dx 

da 

db 

de 

SA. 

dy 

dy 

da 

db 

de 

dz 

dz 

dz 

da 

Tb . 

de 


Die sechs Klammerausdrücke der linken Seite von (6) sind nun offenbar 
sämtlich Subdeterminanten von A. Die Subdeterminanten wollen wir 
zunächst durch ein einfacheres Symbol l)e 2 eichnen, zu dem man folgendt i - 
maßen gelangt: Wir greifen ein beliebiges Glied von A heraus, z. }>. 

•“ tmd denken uns die horizontale und vertikale Reihe, der divj^is 
Glied angehört, durchstrichen. Dann bleibt die Subdeterminante 


dh de 
dz dz 
ab 


d X' dz 
db dz 


d X dz^ 
de db 


de i 


Übrig, die urir die zu „zugehörige Subdeterminaiite** nenn* n. 

und zur Kenn^ichnnng dieser ‘Zugehörigkeit durch bezeichn* 

wollen. Bl dieser Bezeichnungsweise ist z. B, 


[ Bx dx 

{ da "kc 

I dy dy 

Bb Tfe 


■m 


USW. 


Abkämn^ kann (6) 'gegi^ebea 
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( 8 ) 


B V 

Bz 1 


. 1 

B w 

fÖH 

Ba 

[da j 


Bv 

Bz ' 

bh 

Bh 

du» 

Oy] 

bh 

^dTj 


— l 

9c [ de J 1 

l öo [öa J + bh [d'6 J + de \de \ J 


^Poda ^^«Tr~ ^'■o dV 
Die Größen | ^ ^ j usw. stehen nun in einem einfachen Zusammenhänge 
mit den „umgekehrten“ Differentialquotienten usw. Denn man hat: 


( 9 ) 


da 

dt/ = 4^da + -^db + 4fdc, 

d z 

Th 


dz 


öa 

Bz 

da 


da db -\- 


ö c 
B z 


d c 


d C y 


und ferner ebenso, wenn a, b, c als Funktionen von x, y, z betrachtet 
werden : 


(10) 


db ^~dx + -^dy + -^dzy 


d X 


de » ^ix+-g^dy + ^dz. 


d f 

By 


B z 
B c 
ö z 


C«XAV4C;X <(7<, 


Löst man dftö System (9) nach da, db, de auf, so erhält man in 
Gestalt ein mit dem System (10) äquivalentes. Man erhält z. B. aus (9): 

i Sy ^ ^ iLL « 4. d I— ^ ^ f£ dy 1 

j^A Be Be Bbl ^Vdr Bb Bh de) ^idA de de dA I 


dx 


da 


und das ist in der oben eingeführten symbolischen Schreibweise für die 
Subdeterminanten: 


( 11 ) 


da: 


fi£.l 1 

8y 1 

f-^1 


a« j . 
~r-dy + - 

|ö«J 

.1 


dz u. s. f. 


Da (11) mit der ersten Gleichung von. (10) identisch sein muß, so liest 
man lächt folgende Beziehungen ab: 

[Äl-^Ä; 

und so allgemiöinis Daher kann (8) geschrieben werden: ^ 


rdi» ^ j. — JL Al Al 
jBz ^ db B% ' Be 8x 


l A «L A?L ^ 

l'^Al^Jy^ Tb dy ;+ d^- ly 


Bxi 




Bm 


da 


OdA 


0 
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Durch zyklische VertÄUSchung in bezug auf x, 5? erhält man noch zwei 
analoge^ Gleichungen, die in vereiiifi^jhter Schreibweise lauten, da z. B. 

8x 


ist. 


(13) 


dv * 8 a‘’ ' , ^ ^ ^ Be 
da 6 x ' o 6 öy Be Bx 


^ Bx ^ , Bx . Bx 

Ba Bö Be 


Bö 


^^B(i Bb^^ Be 


f = 


Bx 

Ba 


Bx 

Bb 


Bx 

Ji 


Dazu nehmen wir die Kontinuitätsgleichung in der Lagrangesclit n 
Form [XVII. Kapitel Gleichung (23) auf pag. 767]: 

PjB d) 

Dt 


0, 


die aussagt, daß tA eine von der Zeit unabhängige Konstante ist. Multi- 
plizieren wir also auf der rechten Seite von (13) olxm und ipiteu mit ^ , 
so ergibt z. B. die erste Gleichung: 


n — s f ^ 

P “ * |7'J Tä + 7 


4o , 
iJ üb ^ B 


f'n l£l 
fj Bef 


Darin sind ••• von der Zeit unabhängige Größen, \vit‘ 

sofort aus der Bedeutung vonpQ, %, folgt. Setzen ^vir zur Abkürzunir: 

(U) A-ii i_CJ, 


wo B,C von der Zeit unabhängig sind, so lassen sich die Gleichungen (13) 

schreiben: 


(15) 


U dx , „ Sx , ^ 

=- + B ^ + G -gr-j , 


..{4 


da 

Ba 


Bb 

H 




w)' 


Si^ Gleichungen, Slie man als die .^lelmholtzschen Wirbe^jNchunp n 
bemchnen I^um*), lehren folf^ndes: „Sind die Kotationshoini ")- 
neaien stör Zeit Kuli gleich Null, so sind auc'i »I“ 


») Heluholts liat Jiiciit di«M Qleiolroiigcn itfhwt, «cocM'Üumu SlinUche iw 
dte Ba|erselieh Gleichangen al)geleitet, doäi tat r«iBf ;««liiwetae nioW «in 
•trang. Die «riiifs XtantcUpg ttemrot inl wesBoUtallm-IfWjKii'ehhM*’ T 
dem^Cauehyeidi« BeweM ttr dm.I.egrang(NplM»\8||sitJfe Ürhelton« 
GwAirft|4igk«iteiKtae»tiak$iMel>gebttdet. hat. . 
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Botat ionskompononten p, q, f zu jeder anderen Zeit gleich 
Niull,^und sind Pq, zur Zeit 0 von Null verschieden, 

rio sind p^ q, f' zu allen Zeiten von Null verschieden.“ Mit 
anderen Worten: „Ein Flüssigkeitsteilchen rotiert entweder 
nie oder immer.“ Odei\ noch anders ausgedrückt: „Eotations- 
bewegungen können durch konservative Kräfte, wie sie hier 
vorausgesetzt sind, nie erzeugt werden; wenn Eotations- 
bewegungen existieren, so existieren sie von Anbeginn an.“ 
Dieses Theorem nennt man den „Satz von der Erhaltung der 
Eotationsbewegung“; er schließt den Lagr angesehen Satz von der 
Erhaltung der Potentialbewegung als speziellen Fall in sich. Wegen 
seiner Wichtigkeit ist es nicht überflüssig, einen zweiten kürzeren Beweis 
dieses Satzes zu geben, bei dem vom Stokesschen Satze Gebrauch ge- 
macht wird. Wir multiplizieren zu dem Zwecke die Lagrange^chen 
Gleichungen (2) resp. mit dg, db, de und addieren. Dann folgt, da 

löT' m' 'Wt u,t\w sind: 

(16) udx-{-vdij + wdz = yoda~\-VQdb + WQdc-\-dz, 

Nun wollen wir zur Zeit f=--0 eine Km*v(‘ Co, die innerhalb der Flüssig- 
keit sich befindet, ^>etrachten. Diese Kurve Cq wird zur Zeit t = 0 von 
gewissen Flüssigkeitsteilch^n gebildet; zur Zeit t bilden dieselben Teil- 
chen eine andere Kurve, die wir C nennen wollen. Eine Kurve, die stets 
aus denselben materiellen T(ulchen besteht, nennt man der Kürze halber 
eine materielle Kurve. Co und C stellen also dieselbe inaterielle Kurve 
zu verschiedenen Zeiten dar; der analytische Ausdruck von Co und C 
ist im allgemeinen natürlich verscliieden. Wenn wir nun die Zirkulation 
längs einer materiellen Kurve bildei’ wollen, so haben wir auf der rechten 
Seite von (16), die sich ja auf f = 0 bezieht, über die Kmrve Co zu inte- 
grieren, links dagegen müssen wir, da die Integration sich ja auf ^ie 
nämlichen Flüssigkoitsteilchen zur Zeit t bezieht, über C integrieren. 
Das liefert, da dx das Differential einer eindeutigen Funktion d^r Ko- 
ordinaten ist, dessen Integral übor eine geschlossene Kurve verschwindet: 

(IT) f{udz + vdy + wdz) — j^lugda -h V 0 db + w^dc)» 

c 4 

Durch die Kurve Cq legen wir eine Fläche Sq) die auf derselben liegender 
Flüssigkeitsteilchen bilden zur Zeit t eine Fläche S, die von der K^rve C 
berandet wird. Also liefert der ßtokessche Satz, wenn wir die Eotation 
zur Zeit t==0 durch den Index 0 auszeiohnen, angewendet auf (17); 

(I7a) f 

lat die rechte Seite gleich Null, d. h. lto=?0, so muß auch 

und weim*tto4;0 so'muß auch «4=0 sein. Da«;ist abo vdedet der 

oben ahgel^tete ÄhäHungssatB. 

8ohik«|^r> i;4!||wfmeh. , ,, , 
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182. Erhaltnng der Wirbellinien. 

< «r ^ 

Wir wollen jetzt 5rvv’ei Teilchen betrachten, die zur Zeit auf der 
Eotationsachse Kegen. Ihre Anfangskoordinaten seien (o, c) resp, 
(a + da, b + db, c+dc). Die Verbindungslinie derselben ist nach Vor- 
aussetzung die Rotationsachse, und deren Richt^ngskosinusse sind dahei 
offenbar gleich 

* da,db,de 

yd'a^+db*'+ de* ’ 


also proportional den Größen da, db, de. Daraus folgt die Proportion 

(18) daidbidc ==po:%:fQ. 

Dem^; diese drückt [vgl. z.B. Gleichung (*21) des X. Kapitels auf pag. döOj 
aus, daß die Richtung der Rotationsachse in die Verbindungslinie Aw 
beiden Teilchen fällt. Aus (14) folgt nun: 

(19) 

d. h. unter Berücksichtigung von (18): 


A : B i C ^ da : db i de • 


Also können wir schreiben, wenn ö (‘inc* unendlich kleine Konstant* 
bedeutet: 


I d • ^ da, 

(20) d-ß = d6, 

I d-C^dc, 


Diese Werte A , D, C wollen wir in die Helinholtzschen Wirbelgleichungt n 
(1^ einsetzen: 


( 21 ) 


±(I 

H 


. “T“»’ 


tmd ‘d«ri^ folgt die (18) analoge Proportion : 

( 22 ) ^ , piq:f = dx;dy:dz, 

deren phTnkaUsohe Bedeutung Idcbt zu verstehen Wt^ Denn die bfidm 
FldsügMtBteileben (a, h, e) und {a+ddi die w l e"' 

zur Zeit 0 betr|M}btetent haben jetzt ztir Zaif t dbä^lEÄir^nateji (*> j/> 
und {x4-^t y+dyf ihre VerlMndaBfpüpiÄ hat abo BjchtiuiK^- 

kosinozze, die den IMerentiakn dx,^y, <ijyn^i^«ii%ind. DeDigeni<i .> 
sagt 6y«hung (22) «M, daß di4>tä|| 
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noch auf der , Rotationsachse liegen. Also folgt allgemein der 
Satz: „Liegt ein Teilchen zu irgendeiner Zeit auf der Rota- 
tionsachse,^ so liegt es stets auf derselben“. Wir wollen nun 
Kurven von der Beschaffenheit ziehen, daß ihre Tangente in jedem 
Punkte mit der Richtung der Rotationsachse in diesem Punkte überein- 
stimmt. Diese Kurven heißen nach Helmholtz „Wirbelachsen“* 
oder „Wirbellinien“. Dann kann man den oben bewiesenen Satz so 
aussprechen: „Die Wirbellinien bestehen stets aus denselben 
materiellen Teilchen“, oder: „Die Eigenschaft einer mate- 
riellen Kurve, Wirbellinie zu sein, bleibt für alle Zeiten er- 
halten“. 

Wir wollen diesen gleichfalls von Helmholtz herrührenden Satz 
als den „Satz von der Erhaltung der Wirbellinien“ bezeichnen. 


183« ZeitUohe und räumliche Konstanz der Wirbelintensität. 

Quadriert und addiert man die Gleichungen (21), so folgt aus ihnen: 

+ 9 » + j“« = -J-Cdir* + d j/* + 

und wenn o) der Betrag der resultierenden Rotationsgeschwindigkeit tt 
und dx^ + diß + dz^ ein Längenelement der Wirbellinie bedeutet: 

(23) ‘ w = 

Wir wollen nun durch alle Punkte der Berandung einer unendlich 
kleinen Fläche die Wirbellinien ziehen. Dann entsteht (Fig. 226) ein 
röhrenförmiges Gebilde, dessen Mantel aus lauter Wirbellinien besteht 
und dessen senkrechter Querschnitt an der betrachteten Stelle / sein 
möge. Ein solches Gebilde nennen wir einen „Wirbelfaden“ oder 
„Wirbelkanal“. Grenzen wir ein Stück des Wirbelkanals von der Länge 
ds ab, so ist die in demselben eingeschlossene Masse =efd8y die natür- 
lich zeitlich unveränderlich ist. Also haben wir die Gleichung: 


Daraus folgt, wenn wir Gleichung (28) auf beiden Seiten mit f multi- 
plizieren, da d eine Konstante ist: 


(24) 




oder o)f gleiah einer. Konstanten in bezug auf die Zeit. 0. h.: 
. „D&8 Produkt aus der Drehungsgesohwindi^keit und dem 

' ' 53 * ' 
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Querschnitt an einer Stelle eines Wirbelfadeixs ist von der 
Zeit unabhängig.“ 

Für dieses Produkt hat He Imholtz den Namen „Wirbe|intensität“ 
eingeführt. . 

Man kann noch weiter beweisen, daß die Wirbelintensität auch längs 
des ganzen Wirbelkanals eine räumliche Konstante ist. Wir ^trachten 
ein endliches Stück des Wirbelfadens (Fig. 227). An dem einen Ende 



seien Rot^tionsgeschwindigkeit und Querschnitt ct>i resp. /j, an (Um 
anderen und Nun sind die Komponenten der Rotationsgesch'wiudicr- 
keit definiert durch Gleiclnmg (1): 


2;^ = 


dw dv 
dy öz 


rt . Bu 6w 

^ dz d X 

2t ^ J“. 

0Z dy 


Differentiieren wir diese der Reihe nach nach x, y, z und addieren, so 
ergibt die rechte Sf?iie den Wert Null, weil die Divergenz eines Rotations* 
Vektors stets gleich Null ist; also: 


(25) ^ • ' div« « ~ » 0. 

’,.'** *^ v- ..if» ' J 

Diese Gkichtmg nwHiplizieiren wir mit einem VolumeKment dr 'iH'I 
integrieren über den oben abgegrenzten Baum des Wirbelfadens: 

(25a) ^ J^div« dr <m 0,. 

Wendei^hnan d'a^nf den Gnussschen Säte ^ j[XI. Knpit^l GleicboBR 
und (^’ an( pag. 602], so folgt, wenn h die innere teid ’o die U er 

tläcbe* de# betracl^eMn Baumes bedenliete 
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(26) J^U,^d(T = 0. 

Dabei ist die Normalkomponente der Eotationsgeschwindigkeit. Für 
den Mantel des Wirbelkanals, der aus Wirbellinien besteht, ist nun tt„ = 0, 
da die Wirbellinien parallel der Rotationsachse gerichtet sind. Es bleiben 
also von dem Integral (26) nur die auf die Endflächen und bezüg- 
lichen Teile übrig. Das gibt, da und | ttJg — Wg wegen der Klein- 

heit von fl und /2 aus dem'Integialz(‘ichen heraustreten : 

fl + ^^2 /2 = 

Jetzt wollen wir die Normalen nicht mehr nach innen, sonderi^ in einer 
festen Richtung längs des Wirbelkanals rechnen; das konmit darauf 
heraus, daß wir etwa die in Fig. 227 iud)en dem Wii belkanal eingezeichnete 


Fig. 228. 



Normale N benutzen, die mit der Normalen von fi übereinstimmt, dagegen 
mit der von /2 den Winkid n bildet. Dann haben wir das Vorzeichen 
des zweiten Gliedes der letzten Gleichung umziikehien. also folgt: 

(27) Wi fl (Og /g = Const. 

Ist der Querschnitt nicht unendlich klein, so hätte man statt (27): 

(27 a) Const. 

Damit ist bewiesen, daß die Wirbelintensität längs eines WirbM- 
fadens konstant ist, und damit ist auch der frülier verschobene 
Nachw'eis erbracht, daß die sogenannten „zyklischen Konstanten“ 
(Nummer 175) wirklich Konstanten sind. Auf dieselbe Weise folgt 
weiter, daß ein Wirbelfaden nicht im Innern der Flüssigkeit endigen 
kann. Denn wir haben, wenn wdr (25) über einen beliebigen Teil ^der 
Flüssigkeit integrieren, also a eine beliebige geschlossene Fläche in der- 
selben ist, nach (2'6a) und (26) allgemein: 

(28) .. f{ujd<r = 0. 

Würde nun der Wirbelfaden, innerhalb der Flüssigkeit endigen, etwa 
wie Fig, 228 es a^deutet, so könnte man eine geschlossene Fläche 0 in 
der Flüssigkeit könstruieren, für die Gleichtmg (28) nicht mehn'.gilt." 




^ 1)168 würde für die in der Rgut gezeiobicÄiKtl^^ a der 
jyi ^n^ äa |ür alfe anterhalb des Fadens gelegenen I^te aiteelben 
gjteiob Null ist, wÄbrend es für d^n Teil, der den WirbelfWifen durch- 
schneidet, von l?uÜ verschieden ist. Daher wäre in der Tat JV» du dafür 


von Null verschieden. Da dies nicht der Fall sein kann, so müssen 
die Wirbelfäden stets geschlossen sein oder ihre Enden in 
den Grenzen des Flüssigkeitsraumes haben. In diesem letzteren 
Falle können wir al>er stets dfn Wirbelfaden außerhalb dfer Flüssigke it 
zu einem geschlossenen ergänzt denken, so ilaß nntt*r Hinzunahme dieser 
Raumteile der Wirbel dann wieder ringförmig geschlossen ist. Dann gilt 
^ allgemein der Satz: Die Wirbelfäden sind stets ringförmig - 
schlossen. Folglich ist der Wirbelraum stets mehrfach zu- 
sammenhängend, im einfachsten Falle zweifach zusammenhängend. 

In der außerhalb des Wirl^dgebietes Ixdindlichen Flüssigkeit 
existiert natürlich ein Geschwindiglieitspotential. Der Potentialraun i 
ist der Aiißenraum des Ringgebietes, das von der wirbelnden Flüssigkeit 
gebildet wird, also ebenfalls ringförmig. Man erkennt daht i : 
Potentialrauiii und Wirbelraum umschließen sieh gegen- 
seitig ringförmig. Der Potentialraum ist daher * ebenfalls 
mehrfach zusammenhängend, und das Geschwindigkeit. s- 
potential vieldeutig. Letzteres erkennt man besonders einleuchteml, 
wenn man den Stokesschen Satz auf eine im Potentialgebitd vn- 
laufende, aber das Wirbelgebiet umzingelnile Kurve $ anwendet. Dann 
schneidet jede durch s terandete Fläche S’ den Wirbtdraum, und es ist: 


ö 

d.h. aber, daß <p bei jedem positiven Umlauf um den Wirbt i- 
ring um den Betrag der zyklischen Konstanten 
zanimmt. GeometriHch bedeutet dies, daß auch im Potentialrauin ilie 
Stromlinien geschlossene Kurven sein müssen, da die Zirkulation ja 
von Null verschieden ist. Diese Bewegung ist aber natürlich keinf 
Botationsbewegnng, sondern von der Art, wie die Nr. 176 antersn<iit<’ 
^adimensionalc zyklische Strömung. Man erhält also das Besultut: 
Ein Wifbeliaden erzeugt in der ihn nmgebenden Plüssit:- 
kfit eine wirbellreie zyklische Bewegung. Einen einlacluii 
Fall, der di|» illnstriert, werden wir später besprechen. 


184, Beztimmiiiig to OMChwindiglMitakompoiie&tea<#tul dw^Virbel' 

• - komponenizB.. 

' ' ' . ^ * 

■ Warn die ßesebwindigkeitskomponenfen «, tb .gegeben sind, so 
lasi^xif sich aus ihucn durch DifferentiaÄon, dl h^ d^ch ftets mögli^ »“ 
C^rationen, die Wlrbelkom^nenten 






(29) 


^enn die lej^tefen ijp, i, f) gegeben sind, lassen sich «, Vfiff bestiipaaiiii? ■ 
(^handelt sich dann um fU*s^TTit^m-ot 

' iw dv 
T^-lT 


f)._ßu dw 

2? = -ä7“ a~* ' 


*2^ 


$v 

dx 


du 

äy 


Wir wollen diese unter der Voraussetzung behandeln, daß die Flüssig- 
keit inkompressibel ist; die bisherigen Betrachtungen waren von 
dieser Beschränkung frei. Wir wollen ferner annehmen, daß die Wirbel- 
stellen (co =1= 0) alle im Endlichen liegen, imd daß im Unendlichen die 
Flüssigkeit ruht, d.h. Uoo = Voo = '^f^oo=0 ist. Unter diesen Umständen 
ist die Aufgabe vollkommen .bestimmt. Denn angenommen, es gäbe' 
zwei Lösungen der Gleichung (29) und der oben formulierten Neben- 
bedingungen, die wir u\ v\ w' und w", ic*' nennen wollen. Dann 
wäre von beiden (29) identisch erfüllt: 


2p ^ 


"äy 


d y 

dV* 


usw., 


2p 


d w" 


d v" 
dz * 


usw. 


Durch Subtraktion folgt daraus, wenn die Differenzen u' — u'" mit 
v' — v" mit r^, w'--iv" mit Wq bezeichnet werden: 


(30) 





dz~~' 
dwo 
d'x ’ 

Sy ' 


Dazu tritt die Bedingung im Unendlichen: {Uq~Vq~w^)oo=^0. (30) be- 
deutet aber, daß Wq, Vq, Wq von einem Potential ableitbar sind: 


(31) 


dx » 





pfo 

dz 


Also infolge der Inkompressibilitätsbedingung und der Bedingung im 
Unendlichen muß gelten: 


(32) J(Pq-0, und {(PoU-O. 

Wenden wir darauf den Helmholtzschen Satz an, indem wir da§ Integral 

betrachten, so ergibt diese Untersuchung, die derjenigen in Nummer 176 
ganz mielog ist, ^^ssConst; also: . * 


also: • 


u# * 1^0 — ® » 
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^ 1/*, 

U«stt, t?«r, ID ^ W f 

mit anderen, Worten: Es gibt unter den oben formulierten fie- 
dingungen nur eine Jjosung der Gleichung (29). * 

Die Lösung selbst haben vdr aber bereits im XIII, Kapitel gegeben, 
nämlich in Nummer 131. Dort sind die Verzerrungskomponenten ; 
bestimmt, wenn die Eotationskomponenten p, q, r gegeben sind. Dit* 
dortigen Gleichungen (55) gehen in die unsrigen (29) über, wenn wir 

dort nach t differentiieren. Denn z. B. u = > • • • und p == — . 

^Demgemäß setzen wir wie dort mit Hilfe von zwei liinktionen, die w'ii 
hier sinngemäß durch und ?l bezeichnen wollen, an: 


(33) 


diff 

«= äx- + 


1*5 

^.V 


r 


Byt 


ö*. 

Bi" 


uj = 


Ai. j. 

Bz ~ B X 


ety 
"d z ’ 

d% 

^dx ' 

By 


Hier können wir noch etwas einfacher schreiben, indem wir ih^O nn- 
nehmen und jetzt der Einfachheit halber die Vektorsymbolik verwendt n : 


(84) C = rot«. 

Der Funktion Ä ist wie früher noch die Bedingung aufzuerlegen: 

(85) div« = 0. 

Dann folgt aus (29): 

(86) * J«--2rotc = -2tt. * 


Das ist aber nichts anderes als die vPoissonsche Gleichung, der di<* 
Potentialfunktionen gehorchen; also können wir die Lösung sofort hin- 
.schreiben: 


m 






1 


Z;t J 

1 if ’ 

t 

ZaTj 

fi-dr, 

■h\ 

f-^-dr, 


r^-dr. 


Dabei 8i|td 4ie Integrationen zn erstrecken über dfn Bsuni) in dem < " 
Wirbelkomponenten p, j, f (oder tt) von ' vermhieden sind, ' 
auch äbet d^ gesamten Fltissigkeitsranm, da die ttt>ri|en Tab»‘desselb< n 
nichts *za den hitegralen beitragen. ^ iit» nibst 
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und zwar wie in Nummer 131, ein VektorpotentiaL In (87) ist unter' 
2? der A|)st^nd des Volumeleinenti^s dr von dem Baumpunkte ver- 
standen, fik den It berechnet werden soll, dem sogenannten Auf punkte^ 
Natürlich kann man zu allen Lösungen (37) noch ein beliebiges Litegfal 
der Laplaceschen - Gleichung A%==0 hinzu addieren. Diese hinzu- 
gefügte|i Glieder müssen so bestimmt werden, daß die Bandbedingungen 
des gegebnen Problems befriedigt werden können. 

Aus (37) folgen sofort in. Verbindung mit (34) durch Ausführung 
der geforderten Differentiationen die gesucliten Geschwindigkeitäkompo- 
nenten u, w; man erhält: 



Diese Differentiationen geschehen nach x, ?/, d.h. nach den Ko- 
ordinaten des Aufpunkies. in dem K resp. seine Komponenten berechnet 
und als dessen Funktionen sie dargostellt sind: p, r hängen dagegen 
offenbar nicht von der Lage des Aufpunktes ab, sondern nur B. . Daher 
sind die Differentiationen in der obigen Weise auszuführen. 

Mari sieht, daß zur Lösung der mit Wirbelbildung verbundenen 
hydrod}iiamischen Probleme mehr erfordert wrd, als für die mit einem 
Geschwindigkeifcpotential behafteten. Bei letzteren war die Strömung 
im Iniiern eines Baumes vollkommen bestimmt, wenn die Normal- 
komponente der Geschwindigkeit an der Oberfläche des Baumes gegeben » 
war. Hier dagegen wird die Aufgabe der Wirbelkomponenten j&, g/r “ 
im ganzen Bai^me verlangt. Darin liegt die unverhältnismäßig größere 
Schwierigkeit dieser letzteren hydrodynamischen Aufgabe begründet. 
Anderseits ist hervorzuheben, daß die Angabe der Wirbelkomponenten 
jhqti' nur für einen einzigen Zeitmoment, z. B. f=0, verlangt 
wird; dadurch ist dann die Bewegung für* alle Zeiten be.- 
s tim int. ^Dieses merkwürdige Kesultat kann man sich ohne Bechnung 
einigerma^n plausibel machen, wenn man bedenkt, daß für die Wirbel- 
bewegung in vollkommenen Flüssigkeiten — in reibenden ^Flüssig- 
keiten gelten ja alle diese Betrachtungen nicht — sehr weittragende 
Erhaltungssä^^ tostehen, die Wir in den Nr. 181 bis 183 kennen gelernt 
liaben. Der analytische Beweis -für die oben ausgesprochene Behauptung 
läßt sich fplgenderxriaßen führen: Es seien etwa Pq, ^ 0 , #* 0 , d. h, die Wirbel- 
kompdn^teli für «=^0 im ganzen Baume gegeben.,^ Für f=0 redu^eren 
sich die HelmhultJsa^en Wirbelgleichungen (16), da 



842 Mechanik der Kmtinua. 

fix öy _ < 

¥ir“ T6 “,öe ~ ’ 

Alle übrigen Ableitungen der x, y, z nach a, b, o gleich Null sind, auf 
die folgenden : 

(39) I ?o = 

I tC, , 


Dabei sind die Größen A,B.C von der Zeit unabhängig, also durol. 
Poi%<^o sofort für alle Zeiten gegeben. Durch Po<4of^o lernev. 
wie uir oben bewiesen haben, die Größen u, u, w zur Zeit .f = 0 eindeuti;; 
bestimmt, und damit sind natürlich auch die Größen x=udt, y^vdt. 
z==wdt für den Zeitmoment (0 + df) gegeben. Also kann man für dies. ii 

Zeitmoment die Koeffizienten 'ß'ä’ ~SV 

mit ist nach den Wirbelgleichungen (15), die ja den Erhaltungssat /, 
formulieren, auch p,q,f für die um dt spätere Zeit gegeben. D.anub 
aber folgen wieder durch Differentiation nach Gleichung (1) n.r^w fiu 
und dann geht die Schlußkette von vorne an, imlem man /n 
immer späteren Zeiten vorrückt. Also sind schließlich p, q, r für ein 
behebige Zeit gegeben durch Angabe von Po> füi’ 
beweisen war. 


185. Aoalogian wax Elektrodynamik.') 

Das in der vorhergehenden Nummer behandelte Ptphlem hat ülni- 
gens auch eine Bedeutung für die Elektrodynamik, Denn wenn wir .i. 
Komponenten der elektrischen Strömung (= Strom pro Plächenf'inlu it) 
'jmit Ü,V t W , die Komjionenten des von ihm erzeugten Magnelf. )'!' > 
durch A| M, N bezeichnen, so hängen diese Größen, wie in. der ElelJi"- 
■ 4jnamik gezeigt wird, durch folgende Gleichungen zusammen: 



4 nXJ «■ 
4*F = 
4*JF- 


SN __ 

8y Bt ' 
dA «N 
6 z di* 

8M _ ^A 
Bz by ' 


Integrale dieaer Gleichuxigen; die dM An*lo|j^ i'-" '' ^ 

sii^, ergehen sich durch das fi&mUche Tdrhdtfen (^) 


») Dw Aaftiiger nwg dtttz Nr. beite endfa, 




Wir wollen die 'Analogie in dem speziellen Falle durchführen^^ daß 
wir sehr dünne AVirbelfäden und Ströme haben. Dann können 
wir in (38) setzen dr = fds, wo / den Querschnitt, ds ein Element der 
Länge bedeutet. Ferner hat man offenbar: 

( p = cü cos (s x ) , 

(4‘2)‘ I (j = ü) coH (sy), 

I r = ft) cos ( 5 ^), 

und endlich kami man to/, die längs des Wirbels konstante Wirbelintensität, 
vor das Integralzeichen ziehen. Dann erhält man aus (38): 



i? 1 

Darin kann man noch setzen: —j— = — cos (Äa:), und so weiter, 
so daß rhan sclxließlich erhält: 


U ~ J*|c08(sy)008(Ä2) — C08(sz)c08(By)| — , 

V |^J*| cos (sä) 008(5») — C0S(s»)C08(Bs)| 
H)-|!^J*|c08(s»)C08(By) - OO8(sy)0OS(5»)|^.- ' 

Die Geschwindigkeitskomporienten sind hier darge^tellt ^s^ls Integrale 
über die Leitlinie oder Achse des Wirbelfadens, der als unendlich dünn 
gedacht Jed«^ Längenelement derselben liefert seinen, 1)e8tiinmten 
f Beitrag." Slaü kann sich also vorstellen, daß man ^e Wirkung eines Ele- 
mentes erhält, wenn man das . Integralzeichen rechts einfach lortiäßt. 
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Auf diese Weise erhält man die Gleichungen (45), die die von einem 
Längenelement der WitbeUinie erzeugten Geschwindigkeitskomponenten 
dtt, dVf dw liefern: 



öu « lcoa(si/jcos(Bs) — cos(sÄ)cos(JSy) j , 

d'v t= I cos {Ä^)cos(Ba;) — cos (sa;) cos (B^) j > 

~ [ cos ($a:) cos (Bl/) — cos(st/)cos(B®) j * 


Multipliziert man diese Gleichungen der Heike nach mit cos (s®), cos (si/j, 
cos {S 2 ) und addiert, so folgt rechts der Wert 0; eben dasselbe Besultat 
c^rhält man auf der rechten Si‘ite, wenn man die gleichen Operationen 
mit cos(Bx), cos (B^). co 8 (B 2 ) vomimmt. Es bestehen also die Glei- 
chungen: 


{Su-cos(sx) + <>'r*cos(sy) + d'u)«COS(5 2 ) = 0, 
d'u*co3(Rx]+ <yü*cos(Bi/) + <yu7*cos(B;&)« 0, 


- 'i 

die aussagen, daß die resultierende Geschwindigkeit vom Betrage Sc- 
+ sowohl senkrecht zur Richtung s als zur Blchtnng // 
steht, d.h. die , von einem W'irbelelement ds im Abstande 7» 
erzeugte Geschwindigkeit de steht senkrecht auf der durcli 
s und B gelegten Ebene. Au.s diesem Satze läßt sich wieder die schon 
bekannte Folgerung ziehen, daß die Stromlinien außerhalb des WIiIk I- 
getnetes geschlossene Kurven sind, d.h. daß außerhalb des Wirbels rin 
zyklisches mehrwertiges Geschwindigkeitspotential existiert. 

Den absoluten Betrag der resultierenden Geschwindigkeit de erhält 
man^äus (45), indem man die drei Gleichungen qua<lriert, addiert iirnl 
"die Wurzel zieht. Eine elementare Bechnung ergibt den 'Wert: 

(47) |Jcl = Jc- 


(^nan demselben Gesetze folgt die resultierende nuagnetische Kratt 
dH« ydÄ*+ äTA* + d N*, die durch ein Stromelement von der 
ds hervorgehoben wird. Setzt man in (41) für dr, den Wert fdSf fern' i 
üm^J^to3{sx), V^J*eo»{sy), ir«J*oos(sxt), und zieht „Strom 

stärke“ vor das Integralzeichen, so folgt schUeßUoh in Analogie mit (4o : 


(48) - ^d8 jco8(«y)co8(R^) - coi(*8)co8(By)}, zwei analoae. 

£a4fiehi'4K8teli^ offenbar auch die den Gleitungen (4^) «nd (i' ' 
enteprecheu^ien: \ ^ 

TdAcx>s(<a;) + ^Meos(«}f) + dN«)i|(«4" * 

1 dA^co8(B*)+ #M60i(B4f Qr 
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( 50 )- . 

Diese letzteren Gleichungen drackon das in der Elektrjzitätslehre nach 
Biot und.Savart benannte. Eleimntargesetz aus, welches die magne- 
tische Wirkung eines Stronielein(‘ntc*s angibt. 

Man erkennt aus den letzten Betrachtungen, daß folgende GrößeA 
(l(‘r Hydrodynamik und Elektrodynamik parallel laufen: 


Hydrodynamik 

'1 

;i u, s u 

Vy d V j 

W, Ö 

Öt 1 

p 1 

4 1 

r j 

0) 

Elektrodynamik 

< 

< 

M, ÖM 

N, 5N 

1 

u 1 

V j 

W 

J 


In diesem Sinne entspricht, wie bereits Helmholt z betonte, jedem 
hydrodynamischen Problem ein elektrodynamisches. 


188. L6b6iidig6 Kraft von Wirbeln; magnetische Energie von Strömen.' 

Wir Vi^ollen die Analogie in die.sem Falle noch etwas weiter ver- 
folgen, indem w’ir die kinetische Energie eines Systems von Wirbelringen 
betrachten. Dem entspricht in der Elektrodynamik, da die magnetischen 
Kräfte in Analogie zu den Geschwindigkeiten sind, die sogenannte ma- 
gnetische Energie von Systemen geschlossener Ströme. W^'ir 
betrachten also das Integral: 

(51) L = yJ (u*+ 


das über den gegebenen Flüssigkeitsraum zu erstrecken ist. Mit Hilfe 
<ler Gleichung (34) kann dies geschrieben werden: 


(52) L 




dx 



Diesen Ausdruck kann man schreiben, indem man setzt; 


und so weiter: 

^ - t/{k Ä (“*■ - »«j 

*tT/K(w-lr) + *.(S-w) 


( 68 ) 
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oder, weim man auf das erste Glietl den Greenschen Satz anwendet 
und ün zweiten die Wirbelkomponenten p, q, f einführt: 

L — — —f il, — t) iy cos (n x) + (u% — w VJ cos (•« y) 

(54) + (t) Äj, — u cos (ji z)J dS 

Lassen wir nun die Begrenzung des Baumes ins Unendliche rücken, so 
verschwindet das erste Integral. Denn 91, sind nach (37) im Un- 

endlichen von der Ordnung — ; u, v, w nach (44) von der Ordnung ; 
also werden alle Terme des ersten Integials, da dS nur von der Ordnung 2?“ 
unendlich groß wird, unendlich klein wie Es bleibt also übrig: 

(55) + + 

Dieser Ausdruck kann noch umgeformt werden, wenn man die Darstellung' 
der Komponenten des Vektorputen tials in Gleichung (37) heranzieht. 
Wir sclpreiben, indem wir ein zweites Volumelement des Baumes zum 
Unterschiede von dem in (55) benutzten mit dt' und die dort herrschoii* 
den Wirbelkomponenten mit p\ q\ bezeichnen: 



und zwei entsprechende, wo B jetzt die Entfernung zwischen dx' uml 
dem Aufpunkte, d. h. dt bedeutet Durch die tiubstitution dieser W^erte iu 
"“(55) erhält man schließlich: 

( 66 ) 

In dieser Form erkennt man, daß es genügt, die Integrationen über di n 
Wirbeiranm zu erstrecken, da nur in diesem di^ Botationskomponenti n 
v»n *0, Tefschieden sind. Ist der Querschnitt der Wirbelringe sein 
kMn, kann man setzen: , 

, , dx = ids, dj'^fds’. 

Ferner ist: , * ' 

p =:o}cob{sx); P' ==(o' < m {s' x); df ‘*=dfcoa{tx)i da:'»d«'cos‘(s'a:,i : 
^ = ö) cos (*y); ' = 0 )' cos {$'y)i <iy=fl(«.coS (sy); d^=d^.<m («'>/) : 

f ssa>eo$($z); i^' *=< 9 ' cos («'«); dz^adt-'i^^z); d/ws^'hos (s'rj- 

' '"t' ' . " r, 

Also bann miätt weiter’ schrei bem wenn « 9 / und jft kc^tant sin i. 

vor das Integral^ichen gi^nnmu werden: >» ' 

' ^ ^ 
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eoftaf r flfios (s x) cos (s' a:) + cos (s y) cos («' y) + cos (s z) cos (s' z) 

J J ' ' li ^ 

oder endlich: 


(57) 


L 


B(af(o'f r r cos (» ä') 

2 TT 


ds ds . 
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Lst im besonderen nur ein Wirbelring vorhanden, so beziehen sich fof 
und oi*f auf denselben Wirbel, sind also einander gleich, näm- 
lich beide gleich der Wirbelintensität, für die wir den Buchstaben Ij 
benutzen wollen. Dann ist also: 


(58) 
wo 

(59) 


’itn 


cos (s s')dsds' 


r= ~ T 72 
2 1 ' 


(ios{s s')dsd8' 


gesetzt ist. Sind zwei Wirbelringe vorhanden, so ist der Ausdruck (57)' 
viergliedrig, nämlich von folgender Gestalt (das zweite und dritte Glied 
sind einander gleich und mit dorn Faktor 2 zusammengefaßt): 

(60) + TM. 

Dabei bedeuten und die Wirlxdintensitäten der beiden Binge, 
322 ^11 analog(ui Ausdruck füi’ den zweiten Wirbelring, während 

Ti 2 definiert ist durch: . 

m e r r cos (8, s^)d8jds^ 

(61) = ß 

wo d«! ein Element des ersten, d 6’2 ein Element des zweiten Ringes, R 
ihre gegenseitige Entfernung und (^ 152 ) der Wirbel zwischen beiden ist. 

Die Größen T hängen, wie man sieht, nur von der geometrischen 
Gestalt uncT Lage der Wirbelringe und von der Dichte der 
Flüssigkeit ab; und .T 22 beziehen sich auf je einen Wirbelring, 
Tjg drückt ihre gegensei tig(‘ Beeinflussung aus. Zwei Wirbelringe in 
ein und derselben Flüssigkeit sind also nie voneinander unabhängig, 
sondern stellen, wie man sagt, ein „gekoppeltes“ System dar.. Genau 
die nämliche Form (60) hat die magnetische Energie zweier Stromkreise; „ 
dort werden die hier als T bezeichneten Größen Induktionskoeffi- 
zientengenannt, und zwar Tu und Selbst- 

induktion“, Tia „Koeffizient der gegenseitigen Induktion“.^ 
Die exakte Form der magnetischen Energie. kann nach der Tabelle am 
Schlüsse der vorigen NVimmer leicht hergestellt werden. 

is?« bas logariihmisohe Potential» 

" Wir werden bei der Uijtersuchung der folgenden Nummer auf die 
Gleichung geführt werden: ^ 
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die offenbar das zw'eidimensionale Analogoj^ der Poisson- 
schen GleicTiung des Potentials ist. In Nr. 127 haben wir für die 
dreidimensionale Gleichung das vollständige Integral hergestellt und 
haben jetzt dasselbe für den zweidimensionalen Fall zu leisten, um das 
Problem der folgenden Nummer bewältigen zu können. Wir gehen dazu 
aus von dem zweidimensionalen Gneensclien Satze, den wir in Gleichung 
(178) des XV, Kapitels* auf S. 708 formuliert ha^n und den wir hier nocli 
einmal anschreiben: 

(63) Jtt JvdS — JvJudS = ^ ““ ^ 4^) 


Dabei sind UyV zwei ‘ eindeutige stetige Funktionen von x und y, S eine 
der a;y-Ebene ungehörige Fläche, s ihre Berandung. 

Wir gehen genau so vor, wie im dreiditnensionalen Falle, d.lu wir 
suchen uns zunächst eine solche Lösung der zweidimensionalen La- 
placeschen Gleichung: 


(64) 


Öa?* dy* 


0 , 


die an einem beliebigen Punkte (Xq, des Integrationsgebietes in ge- 
wisser Weise unendlich wird. Eine solche Lösung ist: 


(65) 

wo 


(f = log B, 



B* = (i-aro)® 

+ iy- 

■VoY 'St. 

Denn es ist: 




da 

z 

dtp 

« *' • 

dz “ > ’ 



5*^ 

: » o ** . 

d*q> 

1 

dz* JS* B* 

dy* 





also wirklich; 


(Ä-+ 


Diese Funktion wird an der Stelle If^lh logarithmi^cli 

unendlich. Nun wfthlen wir im Greenschen Satze (63) für v dh>i' 
Lösung iog Sf während wir für u die gesuchte Funktidn '9 
;^ehung (62) einsetzen* Da aber^ log B in dem Punkte {Xq^ ' 

grationsgebietes unendlich wird, so ist dieSCT Punkt durch eine kleim- 
Kreisfläche vom Radius auszuschließen. Die*äbrig bleibende FIarf)( , 
über die integriert wird, heiße nun S*, zu deren Be^enzting nün uatui- 
lich die Kontur des Kreises mitgehöri* Der Greeii#he ^ts4®3) 
dann, wenn e&^JSement des Kreisumfanges dnrc^ fee^icbnet wir( . 

US 


( 66 ) 


-/4 • log f /[?’; 
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; Das erste Glied der linken Seite fällt fort, da im Integrationsgebiet 
J (Idg B) = 0 ist; das zweite wird nach (62): 

’ +ff(xy)\ogBdS\ 

Einer weiteren Behandlung bedürfen nur noch die rechtsstehenden, 
über die Kreisperipherie erstreckten Integrale; beachtet man, daß die 
Normalenrichtung n liier mit der von E zusammenfällt, und alle Größen 
unter dem Integralzeichen sich auf den Band beziehen, so erhält man: 

+ f 9 dk=f<p 

ebenso : 

oder, wenn dk=EQdip gesetzt wd und wir zur Grenze Bo=,0 übefr- 
gehen, wodurch S* in S übergeht: 

Hin = 2ii(p(Xoya); log ^ ^ ^ • 

Die Gleichung (66) de« Gr'e<‘nschen Satzes wird daher: 

ff{xy)logBdS- Jl<p 
oder: 

9 (•*» Vo) “ - „ J/ (* J/) log B ^ ® l?-).** * • 

Lassen wir nun die Begrenzung der Fläche S ins Unendliche rücken, 
so verschwindet in Vielen Fällen das Bandintegral, und man erhält dann 
einfaöher als Lösung von (62): 

(67) 9>(XoJ/,)--T/„//(®J/)logB<iS. 

Diese Funktion wird „logarithmisches Potential genannt und 
spielt bei den zweidimensionalen Problemen dieselbe Bolle, wie der AuS' » 

druck f-^—dr bei den dreidimensionalen. Mit seiner Hilfe läßt ** 

sich das im Folgenden gestellte Problem lösen. 

188. OeradUnige WixbeL 

Als'erste'Anwendung der 'Wirbelsätze wollen wir das zwe^dic^nsional© 
Pröblem beteachtl®. daß die Bejvegung parallel der.asif-Eban^ vor sieh 
geht, und äße (fräßen nur von * und j/ abhängig' sind. Alte' Pi|Eereoi- 
Nationen nach » sind gleich Nril und ebenso die 6 e 8 ohwii^gkei% 3 and 
Kraftkojnponenitehipusltel der xr- Achse. Also 


«4 
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m jr 

und, damit folgt aus (1): 

(69) . J&=a^ = 0, f 


dz 


<p«0, 


Ji. ( ?JL \ 

2 \daf fp) 


Dazu tritt noch die entsprechend vereinfachte Gleichung , der Inkom 
pressibilität: 

(70) ‘ + 


du , ö 
Sx dp 


Wir haben also einen geradlin^n Wirbel parallel der 2- Achse ; die Flüssig- 
keit kann von bis 2^4,00 reichend gedacht werden oder aucL 

durch" Zwei feste Parallelebenen zur icy-El)ene begrenzt werden. 

Wenn man jetzt die Helmholtzschen Wirhdgleichungeu nach i 
differentiiert und berücksichtigt, daß z. B. 


D 

Di 


d X 
da 


d 

da 


Dx 

Di 


du 

da 


ist, und so fort, so folgt: 


(71) 




db 


M 

Di 

p± 

Di 




+ ^7 
+ .C 
+ C 


d u 

Tc 

dv 

de 

ly 

T 


)• 

r)’ 

f).-. 


Aus ^esen Gleichungen folgt dann insbesondere, da le—O ist, daß aueli 
JD ^ 

ist, d. h. daß die Wirbelgeschwindigkeit r eines be- 
stimmten Teilchens zeitlich konstant ist. ^ 

' t^ir gehen nun an die Integration von (69) und (70). Letztere kann 
offenbar durch den Ansatz befriedigt werden, wenn W eine Funktion 
von X und » bedeutet: 

•' f dW ' 

» • 


dW 

dx 


8etz| man diese Werte in (69) ein,- so folgt zur Bestimmung von W (li> 


— 2/, 


(78) 


d«* 




die offenlfur'daa aweidiitensionale Analbgon der Foiaisoliso^nllst umi 
als Lösung Oas in der . vorigen ]^immar eingefo^i^ $logÄ'rlthmisclo’ 
Potential*’ hat. Wir balm deni|gentl6: 


( 74 ) 
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wo B die Entfernung äes Flächenelementes df vom Aufpunkt (zy) be- 
deutet, in dem W berechnet werden soll; r hängt von der Lage Auf- 
punktes nicht ab. Um nach (72) u und v zu bilden, hat hach x y, 
den Koordinaten des Aufpunktes, zu differentiieren und brhält: 


(76) 



m 

dg 

d X 



Jedes Element df des Wirbels ruft also eine Geschwindigkeit hervor, 
die man durch Fortlassen des Integralzeichens rechts erhält: 


du == — 

n 

iJü =• + — 
n 


. r 


R 

r 

R 



BR 
B t 


df. 


Das sind natürlich auch die frschwindigkeiten, die ein unendlich dünner 
Wirbelfaden vom Querschnitt df hervorrufen würde. Wenn man die 
Koordinaten von df für einen Augenblick mit cc und ß bezeichnet, also 
jR*=:(a;— setzt, so ist: 


(76) * 


1 dv= + -U:^df. 


Der Betrag der resultierenden Geschwindigkeit de— ist also: 


äc^--^df. 


cos (Ba;) 


X — n 

R 


cos(Byj == 


du« cos (fla;) + du* cos (By) == 0, 


(77) , 

Fernit ist, da 

ist:' 

(77a) 

d. h. die resultierende Geschwindigkeit im Punkte (xy) «tdht 
senkrecht auf dem von df nach dem Punkte (xy) gezogenen ' 
Badiusvektor. Darads folgt sofort, daß die Bewegung, auch auBef« 
halb des Wirbelzylinders in geschlossenen Stromlinien vor sie^. geht 
(zyklitche Potentialbewegung). i 

Allgenieinere Besultate über die Bewegung melier Wirbelzylindef 
in einei;. ilüffiigkeit erhält man dadurch, daß mnn nd<^ iaimholts ^ 
und Kirchh'qff <J^n sogenannten Schwerpulkt eines^ Systems von* 
geradlinigen Wirb|ilfäden. einfühH. Wir definieren mniu Funkt (19) 
folgendemäßen: ’ ' 

(78) B£fdf - y,Jtäf - 


t 
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oder: 


(78«) 


Jxrdf 


fytdf 


' /rrf/- frdt 

Bezeichnet man f df durch dm, J'i-df ^reh M, so ist die Analogie 

zur Schwerpimktsbestimmung yollkonunen, uhd daher nennt man der 
Pftnkt (i, ^ den Schwerpunkt des Wirbelsystems. Es gilt nur 
zunächst der Satz : „Der Schwerpunkt eines Systems geradlinige! 
Wirbel bleibt in Buhe.“ Denn bildet man die substantielle Ableitung 
nacl^ t in (78a), so folgt: 


(79) 


Dx 


Dt ~ 

Jrät 

Dy 


Dt 

Jräf 


ifu^df, 


Darin setzen vdx für u und t? die Werte nach (75) ein» indem wir ein 
anderes Element mit df tind seine Koordinaten mit {a\ ß') bezeichnen; 
d f ist 'jetzt der Aufj^unkt für dieses Integral tmd erhalt daher die Ko- 
o^naten B ist also die Entfernung von (x, y) und ß*), also 

Das liefert: 


DJt 

Dt 


r 

Jf 


oder: 

entsprechend : 

m 




- 


' .;,Dieso Größen sind abjr Null, wie ans einer Eetrachtnag der Jn- 
hervorgeht. Jedes Element des Wirbels ist einmal als df (uImi 
, ‘^.Aufpnnkt mit den Koordinaten y), einmal^ als df (mit den Kexmii- 
luiten zu nehmen. Bei dieser Vertauschung bleibt der Ausdrurk 




offenbar un^iilndert, aber y—ß^ wird zu (ß'—y); (t~a') 


yn 


' («' — *), d. K wech«^ das Vorsieichen. Zu jedem Gliede der 8a|)mt-n (h<>i 
. gehört ate» ein |^di^große 9 mit entoegengesetztem. Vorzeiciiisn. - 
,lichsiad; ^ ^ ' ■ 

(81) ^ n «SB ff sx 0 , . : 

d’. h. der Sch)K:«^unkt eines Systenas" gö#»dlini|gff> Wit b l 
bleibt in jBub%^ .. 
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Die Ißlbegrale in (78) kömion offenbar als Summen von Integralen 
aufgefaßt werden, die übei* die einzelnen Wirbelfäderi zuerstrecken 
sind. Bezeichnet man ein Element des n-ten Wirbels mif. df^, die Bo- 
tationsgeschwindigkeit an dieser Stelle mit so ist offenbar 4 iac^ {78a): 

/ »'■^/ -J +... + J » 2 / 

, fl/i’df - + fy^idf^ + •••+/ =2/ y^n-^fn’“ 

Jfdf ^ff.df^ +f\df, 


Bezeichnet man die Wirbelintensität J* df^ des wten Wirbels mit 

die Gesamtsumme der Wirbelintensitäten wie bisher 
durch M, so kann man die letzte Gleichung schreiben: 


M = Wi + W 2 + . . . + 


und man erkennt, daß: 


(82) 




f xi'ndfn Jxdyrin Jxdnin 
nin 

f ydnin 


j hdfn J dl 


die Schwerpunktskoordinaten des wten Wirbels darstellen, ' 
Die Koordinaten des Gesamtschwerpunktes kann man daher in der 
Form scjireibtm (He Imhol tz): 


(83) 


J I + wi, + • » » 




nix + 

+ * *•'”*" y» 

j»! + WI3 + • • • nin 


_i:mnXn 

■“ M 


Zm^y^ 
“ Af ’ 


und folglich die Geschwindigkeiten des Gesamtschwerpunktes (ft=^=0): 


(84) 


[ Ä-O 

I - 0 


Wj K| + f«, M* + • • • rrin w« 

U 

mx f j + «t j + • • • fw« % 

— - — ji - 


^*•5, 

TjfT’ 
, ^ ' 


Haben wir es nur mit einem geiadlipigen Wirbel zu tun.'lb reduffl’ey^n 
sich die obigen Summen auf das erste Glied, und es ist: 

.V • 

A« A » Pj« 0, 

d. h.^f^r Sc^w'itrpunkt eines einzelnen Wirbelj^^Ünderji' Bleilot 
in Bu|?e. ' 
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Derselbe liegt, wenn ^ innerhalb des Wirbeb niott das Vor;8eichen 
wechselt, was wir ahnehmen wollen, entweder innerhalb des Wirbels 
oder jedenfalls in seiner unmittelbaren Nahe. In diesem Sinne kann man 
daher angenähert auch sagen, der Wirbel selbst habe keine Translations- 
bewÄgung, obwohl der Querschnitt Deformationen erleiden und also zu 
verschiedenen Zeiten der Schwerpunkt in verschiedenen Teilen des Quer- 
schnittes liegen kann. 

Nehmen wir nun zwei geradlinige Wirbtd, und zwar der Einfachheit 
halber zunächst von gleicher Stärke, (iWj—Wj)*' der Wirbelintensität. 
Dann ist nach (88) für den gemeinsamen Schwerpunkt; 






d. h. der Schwerpunkt hegt mithm zwischen den beiden Wirbelzylindein 
— genau genommen: mitten zwischen den Einzelschwerpunkten — • und 
behält diese Lage auch während der Bewegung derselben bei. Da ferne*! 
nach (84): 

also: 

• 

ist. and da ferner die resultierenden Geschwindigkeiten und c,, die sich 
, die beiden Wirbel gegenseitig erteilen, nach {77a) atets senkrecht zu ihrer 
Yerbindungsiinie gerichtet sind, so ist die erfolgende Bewegung 
eine Drehnng der beiden Wirbel um ihren gemeinscbslt- 
liehen Sehwerpnnkt, wobei ihr Abstand unverändert* bleibt. 
' Die Drehungsgesebwindigkeit ist ferner nach (77) um su 
gr|iBer. je kleiner d.er Abstand der beiden Wirbelzylinder ist. 
■ ‘ Fig. erläutert diesen Sadiverhalt. Diä kleinen Kreisgebiele 
stellen die fanden Wirbel mj und tn, (miscbii) dar, der punktierte große 
Kiäis die Bahn der Binaebch^rpunkte; O'ist der gemeinsame Schwer- 
pppkt (f, der in Buhe bleibt. ' 

Behmen wir in ejnem zweiten Beispiele die Stärtoh der beiden 
Wirbel als entgegepgesetzt gleich an so folgt ans (83) 

*«=y«oo, 

4,6. des '^^emeinsame Sobwerptinhi liegt auf der Vbrläng' - 
rang "der Yerbindangslinie ’d'tr Einzelschwerpunkte ,im Un- 
entiieben. Me Bewegung der Einz^wirbel ist tfun ^e^^hung um 
niigi^Gesamlii^wnr^^ d. hier eine Beweguni Krisen «>>♦ 
etMUi^ grp6(£. Bachen, deren - jDiffereDZ gle|^ ihneu|^te1iin|* 
esnfddi^: nie beiden Wirbel «bewegen »iofc i 

su'ihtef Yerbipdangflii^e yorwartSj wol»e4fdid 
l^arallel bleibt, mit t^er<'i0ejiehwiiidigl(^^ ^. umgekehrt 
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proportional ihrem Abstande ist. Fig. 229b, di© ohne Erläuterung 
verständlich ist, illustriert diesen Vorgang. Die Pfeile in den Figuren 
229 a und 229 b im umgebenden Potentialraum deuten die Bewegung 
der die Wirbel umschließenden Flüssigkeit an. Speziell im Falle der 
Fig. 229b ist in. der zwischen beiden Wirbeln befindlichen Ebene EE 
aus Symmetriegründen die Gesclnvindigkeit der Flüssigkeitsteilchen tan- 
gential zu derselben gerichtet. Man kann diese Ebene daher durch eine 



Fig. 229a. 


Fig. 229 b. 


feste Wand ersetz^*n und hat so auch das Problem gelöst, daß ein W^rbel- 
zylinder parallel zu einer fe.sten Wand sich bewegt. Die Flüssigkeits- 
strömung ist in beiden Fäjlen dieselbe. Der eine Wirbel isi offenbar — 
im Sinne der Methqde der elektrischen Bilder — das Spiegelbild des» 
anderen in Bezug auf diese Ebene EE, 

Die obigen Sätze sind Spezialfälle des allgemeineren, daiß bei^be-^ 
liebigen Wirbelintensitäten sich die beiden Wirbel stets um 
'ihren ^ gemeinsamen Schwerpunkt drehen, mag "derselbe 
zwischen ihnen auf ihrer Verbindungslinie oder auf ,der 
Verlängerung derselben liegen. 

Wir wollen nun, um zu detaillierteren Besultaten zu getanen, 
weiterhin annehmen, daR wir es mit einem kreisförmigell Wirbel^ 
Zylinder vom Radius" zu tun haben. Die Wirbelgeschwipdigkeit f ja. 
im ganzen Innern c^esselben der Einfachlieit halber kornftant*, üii^ 
Aufgabe ist dann, sowohl im Inhenraume des "Wirbels als auch im^AuSen«. 
raum die Gescifwindigkeitskomponbnten u,v zu bestimmen, 
Voratötöetzung, daß Mpo — Voo=»0 und daß für Äf^Bh d. L 
nungslinie des .Wirbel-^und Potentialraumes die tänsenti^n^ 
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digkeiten stetig ineinander übergehen. Ferner werde wat^ooininen, daÜ 
um die Aehse herum alles symmetrisch sei („axiale S 3 rmmetrie ). Unter 
dieser letzteren Voraussetzung erhält man durch Einführung von Polai- 
koordinaten (B,^) aus Gleichui^ (73), da von & alles unabhängig ist: 


(85) 


IZ + liJK 2f. 

dH* ^ R dB 


Gleichung (85) gilt fm den Innenraum sowohl wie für den AußenVaum, 
iiQ letzteren natürlich mit der Speziaüsiermrg e=p:0. Bezeichnet mau 
■ die auf den Innenraum bezüglichen. Größen durch den Index t, die den 
Außenräum charakterisierenden dmrch den Index a, so haben wir statt 


(85) ausführlicher: 

( 86 ) , , 


t<PfF, 1 dW, 
j dB* dH. 
) <P IV. J dW, 
' dU* R dB 


2^ 

0 . 



Für die linke Seite von (85) kann man schreiben: 

IT , l dW d (jfd in . 


also folgt in leichter Itechnung au^ (86) unter Fortlassimg einer belang- 
losen additiven Konstanten: 



I IF,--t‘f’ + B,logB, 
lir.« , ß.logi?. . 



' Uar«^ folgt für die Beträge der tMoItiereoden Omhi^in^keiten . 

Im Itmenrauii^ vrtrde o, für B»0 alieiidßöi «wÖ wÄ was unin ^ 
lieh ist» Ä» dJfl lBRtibelg^lnrindjgk^ * wawi endlidtea kbn^nteo ‘ 
hat; dies fähri 


. ■ - 
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daß, wie es die Aufgabe verlangt, im unendlichen =» 0 wird, also 
ist einfacher: 


{89) 


R; 



' Endlich müssen für ß=i=Ä,, d.h. an d<‘r Oberfläche des Wirbels, 
~ werden : das liefert die zur Bestimmung von dienende Gleichung: 


oder 

(90) B, = r R,\ 


c 



Demgemäß haben wir nach (89) endgültig: 

[ c,. 

1 Ä • 

Man erkennt deutlich, daß wir hier im Außenraum eine zyklische 
Potentialbewegung haben, j[iämlich genau dieselbe, die wir im vorigen, 
Kapitel in Nr. 176 am Schluß behandelt haben. Die Stromlinien, sind 
offenbar Kreise. Das Geschwiiuligkeitspotential 9 ? bat den Wert; 

(92) q) ass r Bj* arc tang ^ -Bi* • ^ • 

Bilden wir z. B. die Zirkulation längs eines Kreises ynit 40*0 Badius 
R > Äj, so haben wir : 

' 2.Tr 



♦ * 

^nutzt man den Wert (92) für 9 ?, so erhält män: 
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Das muß nach dem Stokesw|ien Satae gleich der doppelten Wirbel- 
.intensit&t des un)schl\mgeneii Wirbels: äJVd/ ‘oder, da t konstant ist, 

gleich ^>J’d/=2^jRi*i7r sein, da >8*- Stokessche Sats 

vard al^ in der Tat durch unsere Lösunjg befriedigt. Graphisch wird 
die Gfschwij^digkeit in ihrer Abhängigkeit von B in der folgenden 
Zeichnung dargestellt (Fig. 280), die ohne weitere Erläuterung verständ- 
lich ist. Demselben Gesetze folgt natürlich die magnetische Kraft im 
Innen« und Außenraum eines* linearen Stromleiters. 


189. Bankinei kombinierter WirbeL 

In dieser Nummer wollen wir ein möglichst einfaches Beispiel eiiu*s 
geradlinigen Wirbels betrachten, der in einer freien Flüssigkeitsobertläoho 
endigt. Solche kann man häufig in Wasseroberflächen beobachten, in 
denen sich dann trichterförmige Vertiefungen bilden, die auch im \oll\‘<- 
tound^e als W’irbel bezeichnet werdt;n. Wir wollen zunächst die U m ge bu u g 
des Wirbels betrachten, der ein Geschwindigkeitspokmtial <p zukonmit. 

Für^^den stationären Zustand vereinfacht sich Gleichung (40) «ifs 
XVIL Kapitels auf pag. 778 zu: 

. . , Tl(fc)’+fö)’+(sf)V/-.- 

jpider für inkompressible Flüssigkeiten, die wir voraussetzen: 

w,- 

^ " 1 

Von äpßeren Kräften soll nur die Schwere i^irken, deren Kichtung mit 
der jiegativen Isr^Hichtung zusaminenfaUe; dann ist das G» * 

^ sob^priiidigkeit^potential gehorcht ferner wegen der Inkompressibilität 
^der Fiüssigkeiji der Laplaceschen Gleichung: 

* " -V * ' ' 

(94) , + 

Diew woUea w suf Zyfindwrkoordinat^ (B,>, «) kandormiwen. >' 
erhält der Beähe nach bleibt unverfiiidertj ; ; 

ßatoprMbend ^ Gle^unjj^n 




^irbelbewajung^ 


8ö» 


tgö- = 


- 1 , 


folgt leicht : ^ 


(95) 


Km 


sin & 
R 


= 

\^y)x 


+ 


COS d- 

'~lf~ 


Benutzt'' man dies und bildet ebenso » so erhält manr 

fl Tr H 4i* 


+ 1??; + * a*7- , - 0 

oder einfacher: 

äääI^oI+ä« 


SU , 5> „ 

B*d{t‘‘'^dx> 


Wir wollen annehmen, daß die Teilch(*n außerhalb des Wirl^els sieh 
in kreisförmigen Bahnen bewegen, die in horizontalen Ebenen liegen* 
Dann kann f von R und z nicht abhängen und es ist einfach: 


(97) 


dif^ 


0, 


was unter Fortlassung einer belanglosen additiven Konstanten Uefert: 

(98) ^ « ^arctang|-|-j» 


woraus 

folgt: 

(99) 


für die Geschwindigkeitskomponenten und ihre Eesultierende 


Bx 




4. 

+ 7?’ 




n-»- 


C,= MK'+ V+ w«* = g- 


Der Index a deutet wie vorher auf den Außcnrauni. Demnach folgt au»- 
(98) die Oleichung: 

7+?* + U 

woraus für den. Druck folgt: 

(100) P--«gi 2 - -|-^| + Con8t. 

!« 

die freie Oberfläche muß P gleich einer Konstante^i wetJ^n; 
also erhfüt man folgende explizite Gleichung derselben: 

Const -i* ^ 



‘860 


Mechanift der Kor^nm» 


oder 'weim man z = Betsrt, was eine passende Verschiebung 

des Anfangspunktes längs der Achse* bedeutet: 


( 101 ) 




-j^L 


Betrachtet man z* und B als kartesische Koordinaten, so stellt diese 
Gleichung eine Hyperbel dritter Ordnung dar, die die z'- und B-Achse 
SU Asymptoten besitzt. Durch die Kotation derselben um die Achse 
entsteht die freie Oberfläche. Die Kurve (101) ist in Pig. 231 dargestellt. 



Fig. 231. 


Mfm erh&lt i^so jeine trichterföTtuige Oberfl&cbe; für U^O würde die 
Seoaküng ^ter das Nonnalnivean unendlich tief werden, da nach (100^ 
die^Oesohwindigkeit unendlich groß wird. Man muß also die Umgebung 
dw Stelle JfssO ansschalten. 

4 die s-Achse herum können wir jiun eiqen Wirbel anbringen, 

derartig, daß die GMehwindigkeiten an der Grenze von Wirbel und Pu- 
tentUdraum stetig ineinander übergehen; wir wollen den Wirbel, etwa 
^'bis zum Werte B = Bi gehen lassen. An dieser Stel^ bat die*obi-n 

diiÄutierte Potcaitialbewegu^ nach (99) die GeschwiUdigkeit o. ^ • 

so, groß wenien wir also auch die durch deuj Wirbel erzeugte^. Iimen- 
gui^itwi^dfgkeit «i an dieser Stelle niaolm «|iln«sen. j Nehmen wir der 
lßnf«üMet%,h^ber an, daß ihe Wirbelgeschwindigk^t et koiutant sei, 
so ist die ^sehwindii^'t e, im 4betande B offenbar : » 

, ( 109 ) ■•.ei 5 ' 

* ; ^ 


Wirbelheivegung, 

i'üiiren wir nun ein init dieser W'inkeJjreschwindigkeit (o mitrotieren- 
des Ivoordinatensystem ein, so liaben wir den Fall vor uns, den wir in 
Xr. 166 im XVI. Kapitid behandelt haben. Es gilt insbesondere die 
Gleichung (41) dieses Kapitels auf pag. 741: 

(103) +Sta-~R® = Const, 

Betzen wir P gleich einer Koastanien, so folgt die Gleichung der freien 
Oberfläche : , 

z = Const. + ‘ 

^ .V 

odef auch, wenn wir z durch das nur um eine belanglose additive Kon? 
stante verschiedene z' ersetzen: 

(104) ' = + 

Das ist die Gleichung (änes Kotatioiisparaboloides um die z'- Achse; tür 
B=:0 wird, z' — C^, bleibt also jedenfalls endlich. 

Wir wollen nun die hn<len Di wegungstyiren an der Stelle B — Bi 
aneinandersohlieihn. Die Stetigkeit der Geschwindigkeiten verlangt 

nach (99) und (102): 

für B = B, I c, “ c„ , d. h. ® Bj = ; 

also ergibt sich für die Wirbelgeschwindigkcit der Wert: 

(105) ■ = 

Dies setzen wir in (104) ein und erhalten dami für den inneren Teil der 
freien Oberfläche : 

, A*ß* , ^ 

(106) • + 

Damit endlich (101) und (106) eine einzige, stetig ineinander 
übergehende Fläche bilden, muß sein. 

■ für B - B, I 7 - 2 *' . '!• >> = - “ 2 p.*' ■ 

Für die Konstante C, folgt der Wert: 

C’* p77’ 

und damit wird endlich die innere Oliei fläche. 
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Wir erhalten dann das Bild der Big. 232. 

Diesea Beispiel hat Ennkine zur Illustration der Verhältnisse an 


r 



WaWeWirbeln gegeben. Er hat diese Bewegungsart einen „kombinierten 
Wirbel“ genannt. Diese Flüssigkeitsströraung wird auch dadurch inter- 



Fig.233. 


«HH», w expedimentell leicht hetsi 
WirlkMbid^^e V[ni>d»^ettwindigk«t m 
iih Wizhelmun enttaltene Fl^wiig^eik wi^i“ 

' ‘ "'‘i- 


ist.^Da iaäwliiidb des 
ili/:so rotiert die 
hntl kann 




Wirhdbewegwig^ 
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dah^r auch durch einen solchen ersetzt werden.^) Zur Demonstration be- 
dient man sich der in Fig. 233 skizzierten Vorrichtung, d. h. eines weiten 
zylindrischen Gefäßes AA, durch dessen Metallboden eine Achse BB^ 
vom Badius B eingeführt ist, die in rasche Rotation versetzt werden kann. 
Diese teilt sich der Flüssigkeit derartig mit, daß die über BB befindliche. 
Flüssigkeit dieselbe Wirbelgeschwindigkeit annimmt, und außerhalb der- 
selben stellt sich die vorher besprochene Potentialbewegung von selbst 
ein. Man erkennt dann in dem Flüssigkeitsniveau deutlich die trichter- 
förmige Vertiefung, die in Fig. 233 im Schnitt dargestellt ist. 


' 190. Geschlossene Wirbel (Wirbelringe). 

Sehr viel komplizierter sind die Verhältnisse bei geschlossenen 
Wirbeln, sogenannten Wirbelringen. Von diesen wollen wir nur die 
einfachste Form betrachten, nämlich kreisförmige Ringe. Das Verhalten 
eihes einzigen kreisförmigen Wirbelringes in einer unendlich ausgedehnten 



Fig. 234. 


Flüssigkeit hat bereits Helmhol tz in seiner berühmten Arbeit analytisch 
iflitersucht ; wir wollen uns damit begnügen, die Resultate plausi^l zu 
machen. Zu diesem Zwecke h'gen wir durch die Achse des Wirbelringes 
einen ebenen Schnitt, den wir mit der PapierebenO zusammentaÜen lassen 
wolleuv Dann erhält man das Bild der Fig. 234 und man erkennt, daß ii 
dieser Ebene die Verhältnisse qualitativ so liegen, wie beim zweidimen 
sionalen Problem zweier gleichstarker aber entgegengesetzt rotierende! 
Wirbelzylinder, die durch Fig. 229 b dargestellt »wurden. Daraufi, folgt so 
fort, daß auch ein einzelner Wirbelring nicht in Ruhe seinitann 
sondern in Richtung der Rotation längs der Achse^ vorw^ärts 
schreiten wird mit einer Geschwindigkeit, , die^ umgekehr 
proportional dem Radius des Ringes ist. Die Foi^boweguii^ 
^richtung ist in Fig< 234 durch dqh Pfeif an der Achse angedeutet, ^txn 
mehr kann man auch iid allgen^inen übersehen, wie sich zwei Wirbc 

i ^ ^ 

0 Hi Loreuz, Teohnisohe HydbomeolMiiik 8» 843 u. 304. 



864 ' Mechanik der Koniinua, . 

von derselben Wirbelst^ke verhalten, die längs derselben Achse fort- 
schreiten. ^ Nehmen wir zunächst den Fall, daß sie In demselben Sinne 
* fortschreiten (Fig. 235). Im Falle der Fig. 235 ist der vordere Eing der 
größere, also schreitet er infolge der eben besprochenen Wirkung seiner 
einzelnen Teile auf sich selbst langsamer fort, als der Irintere kleinere. 
Das wird noch durch folgenden Umstand verstärkt: jeder Teil des einen 
Binges wirkt ja jauf jeden Teil des anderen Einges; bisher haben wir nun 
bloß die Wirkung von o auf a' resp. h auf b' und umgekehrt in Eechnung 



Fig. 235. 


gesetzt. Aber es wirkt auch b auf a und V auf a' und umgekehrt. Nun 
verhalten sich aber b und a ähnlich wie zwei ^leichsinm'g rotieren<lc 
Wirbelzylinder, deren Bewegung eine Dn hung um den gemeinsanKü 
2 ^schen ihnen liegenden Schwerpunkt ist; d^selbe ^ilt von b' und n. 
Ziehen wir die Verbindungslinien ba resp. b'a\ so hat die eben be8proch(‘iie 
Kraftwirkxing den Effekt, diese Linien zu drehen, und zwar in dem Sinne, 
daß der vordere Wirbelring noch größ<‘r und der hintere noch klein« r 
wird. Dieser Drehungssinn ist in Fig. 285 durch Pfeile angedeutet. Im 
nämlichen Sinne äußert sich auch die Wirkung von b auf a resp. b' auf a 
und umgekehrt. Infolgedessen wird die Geschwindigkeit des vorder« n 
WJrbelringes immer mehr verlangsamt, die des hinteren immer mein 
beschleunigt, so daß schließlich der hintere den vorderen einholt: d^^^' 
kleinere Bing schlüpft durch den großen durch, 4nd dann 
beginnt das Spiel von neuem: der nt^pmehr vordere, kleimn. 
wird größer .unter glei^zeitiger Verlangsamung seiner Trftnslation * 
geschwindigkeit, der nunmehr hintere wird Weiner unter gleichzeitigt t 
Bescbleunigting seiner Vorwärisbew^ng, bis ^ederum Enholen un i 
]Durchseblüp|en siattfindet, und sb fort/ jbuim unter günstigen Um' 
ständen im Verhalten in der Tat an Baubbringen badbacbten, die gc 
s4faio|:te Baueber zu ei^ugen . 
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Nehmen wir nun den Fall, daß die Einge in verschiedener Eichtung 
der Achse sich bewegen und zwaa* mögen sie sich zunächst voneinander 
entfernen (Fig. 236), Wir nehmen den einfachsten Fall, daß beide Binge 
gleich sind. Dann ergibt die Anwendung der nämlichen Erwägungen, 



daß die Einge ii;ii)ior kleiner werden und sich mit zunehmeü^ 
der Geschwindigkeit voneinander entfernen. Nehmen wir end- 
lich auch den letzten Fall, daß die beiden Einge sich aufeinander zu be- 
wegen (Fig. 237), so erhält man das Eesultat, daß die Einge sich 



erweitern und immer langsamer sich einander nähern, ohne 
sich jemals zu berühren. Sie nähern sich unbegrenzt, der Mittel- 
ebene EEr in der die Geschwindigkeit 0 herrscht, und die daher durch 
eine feste Wand ersetzt werden kann. . Damit ist gleichzeitig das Ver- 
halten eines Wirbelringes bei Annäherung an eine feste ’V^and klarge- * 
stellt/ Er nähert sich ihr unbegrenzt, ohne sie jemals zu berühren, 
SjBbaeler, Lelurbtteh. ^ 65 ^ * 
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enmtert sich dabei immer mehr. Dabei wird, da das V(jlumen des Binges 
wegen der Inkompressibilität erhalten bleibt, der Quetschnitt desselben 
kleiner und entsprechend nach dem Satze von der Erhaltung' der Wirbel- 
intensität die Botationsgeschwindigkeit größer. Alle diese Phänomene 
bann man mit Kauchringen sehr schön verfolgen; 


191. Wiibelfläctaen als Diskontinnitätsflächen. 


Im allgemeinen sind die Wirbel räumhch angeordnet, jedoch kann 
man sieh einen Grenzfall denken, in dem die Wirbel auf Flächen an- 
geordnet sind. Es sei eine dünne Schicht von der kleinen Dicke d g(‘- 
geben. Wir führen ein Hilfskoordinatensystem von folgender Art ein: 
Die z- Achse werde, als Normale der Scliicht in dem betrachteten Punkt« 
genommen, die a:y-Ebene fällt dann mit der an diesem Punkte errichteten 
Tangentialebene zusammen. Dann haben wir für die Komponenten des 
Vektorpotentials nach (37): 



‘dder ausführlich geschrieben, wenn wir die Koordinaten eines in der Sclücht 
liegenden Punktes mit a,, y®, ^o bezeichnen : 






Darin ist die Integration über Zq npr für das kleine Intervall d auszuführeii, 
innerhalb dessen ß, 4, f" und B als konstant bt^trachtet werden dürfen, 
wenn wir den Wirbelraum auf diese dünne Schicht beschränken. Mau 
kmiTi also, schreiben, indem* man die Integration nach z ausführt . 


(lOfe) 




Wir Zöllen nun die Dkike der Schicht d immer mehr abnehnuu. 
gleidhzeitig aber die Größen derartig zunehmen lawn, a 

Produkte . . ^ 

1(109) yd-?, 

endlich blpiben. Gehen wir dann zur Grenze 1- 

wir d.,h, ein Flächenelement' der unendlich dünnen 

Schicht, mit. »o können wn; (108) seteeiben; / 
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Wirbelbewegung. 

Dabei ist B die Entfernung des Aufpunktes {x, y, z), in dem 
berechnet^ werden sollen, von dem Plächenelement dS, dessen 
Koordinaten {xq, yQ^ Zq) sein mögen. Um nun die Eigenschaften der 
Wirbelschicht zu untersuchen, wollen wir den Aufpunkt immer näher 
an die Fläche von einer Seite herandrücken und ihn schließlich durch 
die Fläche hindurch nach der anderen Seite sich wieder entfernen lassen. 
Es handelt sich um das Verhalten von und ihrer Ableitungen, 

die ja- die Geschwindigkeit u,v,w bestimmen. 



Nähert sich der Punkt (x^y^z) dem Punkt (a*©, ^o)> so wird, 

B = 0 und es bedarf einer genauen Untersuchung, was dann geschieht. 
Wir wollen zunächst- den Punkt {xq, y^, Zq) zum Koordinatenanfangs- 
punkte nehmen und gleichzeitig das Koordinatensystem um die ^?-Achse 
so drehen, daß die ic-Achse mit der Dichtung der Wirbelachse im' 
Anfangspunkte zusanmenfällt. Dann ist für diesen Punkt offenbar: 

ja' =j= 0 , f ' = 0 • 

Das diesen Punkt enthaltende Flachenelement liefert also zu den In-^ 
tegralen und % keinen Beitrag und daraus folgt sofort, daß Äy 
und % sowie ihre Ableitungen endlich bleij)en, auch wenn der Auf- 
punkt in den Koordinatenanfangspunkt, d. h. in einen be- 
liebigen Punkt der Wirbelfläche hineinfällt. Ebenfalls ist natür- ^ 
lieh die Änderung dieser Größen eine vollkommen stetige. 

’ Anders liegt die Sache mit Wir schlagen um den Aufpunkt 
(x, y, s) mit dem Eadius B eine Kugel, aus der durch den von {x,y,z) 
nach dS gezogenen. Strahlenkegel ein Element dKt^B^ dtp (dy ^um- 
licher Winkel) herausgeschnitten wird (Kg. 238). Dann ist offenbar; 

dK=^ ±dS cos {Bz ) , ^ ^ 

tmd zwar ist, wenn {x,y,z) auf Seite der positiven z liegt^ wie in 4er 
Kgur, cos {Bz) negativ, da (Bä) stumpf ist, also ist; ^ ' * 

(111) für Ä>0; B® dy =— dS cos (Bä)/ 

Ebenso; ‘ . 

(112) für Ä<0;^ B*dv =4* ^Seos (Bä). 

d5* 
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Der Beitrag dÄ* des Elementes dS, das den Koordinatenanfangspunkt 
enthält, zu Ä, ist nach (110) also: 




RUvf 




2n R cos(Ä») * 

oder, da cos (Rz): ± ^ ist: , 

Läßt man nun 12 zu 0 abnehmen, so sieht man, daß dWa, ebenfalls 
0 wird, also beim Durchgänge von (x,y, 2 ) durch die Fläche 
endlich und stetig bleibt. Genau dasselbe gilt für die Ableitungen 

'Tx'^ "öjf ’ Ableitungen von 11^. nach den tangentiollen 

d V 

Koordinaten ar und y. Dagegen wird dies anders für die Ableitung 
nach der Normalen. Wir haben zunacLst; 




der Beitrag des Flächenelementes dS, das den willkürlichen Koordinaten- 
anfangspunkt enthält, ist also: 


cos [Bz)dS, 


(114) 


und das hat, je nachdem* 2>0 oder ;^<0 die lx?iden Werte: 

I für ^>0: =+ J ^ 

Jjäßt man nnn e von positiven Werten her sicli der 0 nähern, so wird, 
da Hm dip~2n ist: 

und e)ben»o, wnn z sich von negativen Werten her der 0 nähert: 




Also ist, da' die Htnigen Fläcbenelemente za einer Unetotigkcit oder ( n- 
endfiehkeit nicbt^ beitragen können, allgemdn:' ' ‘ 


( 115 ) 




Wirbelbewegung. 
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Nun wollen wir das Yerhalten dor Geschwindigkeitskomponenten zu 
beiden Seiten der Fläche untersuchen; daß u,v,w endlich bleiben, 
folgt daraus, daß alle Ableitungen von % eniiliche Größen 

sind. 'Aber u, v, w brauchen nicht stetig zu sein, d. h. — 

können von Null verscliieden.sein, da die normale Ableitung 
von nach (115) unstetig ist. Wir erhalten nach (34):. 



Setzen wir 

+ v+ = c'J., ]/uL + v'i = ct, cl 


(die Indices t und n deuten auf die tangentielle resp. normale Lage- hin), 
so haben wir 


(117) 


ci - c*_ = 2p, 
c;~cü = 0, 


d.h. die tangentieilen Geschwindigkeiten zu beiden Seiten 
einer Wirbelfläche sind ungleich, oder; Wirbelflächen sind 
Diskontinuitätsflächen, wie wir sie schon im vorhergehenden Kapitel 
eingehend untersucht haben. 

Helmholtz hat alle in diesem Kapitel abgeleiteten Resultate in 
seiner Arbeit über Wirbelbewegung hn Jahre 1858 gefunden; insbesondere 
hat, er auch dort erkannt, daß, da die Wirbelflächen Diskontinuitäis- 
flächen sind, Unstetigkeiten der tangentieilen Geschwindig-- 
keitskomponenten mit den hydrodynamischen Gleichungen 
für eine ideale Flüssigkeit verträglich sind. 

Zehn Jahre später (1868) erschien dann seine im vorigen Kapitel 
gewürdigte Arbeit über Strahlbildung, die auf dieser Erkenntnis beruht. 


192. Bernoullisches Theorem. 

Unter der Voraussetzung der Existenz eines Geschwindigkeitspoten- 
ti^ls haben wir im vorigen Kapitel die Gleichung abgeleitet [Gleichung (40), 
XVII. Kap., pag. 778], 

p 

(118) + lc*+ Jif + fl ^ Const, 

die man als „Druokgleichung“ bezeichnen kann. Für den . stationären 
Zustand geht sie über in 

* p 

( 119 ) - ^ , |c* +/^ ß - Const; 
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Di 6 S 0 Gleichung giH jedoch im station^rcu Fiille auch danu 
^4^ allerdings mit einer kleinen Modifikation wenn kein Geschwin- 
digkeitspotential vorhanden ist. Wir wollen das Element eimr 
Stromlinie mit ds bezeichnen und die Beschleunigung xftn^ desselbt a 

berechnen. Ist die Geschwindigkeit c, so ist die Beschleumgung , 
da ja die Richtung der Stromlinie mit der der .Geschwindigkeit zu- 
sammenfällt. Nun ist aber gemäß der Bedeutung des Symbols ; 

lonx de dcds de .^de 

1 ^ 20 ) sTt-^di^rsdi^rt ■ 

also für den stationären Zustand: 

( 121 ) 


De 

Dt 


de 


Bilden wir nun die Eulerschen Gleichungen [Gleichungen (17), XVII. Kap, 
auf pag. 764] für die beliebige Richtung s mit dem Werte (121) für du* 
Beschleunigung, so folgt: 


( 122 ) 


de 




an 

ds * 


0 


oder wenn wir mit ds multiplizieren und längs der Stromlinie integriert n: 

p 

(123) I c* + ß =■ Const., 

0 


was die gesuchte Gleichung ist. Es ist jedöch zu beachten, daß 
insofern ein Unterschied besteht, als hier die Konstante 
sich nur auf die eine Stromlinie bezieht, und also im all 
gemeinen von Stromlinie zu Stromlinie variiert, während 
sie früher eine Konstante innerhalb der ganzen Flüssigkeit 
bedeutete. 

Die Druckgleicbung (128) ist für die technische Hydrod 3 mamik von 
großem Interesse. Denn bei den schwierigen Problemen, die die Praxi> 
stellt, und die mit den heutigen Mitteln der Analysis nicht bewälti^d 
werden können, hat man sich — nach dem Vorgänge von Daniel Ih r- 
noulli — eine angenäherte Theorie, die sogenannte „Stromlinion- 
theorie** geschaffen. Diese besteht (](arin, daß man die stationäre Balui 
eines jeden Flüssigkeitsteilchens als durch die Erfahrung gegeben anniniiBt 
und nach der obigen Gleichung (117) die Veränderung des Druckes roi^p. 
der Geschwindigkeit längs di^r Badm untersucht. \Nach dem Urhel iv 
dieser Thi^rie heißt (128) das Bemoullische Theorem; Leonhard 
Euler hät aüf dieser Grundlage z. B. eine .^Theorie der Flüssigkoit^- 
Strömung ük Turbinen gegeben. Doch mufi bemerkt werden, daß dioso 
StromUnientheorie keine wissenschaftlich vollständige auch für die 
^axis bereits n|cht mehr genügende ist. 


Neunzehntes Kapitel. 

Reibung von inkompressiblen Flüssigkeiten. 

198. Ableitong^der DilferentialgleichnnKen für reibende inkompressible 

Flüssigkeiten. 

Wir haben eine vollkommene Flüssigkeit dahin definiert, daß die 
Tangentialspannungen Y,, sämtlich gleich 0 sein sollten. Alle 
Auseinandersetzungen des XVI., XVII. und XVIII. Kapitels sind nur 
unter dieser Voraussetzung abgeleitet. In AVirklichkeit jedoch zeigen alle 
realen Flüssigkeiten tangentiale Spannungen, die davon herrühren, daß 
benachbarte Flüssigkeitsteilchen infolge ihrer verschiedenen relativen 
Bewegung Keibnngskräfte aufeinander ausüben. Wir wollen jetzt zur 
Betrachtung reibender Flüssigkeiten übergehen. Daher haben die 
im XVI. Kapitel erhaltenen Gleichungen: 

keine Geltung mehr. 

Wir haben vielmeHlr wieder von den allgemeinen elastischen Glei- 
chungen auszugehen. Zunächst rind die Bew’egungsgleichungen [Glei- 
chung (7), X. Kapitel, pag. 484]: 

Z)</~ dx ' dy dz ^ 

At] - AA 4 , 

Dt ) dx dy dz * 

Du> \ ^ dZr , aZy az. 

Dt ) d X d y dz * 

Zwischen den 9 Spannungskomponenten . . . Z, bestehen die 3 Bela- 
tionen [Gleichungen (9), X. Kapitel, pag. 486]: 

f X, = Y,, 

( 2 ) . ■ 

\ Z, = x.. 

Ferner haben wir die Beziehungen [Gleichungen (10), .X. Kapitel, 
pag. 488)]: . ■ 

( X, = X, 008 (na:) + X^ cos {ny) + X, cotf (n#) 
r, = r, cos (nx) + Yy cos {ny) + Y, cos, (jui) 

Zi^=Z^ cos (na:) -P cos (nj;) + Z, cos (n*)’ 



( 3 ) 
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Im XL Kapitel haben wir diese Gleichtogen dahin ergänzt, daß wir die 
jjrrößen Z,, 7^, Z,, Y,, als Funktionen der Deformations- 
komponenten ar,, 2/y» darstellten. Die analoge Aufgabe ist auch 

hier zu lösen. Die Erfahrung lehrt, daß die Keibungskräfte zwischen 
zwei Teilchen Funktionen der relativen Geschwindigkeiten ^ler beiden 
Teilchen sind. Nun sind aber die relativen Geschwindigkeiten du, dt?, dw 
zweier benachbarter Teilchen [nach Gleichung (4), Kapitel XVII, pag.TßO) 
in der Form darstellbar: 

J analog, 
aw^i 


(4) 


SVL 




-H 


Bv 
d X 


i) 

i) 


di 

d u ^ 

d] 


oder in der Bezeichnungsweise der Gleichungen (7) und (8) des XVIL Ka- 
pitels: 

I S U ^ d X + d y + d 2 + 0 • d X, -- r ‘ d y + q ^ d z , 

Sw ^ ig,* dx + dy + - dz q • d X + p * dy + 0 • dz. 


^Darin stellen die je letzten drei Glieder eine infinitesimale Rotation 
des Teilchens vor, w’olxi t‘S sich wie ein starrer Körper verhält. Bei der 
Rotation eines solchen treten aber erfahrungsgemäß keine Reibungs* 
kräft^ der einzehen Teilchen gegeneinander aiif‘ also scblie&*n wir, daß 
die. Größen X, . . . Z, nicht von den Rotationskomponenten p, q,r al»- 
liängen können. Sie kötmen demnach nur Funktionen der (> Komponenten 
der Deforraationsgeschwindigkeit hab^n also 

anzosetzen: 

/l **) ’» ) i 

); y.«/.{ ); 

Zs-^fsi ); )• 

Wir wollen diese Funktionen /| bis in Maclaurinsche Reihen ent- 
wickeln: in erster Näherung für nicht zu große Geschwindigkeiten kömien 
wir dann schreiben: 




X ^ f (0)4- - f*- * 4. AIlü j. r , . 4 , jUi. j j. 4 ^ i , 

=“ hW + + dy, ^'ir + di. » + Bi, » ^ By. + Ti. ' 


Z.-/,(0) + 

y.- 4t0)+ 

Z.«/.(0) + 


analogen Gliedern. 



873 
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Ist die tlüssigkeit in Buhe, so verschwinden die Größen i-, , , ,z y so daß 
dann bleibt: 

(8) ! = Y;=-/2(0); Z/ = /3(0); 

I y/ = /5(0); Zfr^Uii)), 

lür eine ruhende Flüssigkeit aber ergibt die Erfahrung, daß 
sie sich so verhält, als ob sie wirklich gänzlich reibungslos 
wäre. Im Zustande der Ruhe müssen also für jede Flüssig- 
keit unsere alten Gleichungen gelten: 

(9) ! = V = 2** = P = /i(0) = /.(0) = /3(0), 

I X/ = Y» = ZJ> - 0 = /.(O) = /,{0) = /,(0). 

Diese Gleichungen bestimmen die (J Größen /(O). Wir erhalten 
durch Einsetzen in (7): 




X = 

5/. 



dXx 

(10) 


; Y,- 

Ak 

d»t 



■ 

ö/. 


Setzen wir noch zur Abkürzung: 

(11) x,^-p^x;: v^-i> = Y;; z,~.p = z;, 

so lehren die Gleichungen (10), daß die Größen X/, ly, Z/, X^, Y,, 
lineare homogene Funktionen der Komponenten der Defor-* 
mationsgeschwindigkei t i'^yf/yy sind. 

.Es bleiben noch die 30 Koeffizienten der Gleichung (10) zu be- 
stimmen. Wir tun das in der nämlichen Weise wie im XI. Kapitel bei 
dem analogen Problem, indiuu wir auch liier das Energieprinzip an- 
wenden und seine Konsequenzen für die vorliegende Aufgabe verwerten..., 
Das liefert eine Reduktion der 80 Konstanten auf nur 21. Beim An- 
sotzen des Energieprinzips ist lüi'v zu berücksichtigen, daß die Reibungs- 
kräfte W&rme erzeugen. Bezeichnen wir die kinetische Energie mit'L, 
die potentielle mit 0, die von den äußeren Kräften geleistete Arbeit, 
mit A, die erzeugte Wärme mit Q, so sagt das Energieprinzip aus, daß 

die' pro Sekunde von den Kräften geleitete Arbeit gleioK ist der 
Zunahme pro Zeiteinheit der lebendigen Kraft und der potentiellen : 
Energie + vermehrt um die pro Sekunde erseugte.W&oaie 

4t - 1 Ürn die Hechnung möglichst zu vereinfachen, wollen wir «n- 
nehmen, Maß keine Massenkräfto auf di^ Flüssigkeit wirke«* 



874 


Mechanik der Kor^nua. 


sei die Flüssigkeit inkompressibeL Dann ist X=!Y=Z = Ö, und ferner 
verschwindet die potentielle Energie 0. Dann ist also: 


( 12 ) 


dA 

di 


dL 


dQ 


dt + dt 


dA 


Die Arbeit wird nur von den Oberflächenkräften X,, geleistet 

und ist daher, wenn die Oberfläche des von der Flüssigkdt eingenommenen 
Baumes mit S bezeichnet wird: 


(13) 


/ds!x„« + y.c + z„u>i. . 

Die kinetische Energie ist 

= J* (u* 4- , 

Also die Zunahme pro Sekunde: 

/ij\ dL I* f Pu , Dv , Dw \ , 

^•^^5 “ j M“ "^1" + • 

Wir haben also nach (12): 

Jds{X,u’+ l\v + w} = Je (« + V + tv-i,r)dT + 4r 


D u 


. Sfetaen wir nun in dieser Gleichung an Stelle von £ < » • • • "i*'' WeVle 

ans den Bewegungsgleichnngen (1) ein, wolxi X=^Y =Z=0 genommen 
werden, so folgt: 


(15) 


fdSi,X,u + Y^v + Z,u>] 
rr idx, , dx, , bx. 

‘-Jl«(Tr + -^ + 


dy 


^•(4 


BY. BJ, 
Bx ö g 


+ ij.' 

^ Bz , 


, (B-Z. , BZ, , BZ.\\.^ , dQ 

+ » (tt + -8f + ~B-r}r^ + ST 


Auf dar Huken S«te wollen wir X,, Y,, 2^,^dutch die Werte nach Glei- 
elmng (8) ^setzen; dann folgt links: ‘ ’ 


( 16 ) 


J ä8 {(z,co8(« x) + X,im{ny) + X««(»»)) \ 
+ (r,C08(»*) + y,c08(wy) + y,C08(n«)) 0 
+ (z,eM(«ad + Z,cot{ny) + Z,coa(»#)) i) ? 


nsd hier wenden wir ahf jedes Glied 4«n G«»en8«dii^ an, den^-, 
IblgJ (16) wird: 



(17) 


inkompreasiblen Flüssigkeiim. 875 

+ -sYiX,u) + -f~(X.u) 

+ /* ®) + ^(K^r+-^(Y, V) 

+ + IjiZy «>) + 


Setzen wir nun (1/) in die linke Seite von (15) ein, so vereinfacht sich 
diese Gleichung folgendermaßen: 


dQ 

d 


?- —p’Kii + x.i- + Y,i-: + 

+ z.fe + z,4v + 2.4rl 


dv 

dz 


oder, wenn man die Bezeichnungen 4^- =x^ usw. einführt: 


(18) 


dQ 
d t 


Z,.i,+ Zy- Y.-y, + 


, Setzen wir ddrin noch nach (11) — XJ + P usw., so kann nian (18) 

schreiben: 


(19) 


( ~d^: “ *• 

I ' -/rfr|x;.i,+r;.y,+Y;.i.+z,.i,+3^..y.+z,.i.}. 


Da aber die Flüssigkeit inkompressibel ist, so ist der Ausdruck 

+ -pj- — 0; also folgt weiter: 


( 20 ) 


dQ 

dt 


■Jdt\X:-£, + Y;>g^ + Z:>z, + X^ 




Darin sind die Größen lineare homogene Funktionen von 

r, bis Der Klammerausdruck ist also eine homogene qua- 
iratische Funktion der Komponenten der Deformations-' 
Geschwindigkeit Nun ist die durch Beibung erzeugte 

Wärme stets positiv; nennen vdr daher den negativen Klammerausdruck 
luf der rechten Seite so ist nach (20): 


21) 


dt 



Nach dem Euler sehen Theorem über homogene Funktionen besteht 
iber die Gleichung: ' 


22 ) • ?/ - jlj, + ^ «!. + jli, + + 

jlso wird (21): 


dQ 
di ' 
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lind durch Vergleich mit (20) folgt unter Berücksichtigung von (11): 


(23) 


2 axjs y 


1 ö/. 

2 b x/ 


Y p L ^L.* V 5= — • 

7 _ J:. — J-. * y — ^ ^ / 

~ ^ 2 di/ ¥di/ 


Da eine homogene quadratische Funktion von 6 Variabein 21 Koeffi- 
zienten besitzt, so stecken diese sämtlich in (23) drin; aber da die Flüssig- 
keit ein isotroper Körper ist, so köimen wir wieder die nämlichen 
Symmetriebetrachtungen anstellen, wie Ixü. dem elastischen Potential 
in Nummer 114 und erhalten schließlich analog der Gleichung (42) des 
XL Kapitels (pag. 512), wenn X und p' Konstanten sind: 


/ = + ij*+ /*'(^.*+7V+ *v+|.v,>+ 4 V+ yV) ■ 


Wegen der Inkompressibilität verschwindet das erste Glied; ersetzen, 
wir ferner den Buchstaben p\ um Verwechselungen mit dem Torsions- 
modul vorzubeugen, durch 2fc, so ist; 


m / » 2k |x.*+ i.* + 1 i/+ . . ’ 


"Demnach sind die Spannungskomponenten nach (28): 






' Setzen wir diese Ausdrücke in (1) ein, so erhalten wir die folg(*nden, 
zuerst von Navier, später von Stokes aufgestellten hydrodynamischen 
Gleichungen für reibende inkompressibln Flüssigkeiten; 


( 26 ) 

vrozn .noch die 



Bedingung der InkompreSBibilitäit 


( 26 »). * 

hinzntritt. 


fl« , ^ , dje 
dx"^ 8 fl*' 


Ö 
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Die GrößoA:nenntnjanden„lleibungskoeffizienten“odergenauer ^ 
den „Koeffizienten der inneren lleibung“, zum Unterschiede 
von der in der nächsten Nummer zu besprechenden „äußerenBöibung“. 
Denkt man sich Gleichung (26) durch e durchdividiert, so tritt rechts 
k 

der Ausdruck -j auf. Von diesem Verhältnis hängt der Verlauf der Er- 
scheinungen ab. Diese Größe ist daher von Maxwell mit einer besonderen 
Bezeichnung belegt worden: „kinematischer Keibungskoeffizient“. 

Aus (25) ist zu entnehmen, daß 2fc die Dimension eines Druckt, 

uäniUch [MI-> T-*], hat. Da die Dimension [?->] hat, so findet 
man für den lleibungskoeffizienten k die Dimension: 

(27) [/c] = [ML“-'T-']. 


194. Oberflächenbedingungen . 

Zu den Gleichungen (26) treten noch Bedingungen für die Ober- 
flächen hinzu, d. h. fih diej(*nigen Flächen, in denen die Flüssigkeit an 
andere (feste* oder flüssige) Körper angrenzt. Eine dieser Bedingungen 
kann sofort angeg(‘bon werden auf Grund der nämlichen Erwägungen, 
die in Nummer 172 angestellt wurden: Die Normalkomponenten 
der Geschwindigkeiten zu beiden Seiten der Fläche müssen 
gleich sein. Nennen wir die nach dem Innern der betrachteten Flüssig- 
keit gezogene Normale n, die Geschwindigkeitskomponenten zu beiden 
Seiten der Oberfläche resp. Wj, « 2 » ^^ 2 » «^ 1 » ^^ 2 » so muß sein:^ 

Ul cos {nx) 4- Vi cos (ny) + iCj cos {nz) = «2 (^'^) ^2 i'^V) 

+ MJg cos {nz) , 

was auch in der Form geschrieben werden kann; 

1 

I + (»1 — w») cos (»«) = 0 . 

Diese Gleichui^ kann etwas anders interpretiert werden, was im folgenden 
benutzt wird, «i-w*, Vi-v^, sind offenbar die Komponenten 

der relativen Geschwindigkeit zweier Teilchen zu beiden Seiten 
der Oberfläche. Bedenkt man, daß diese Größen gleichzeitig proportional 
den Eichtungskosinussen der relativen Geschwindigkeit sind, so ist (28) 
nichts anderes als die Orthogonalitätsbedinguhg für die Bioh- 
tung der Normale n und der relativen Geschwindigkeit. 
Diese letztere ist also parallel der Fläche gerichtet. 

Ferner läßt sich leicht zeigen, daß die Größen Z, stetig 

durch die Trennungsfläche hindurchgehen müsse». Denn 
wenn wir die Gleichung (1) mit dr multiplizieren und über ein.unendüoh 
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kleines Gebiet integrieren, das zu beiden Seiten der Trennungsfläohe 
liegt, so ist z. B. für die erste Gleichung (1); 

/• (^ -If) * -/v* +/-«?' ■" +/-Tr • 

Wendet man auf die rechte Seite den Greenschen Satz an, so ist nach 
den Gleichungen (3): 

WO n die innere Normale des unendlich kleinen Raumes t 
bedeutet. Unter diesen Umständen ist das Volumintegral links 
unendlich klein von höherer Ordnung, und es folgt: 

fxjs^o- 

Nun soll der Raum t zu beiden Seiten der Trennungsfläche liegen, etwa * 
wie die Fig. 239 andeutet: 





Fig. 239. 


Bezeichnet man die aneinanderstoßenden Medien durch die Indices 1 
und 2$ so kann die letztere Gleichung ausführlicher geschrielxm werden 
— das Integralzeichen darf fortgelassen werden, da die Oberfläche un- 
endlich kldin ist — : 

Xy^dSi ~ ^ i 

oder da dSisszdS^ bis auf Größen höherer Ordnung ist: 

= 0 , 

Beachtet man, daß die Normale Ni der Normale n der Trennungsfläche 
entgegengerichtet, dagegen mit ihr gleichgerichtet ist, so kann man 
mit Hilfe der Normale n die letzte Gleichung auch schreiben: 

(29) . (XA'«(^)V 

wie zu beweisen war. Bas gleiche gilt natürlich für und , 

Diese Bedingungen reichen jedoch noch nicht aus, um die Bewe^ngen 
der Flüssigkeit völlig zu bestimmen. Die nocb< fehlende Bedingung kann 
vermittels einer* Hypothese gewonnen werden, über d^ren^ Zulässigkeit 
natorlich nur die Erfahrung entscheiden khnn. Die l&aft die auf 
ein Flächenelement dS mit der Normalrichttpig n yrirkt, hat die Kompo- 
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nenten Z^» Wir zerlegen sie in eine normale iin4 in eine tan- 

gentielle Komponente. Die normale Komponente ist leicht zu bestimmen. 
Zunächst ist öffenbar, wenn der obere Index (w) die Komponente nach 
der Normale bedeutet: 

=E„cos(n,B:j; 
anderseits ist* nach Definition der Z , Y , Z : 

Y^ = K„cos{K„,y) , 

COS (K^, z) . 

Multipliziert man diese Gleichungen der Eeihe nach mit cos (nx), cos (ny), 
cos {nz) und addiert, so folgt: 

cos (n*) 4- y„ cos (ny) + cos (na) 

“ ^„{co8(Jir„,®)cos(rea:) + cos {K^,y) cos (ny) + cos (2f„, 2 ) cos (na)} 

= iC,.co3(Ii:„,n) = A'W. 

Also ist die linke Seite die gesuchte Normalkomponente der Kraft K„. 
Multipliziert man diese Normalkomponente mit resp. cos (nx), cos (ny), 
cos (nz), so liefern die entstehenden Ausdrücke die Komponenten der 
Normalkomponente nach den Koordinaten, und zieht man diese 
letzteren Ausdrücke von resp. X,,/ Y , Z^, d. h. den Komponenten der ■ 
gesamten Kraft K„ ab, so bilden die drei erhaltenen Differenzen die 
Komponenten der Tangentialkomponente Nun hatten wir aus 

(28) geschlossen, daß die relative Geschwindigkeit tangential zum. Flächen- 
element dS steht. Ist dieselbe von Null verschieden, so gleiten hier 
Teilchen unter Eeibung aneinander vorbei, die verschiedenen 
Substanzen angehören, während bei den bisher besprochenen Eei- 
bungsvorgängen nur Teilchen eines und desselben Körpers aneinander vor*- 
beightten. Man nennt diesen Vorgang zum Unterschiede daher „äußere* 
Bei bung“. Die Teilchen üben Kräfte aufeinander aus, die wir proportional 
ihrer Eelativgeschwindigkeit annehmen. Dieser Kraft muß durch die- 
tangentielle Komponente K/> der Oberflächenkraft das Gleichgewicht 
gehalten werden. Bezeichnen wir eihe zweite Eeibungskonstänte mit 
Äj, die sogenannte „Konstante der äußeren Eeibung“, ko haben 
wir folgende Bedingungen: 

i - {-X, cos (n x) + Y„ cos (n y) + Z„ cos («a)} cos (n*) - fc* («, - «,), 
j y» — {-X» cos (nx) + Y, cos (ny) -f Z„ cos (na)} cos (ny)^» (»j -- r,), 

' c°8 («®) + cos (ny) + Z„ cos (na)} cos (na) => (», — »,). 

In weitaus den meistoi Fällen hat es sich gezeigt, daß man k als u'n-' 

endlich groß annehmen kanp. Gibt man dies zu,' so fotet ans (m 
Spezieller: . «o 

t?,; Wi = w,; 
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d. h. zu beiden Seiten der Oberfläche befindlkhe Teilchen 
haben keine relative Geschwindigkeit zueinander, sie, haften 
also aneinander fest. Sind im speziellen Fall die außerhalb der Fläche 
befindlichen Teilcheö in Buhe (wj=i’g=u’s,»=0), so müssen die inner- 
halb es ebenfalls sein. Wir werden im folgenden stets die Voraussetzung 
unendlich großer äußerer Reibung machen. 


195. Allgemeine Folgemilgen. 


Die Gleichungen (26) lassen sich zunächst in eine andere torm 
bringen', die aufs deutlichste den innigen Zusammenhang zwischen dei 
Entstehung v^n Wirbelbewegungen und der Reibung zeigt. Schreibt 
man die substantiellen Differentialquotienten ausfülulich, so lauten die 
Bewegnngsgleichungen einer zähen Flüssigkeit; 


(32) 



Bu , Bn 

“ä7 + *’ä^ 


w 


dtt 

Bx 

Bv 


Bv , \ 


n 


Bx 

Bw 

Bx 


+ '5j; + “5 


1 - 

a- 


tX — -b hdu, 

tZ — + kAw. 


• Xim bestellt, wie man leicht sieht, gemäß der Definition der Koni|M)- 
nenten der WirbeJgesch^intligkeit, folgende Identität: 


du , Bu 


\qw 


2f‘v + v 


Bv 

Bx 


+ w 



der »ich noch zwei analoge anschlie&m. Setzt man diese in (32) »in 
folgt: 

BP 


(88)’ 




BP 


lY- 


+ fc Je, 


, , , -.Z-'f + iJ»- 

NefaflaeQ'nii: ntm an, daß die äifßeren Kfättr Xi Y, Z swh aus tiuon 
Potestiät Ü »bleiten, and führen wir die l^kÖün C =* ~ wieder ein, 
SO könneti diese Gl^obnngen gescturieben ^erdenV^, ,, 
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du I o • o • I k j 

-jj. + 2qw-2rv = --^ + -Ju, 


( 34 ) 


^ + 2pv-2qu + 
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wobei X definiert ist durch: 

(35) . Z - ^ + U + \{u^ + 

Diffetentiiert man die erste Gleichung (34) nach y, die zweite nach x 
,und subtrahiert, so fällt x heraus und man erhält die folgende Gleichung, 

wenn man berücksichtigt, daß =—2/* ist: 

Br Bq . Bic Br . Bv .. Br . Bu . 

_ — ^ - w — q-^ h -TT " t; + + "i“ u + - “ ^ 

dt dy By dy ‘ 


dy 


dx 


Bx 


Bp Bw . k ^ . 


und durch entspiochendo Behandlung der übrigen Gleichungen (34) 
zwei analoge. Diese sind großer Vereinfachung fähig, wenn man die 
beiden Gleichungen berücksichtigt: 


(36) 


Bu . Bv ^ Bw ^ 


Bx 

dp 


Bx 

Br 


+ 

dx ^ dy ^ dx ~ ’ 


z. B. wird die letzte Gleichung nacheinander: 


Br . Br . Br 
dt 


I 

-"’Ui 


dp di 


+ 


oder; 


'(• 




Bx 


^y} 


+ f- 


Bu 

Bx 




, öl* , . du du> , . dw , „ . 


Bt 


Zwei analoge Gleichungen erhält man durch zyklische Vertauschung, 
denen man schließlich durch Einführung des Symbols ™ der substan- 
tiellen Differentiation folgende Form geben kann: 


( 87 ). 


Dp 

Di 

’^Dt 

Dr 


Bu 

Bx 


Bu 


Bu 




Bv 

Bx 

Bw 


By 
^ Bv 
öy 




Bx. 
^ Bv 
Bx 


JÖV 05- + ^ 


+ ^ö 5 r + 


By 


Af. 


S^hftfliar, Lahibuoh.' 


Kk 
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Die Änderung der Rotationsgeschwindigkeit eines identischen Teilchens 
setzt sich nach diesen Gleichungen aus zwei Teilen zusammen, die wir 
mit ^ und ~ L>ezeichnen wollen. Unter “ vorstcdien wir; 




Dip 


d u 

+ 

. du 
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Die Gleichungen (38) liefern die Zunahme der Rotations- 
geschwindigkeit in einer reibungslosen Flüssigkeit, die Gh i* 
chungen (39) diejenige, die infolge der Reibung hinzukoninit. 
Denn die Gleichungen (38) sind äquivalent denjenigen, aus denen im i- 
hergehenden Kapitel die Konstanz der WirlxdinUmsität gefolgert wm.l*. 
Für reibende Flüssigkeikm kann offenbar diest/r Satz im allgenu int m 
nicht mehr gelten. Vielmehr ist diia Entsttdien und Vergehen \< ii 
Wirbi^ln gerade auf die Rei!)ung zurückzuführen/ Kur, in spezidliu 
Fällen kann der Phnfluß der Reibung allgemein verschwinden. I>it< 
ist nach (26) offenbar der Fall, wenn; 

(40) ' = Jr==: Ju;==0, 

Dagegen verachwindet der Einfluß der Reibung auf die Wirln l- 
bewegung nach (87) und (30) btueits dann, wenn die Bedingung m- 
{filii ist: 

(41) Jp -- Jg ^ Jr 

Sind die Bedingttngen (40) erfüllt, so sind natürlich auch die Gleicljun^^ n 
(41) befriedigt; aber das Unigekehrte braucht nicht der Pall zu 

•"Är 

IM. .PmlMstnhnaiii; innli ein sylindrisdiM Bohr; Poitenillei Gesetz. 

Wegen ihrer komplizierten Isatar sind die Gleichongen (2l>) »»r 
in wnigen Büen bisher integriert worden. Wir bespreclftn einipe <l. i- 
selben, die entweder für die experimentelle Bestünmni^ der 
kemstanten oder für die Theorie’ von hervorragendeni Inter«»«* 

Einer der einfediaten Fälle ist der folgende; Durch ein kreiszylm<Iri«i>' - 
Bohr stri^ «tationftr Flüssigkeit hindurch; wir wohen anuehnrn- 
daB die Geschwindigkeit pwidleFder Achse de| Zylinders so»; 
wir.die vertikale s-Achae, deren positive Bijdiloig Wtf vm» unten m 
oben nehmen, mit der Zylinderachse aBsanmweHdtea. w heißt da», " 
tiasoasO sdn soücn. Penn fo^ »t» der lBkompf^^®t*hediDgwi‘t* 
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“daß auch = 0 sein muß; w ist also nur Funktion von x und y. Diese 

Forderung wollen wir noch dahin spezialisieren, daß w nur Funktion . 
des Abstandes B des betreffenden Flüssigkeitsteilchens von der ;;-Achse 
sein* soll. Nach dieser Annahme herrscht also axiale Symmetrie. Von 
äußeren Kräften wirke nur die Schwerkraft; wegen der bereits getroffenen 
Festsetzungen ist dann X^Y=:0, Z =—g. 

Aus den Gleichungen (26) folgt dann zunächst 4^ = 4^ = 0 , und 

o X a y 


(42) 


£ iZ. _ A j. 

^ B dz 


Nun folgt, wenn die drei unverkürzten Gleichungen (26), in denen nur 
X — Y=0,Z = — g gesetzt ist, der Eeihe nach nach x, y, z differentiiert 
werden und die Inkompressibilitätsbedingung kuücksichtigt wird; 


(43) 


ö’ p , p ö* p _ „ 
a'x* a + ö ** ’ 


die sich hier auf 


52 p 

= 0 mit dem Integral 


(44) 

reduziert. 

(45) 


F az -[-}) (a, 6 Integrationskonstanten) 

Damit folgt aus (42), wenn Ä eine abkürzende Konstante ist: 

dw ^ ® — j 

bx'^ d y'^ h ^ ' ~h ^ 


oder, wenn jetzt die Aimahme achsialer Symmetrie eingeführt wird: 


(46) 


dW^ 


d w 
dR 


1 


IR (Iä) ~ ^ ’ 


die das Integral hat: 

(47) w = A-B^ + ßlogB + C. 

Da in der Achse (B=0) w endlich bleiben muß, folgt Einfacher mit B==0: 


(48) , «>==4^’ + ^' 


wobei C durch die am Bande der Bohre, wo B denWert’Bi aimehmen 
möge, bestehenden Bedingungen zu bestimmen ist. Wir wollen hier 
ausnahmsweise die allgemeineren Bedingungen • (30) zugrunde legen, 
indem wir^ einen endlichen Koeffizienten der äußeren Beibung jb an* 
nehmen; da die Böhrenwand in Buhe ist, so ist «,=®j4=:^=b 0, bbenso' 
nach den Bedingungen der Aufgabe «i=;üj=sO. Berner ist/ da die* 

Zylinderachse parallel der 4f-Bichtung ist, cos (ns) =0: dann Hetert A\^ 
letzte Gleichung (80): 

( 49 ) 
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wenn no^ die Geschwindigkeit für R^B^m der Böhrenwand bedeutet^ 
Nach Gleichung (8) und (25) ist aber niit (49) gleichbedeutend die Glei- 
chung: 

Z, cos(n x) + Zy cos (ny) « — fc cos (n x) + cos (ny) j , 

oder auch, da die Biohtimg von n mit derjenigen von B, zusammenfällt : 

/«r/vv d Wi 

(50) 

Bildet man nach (48) so ist nach (50): 


(_du,\ _ A J. _ 

[rjSjK^R, ~ 




und unter nochmaliger Benutzung von (48): 




r? 3 T> 

4 


Also ist die Konstante C endlich: 

(51) C = 

Demnach ist die Lösung nach (48) und (51): 

(52) «; = -f(B*-Ä,*)- 


Für konstantes B ist also auch w konstant. Die Flüssigkeit, /t i- 
fftUt demnach in zylindrische Schichten konstanter Geschwindig- 
keit. Diese Art von Bewegung nennt man deshalb „Laminar bewegun^* 
Man kamt die Formel (52) einer genauen Prüfung dadurch unteiwerfi n. 
daß man das während einer bestimmtem Zeit, etwa einer Sekmule, aus- 
geflossene Volumen Q l)estimint. Durch einen Kreisring von der Bn iiv 
* dB fließt pro Sekunde Quantum dQ^iTtwRdRf also durch dni 
ganzen Zylinder: 

^ f 

.(63) Q«2nfwBdR,^ 

I) 


■was nach (52) gibt; 



Nun vroUe® w noch nach (45) den Wert, von A durch experimetil. H 
heatinimtwrd 6rd6ra eraeteen. Nach {4A)itt a glei^ dem Druck- 

gradientan; also ^wenn' vir den Druck kq Anfm^ des Zyt^den mit Pr 
am Ende durch P«, und die L&nge des dnrcb I bennchnen, so = 
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l > 


{65) 

■ und folglich A: 

(56) . A 

Damit wird Gleichung (54): 
(67, + 


P. -P, 
kl 


+T?- 


«11 


In vielen Fällen kann man eg gegen — vernachlässigen, oder auch 

durch Horizontallegen der Eöhre die Schwerkraft direkt aussohließen. 
Dann hat man statt (57): 


(58) 


^P | *(P|-Pt) /, ik:, 1\ 
^ »kl 


Pois.euille hat nun in seinen Versuchen sehr genau das Gesetz bestätigt 
gefunden, das man aus (58) erhält, wenn man = setzt, d. h. er fand 
di(^ Gleichung: 


(59) 


^ Ski 


die nach ihm als das Poiseuillesche Gesetz benannt wird. Er fand 
namentlich Ws zu sehr kleinen Werten B (etwa == cm) des Böhren- 
halbmessers Proportionalität von Q mit der vierten Potenz von B 
wie es das abgekürzte Gesetz (59) verlangt. Würde feg einen endlichen 
Wert haben, so müßte das zweite Glied in (58) sich bemerkbar machen 
was bei Flüssigkeiten nie beobachtet worden ist.i) Deshalb rechtfertigen 
die ^ersuche Poiseuilles die Annahme, daß bei Flüssigkeiten ,der 
Äoeffizient der äußeren Beibung unendlich groß sei. An Stelle der 
Gleichung (30) tritt daher die einfachere Grenzbedingung mit fe-'==ob. 
Nachdem dies fe§tgesteUt ist, bietet diese Poiseuillesche „Transpirations- 
methode das bequemste Mittel, um die Beibungskonstante Ä zu be- 
sti^en. Die Tabelle (s. pag. 886) gibt in absoluten Einheiten eine Über- 
sicht über die wichtigsten Besultate. 

Es sei aber gleich hier bemerkt, daß das Poiseuillesche Gesetz 
bei gegebener Flüssigkeit und gegebener Kapillare nur so 

«nterhalb eines „kriti- 


1908) als nicht beweisend ^«XiT (Anrnd. Phys.». 
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St^ 

'1 

)i 

k in gr cm“** sec”"* 

j Temperatur 

Queokailber : . . . 

TI 

0,016421 

17» C 

Wasser ^ . 

. !; 

0,01808 { 


>» ...... 

. •!! 

0,01008 


y, 

!| 

0,00285 

100 

Methylalkohol .... 


0,00813 

0 

Äthylalkohol .... 


0,01770 

0 

Äthyläther ..... 


0,00286 

0 

Aldehyd 


0,00267 

0 

Schwefelkohlenstoff . . 


0,00429 

0 

Benzol ...... 


0,00902 

0 

Aigon 

. ■; 

0,0002104 

0 

Helium ...... 


0,0001891 

0 

Luft 

” i 

0,0001733 ! 

0 

Wasserstoff 


0,0000857 i 

0 


Wir wollen jetzt noch etwas genauer den Bewegungszustaiid (b i 
Flüssigkeit untersuchen. Die Geschwindigkeitskomponenten sind, winn 
wir in (52) k^^co setzen: 


(60) «-0, e-0, w = j (>+ - B;) . 


Daraus folgt sofort, 
Denn es ist: . 


( 61 ) 


daß die Bewegung eine Wirbelbewegung ist. 


2p 


dje 

““ly 




dr 

di 

dt€ 

dx 

Bju 

dy 



0 . 


Die resultierende Wirbelgescbwindigkeit (o ist also: 

( 62 ) 


me simint also proportional mit dem Abstand von der Zylinderacbsc :'u 
und erreicht den größten Wert am Bande (Bs:B|), wo die GeschwiiKii^'- 
keit selbft gleidt NoU wird. Als GJeicbnng der Botationsaobse ergibt li; 


oder: 


p:^s=df.dy^ 

*» 4- p* a» Const. 


^ i ^ ' 

Die Wirbelacbsen sind also konaentrisohd Kreise ihn die 
Die.Botation gebt derartig vor sieb, daß’ das rotierende Teilclun »>' 
der Innenseite sieb so bewegt, wie die H^g]^ Strähnt, .dageg(‘'‘ 
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der Außenseite entgegengesetzt. Fig. 240, die einen Querschnitt durch 
die Eohrachse darstellt, soll dies erläutern: 


Oi 


t05 

Fig. 240. 


Von Interesse ist es noch, die Größe der Eotationsgeschwindigkeit 
in einem experimentell realisierbaren Falle zu bestimmen. Bei einem 
Versuche Boise ui lies war: 

ß, Sri 0,002 cm; 1^2, 5cm; P,- P 2 = 1 Atin.;^ 10«^. 


. Setzen wir in (62) für A den Wert aus (56), wobei ^ vernachlässigt 


werden soll, so ist: 
(63) 


(0 = 


4:kl 


Nehmen wir für Wasser fc^0,01, so ist.: 


63 


10 « 

0,04-2,5 


R == 


10’*Äsec“*^. 


Nehmen wir für B den Wert 0,001, also in der Mitte zwischen der Achse 
und dem Bande, so ist: 

6) = 10^sec~^ 

R a 0,001 

Dem entspricht die ungeheure ümlaufszahl ^ pro Sekunde, 

Bei einem Rohre vom Radius 0,1 cm,' 10 cm Länge und einer Druck- 
differenz von etwa 0,04 Atmosphären würde man analog erhalten: 

' . <w = 10®Rsec“*, 

also am Rande (R=0,1 cm):' 

' 0 ) -= 10* sec”*, 

■ ' . Ä-W 

was einer Umdrehungszahl von •— pro Sekupde entspnoht. 
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197. Stationäre Bewegung einer Engel in einer reibenden Flüssigkeit. 

Wir wollen jetzt den Fall behandeln, daß eine Kugel vom Radius Äj 
sich mit der gleichförmigen Geschwindigkeit — o in einer unendlich 
ausgedehnten Flüssigkeit bewegt. Dieser Aufgabe ist kinematisch gleich- 
wertig — nämlich durch eine gleichmäßige Translation des Koorditiaten- 
systems mit der Flüssigkeit daraus hervorgehend — die andere, daß in 
eine in Paiallelströmung von der Geschwindigkeit + a Ix'griffene Flüssig- 
keit die Kugel eingetaucht ist und dmch geeignete Kräfte festgehalten 
wird. Wir legen den Koordinatenanfangspunkt in den Mittelpunkt der 
Kugel; die ungestörte Flüssigkeitsbewegung sei eine Parallelströmung 
parallel der ^-Achse. Dieser Zustand wird in der Umgebung der Kugel 
gestört, aber im Unendlichen muß er sich wieder hersteilen, so daß wir 
haben : 

(64) Woo=+o* 


An der Oberfläche der Kugel wird die äußere Reibung auf Grund der 
in der vorigen Nummer besprochenen Versuche als unendlich angenommen : 
mithin gilt, wenn wir den Radiusvektor B einführen: 


(65) für A « ; u = t? *= « 0 • 


Endlich nehmen wir an, daß die Strömungsgeschwindigkeiten so kh in 
sind, daß die quadratischen Glieder in den hydrodyna- 
mischen Gleichungen vernachlässigt werden können; fenvr 
sollen auf die Flüssigkeit keine äußtuen Kräfte wirken (X= 0;. 

Dann lauten die Bew^egungsgleicliungen nach (26) nebst Inkoin- 
pressibilitätsbedingung : 

I - — « 4J U , 

üx 


( 66 ) 


~ = fc Je. 
dy 

I .1 


du , 4 , 


0 . 


IKlferentüert man die drei JBewegungsgleichtingen der Eeiho nach 
nach X, y, z und addiert, 80 ist mit Bücksicht auf die vierte Gleichung: 

(67) JP = Ö. , 

Der Druck P ist gem&B dieser Gleichung zu* bestimmen. Integn*!' 
der Laplaceschen Gleichnng |iaben urir schön friUu^ ansführMch Ix- 

s'procheüi; ein sehr ^chtiges ist bekanntlich die Funktion welobc 

der Gleiehnng (67) nberaU mit Ausnahme des üJullpunItes genügt. Die.-'tf' 
IntflgfU würde völlige Syfnnwtrie rings um den Poiikt Null herum liefcni. 
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was aber in unserem O^alle, in dem die Richtung ausgezeichnet ist, da 
die ungestörte Flüssigkeitsbewegung parallel dieser Achse sein soll, nicht 
zutreffen kann. Wir werden vielmehr ein Integral nehmön müssen, 
das der ^-Achse eine besondere Stellung zuweist. Nun ist klar, daß, 

wenn v eine Lqlöng von (67) ist, auch wie überhaupt 

alle Ableitungen von wieder Lösungen sind. Denn wenn wir haben: 


so ist auch 


und endlich 


= 0, 


worin der Beweis für die Behauptung enthalten ist. Bei der Lösung 
d • * 

ist nun die Achse bevorzugt; denn man kann schreiben: 
dip dlt dw X dtp \ 

Wir werden also als Integral von (67) versuchsweise nehmen: 


( 68 ) 


P= 


(i-)’ 


WO a eine l)eliebige Konstante bedeutet. 

Zur Lösung der Gleichung (66) setzen wir folgendermaßen (nach 
Stokes) unter Einführung zweier neuer unbekannter Punktionen (p 
und Wi an: 


(69) 


w 


d(p 


d(p dw 

- ~ . W 5= — J!- 

dx 


W ' 


ex ’ ' dx ’ " e* "’i* 

Aus der Beding(mg (64) im Unendlichen folgt dann, daß: 


(70) 




sein müssen. 

Die letzte dieser Gleichungen w-öllen wir dadurch ejrfüllen, daß wir 
nehmen : . 


(71) 


dx jo 


(töi)oo“0* 


Setzt man den Ansatz (69) in die Gleichungen (66) ein, so folgt zur Be- 
stimmung der Größen (p und 

^ / A 


( 72 ) 


1 

dP 

Ic 

äx 

1 

dP 

k 

dg 

1 

dP 

T 

dz 
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Durch DiffereBtiation dieser Gleichung resp. nach y, z und Addition, 
und Berücksichtigung von (67) folgt: 

^{4,3)+ j(A.^) = 0, oder J = 0 , 

was wir durch die Annahme: , 


erfüllen können. Nehmen wir endlich noch 
(74) ' Jm-i = 0, 

so folgt aus (72) und . (73) sofort: 


(75) 




V 

d z 


Setzen wir nun für P seinen Wert aus (68) ein, so folgt aus der letzh n 
Gleichung: 

J 0^ fjt \ ^ 

^ k d X \ B ) dz* 

woraus sofort 
(76) 

ohne Hinzufügung einer Integrationskonstanto, sich ergibt. Dieser W< i t 
von 1^1 ^verschwindet in der Tat im Unendlichen; er genügt nacli (74) 
auch überall (mit Ausnahme des Anfangspunktes) der Laplacesclnii 
^ Gleichung. Es bleibt noch 9? zu bestimmen. Nach (73) und (76) ist : 

<jv 

¥ 

aufierdem hat iu>ch ded Bedingungen (70) und (71) im Unendlichen 
and ferner gewissen Bedingungen an der Kugeloberfläehe (ß=fii) z» 
genügen, die wir jetzt formulieren wollen. tCj nimmt an der Kug<'I- 

-oberfläche' otfenbar den Wert ~ ■y jj" (6®) (®®) gehoreiit 

daher y dort den Bandbedingungen: 



Wir genügen allen Forderungen der Beibe nach, indem wir f> aiu «lu- 
zeben' Sonunaaden zusammdosetzen. Zunäcitet kann man der Bedin^nun 
im Unendlichen geni^n, indem man in einen Stimmandea 
anfketen l&Bt; also ist 
(79) ' • V 9t 

f' -i- 

Feper wird (77) erfüllt daroh den Sünmandetf i^s: 
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( 80 ) 

Penn es ist 

= 


•t 'SR 
'Zk dz 


~2k dz 


Mithin haben wir für cp aus (79) und (80)': 


q> — az + 


2k 


dB 

dz 


Mit diesem zweigliedrigen Werte von q) ist es aber noch unmöglich, die 
Gleichung (78) für die Kugeloberfläche zu erfüllen, wie man sich leicht 
überzeugen kann; man erhält nämlich z. B. 



‘_a d fxV 

! _ « 

X X 

2k dx / 

II 

1 

'R\ 


was für beliebige Werte z und x auf der Kugelfläche nurk durch a=0 
erfüllt werden könnte, was* aber die banale Lösung 0 liefern würde. Der 
Grund des Fehlschlages liegt darin, daß in dem benutzten zweigliedrigen 
Ausdrucke von (p zu wenig disponible Konstanten vorhanden sind. Wenn 
wir nun noch einen Summanden % zu (p hinzufügen, so darf er die bereits 
befriedigten Gleichungen (70) und (77) nicht verletzen; es muß daher sein:^ 

A 0 ; (9^3)00 — ö f 

und es muß endlich die , 2 - Achse bevorzugt werden. Allen Forderungen 
genügt der Ansatz mit der willkürlichen Konstanten ß: 

(81) 

so daß •wir erhalten: 

Ö — 

(82) y = + + = + 


Mit diesem Werte <p sind in der Tat die Eandbedingungen (78) erfüllbar. 
Man erhält nämhch für u, v, w die Werte: 


/ 5 <jp _ ^ßxx a XX 

dx ~ ~~R' 


(83) 




d y 
dy 
dq , 

er + “’i 






— 
2 k 


R^ 2 k Bf R»' 


2kR 


+ U* 


Die Eandbedingungen (66) liefern also (da x, y, z auf der Eucel 
beliebig variieren können):' , , , ' v . 
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woraus für a und ß die Werte' folgen: 
( 8*1 .{ 


I cc ^ JRya 

\ ^ Ä * 

Damit erhalten wir endgültig für die Geschwindigkeitskomponenten: 
3 St*/ 1 I \ 


(85) 


s Ä,»/ 1 I \ 

“ 4 “ Ä» Iä* 

3 Ä,* / * M S ® / -^1* _L -L „ 

4 ®'ä* (ä*' Ä,V^ 4ÄiÄ‘’ + ^]'^ 


Nunmehr können wir die Oberflächenkräfte X„, V,,, ausrechnen und 
aus ihnen dJe Kraft bestimmen, die notwendig ist, die Kugel an ihrer 
Stelle festzuhalten. Man erkennt schon aus Symmetriegründen. daß, 
weim dS ein Element der Kugeloberfläche ist, 

.. fxjs^frjs^o 

sein müssen. Dagegen ist J’z^dS von Null verschieden. Dafür können 
wir schreiben: 

' Jz„dS<»JdiS|^,cos(na:) + Zj,cos(n j/)+Z,cos(»«)| , 

oder auch, wenn z die Koordinaten eines Punktes der Kugelober- 

fläche bedeuten; 

( 86 ) fz^dS^f^-^{z^-x + Zyy+Z,'zj. 

Mit TTitfe von (25) und den elnm aufgestellten Ausdrücken von u.r.tv 
können Z,, Z^. Z, berechnet und das Integral (86) ausgewertet werden. 
Ihne etwM mühsame, aber elementare Bechnung liefert dann das Kesultat 

für die Kraft K = Jz^dS: 

(8t) ; K = — ßnkRia. 

Wese Oleiehnng ist' von Stokes gefunden worden, der überhaupt als 
erster die Formeln für die reibenden Flüssigkeiten einer systematiBchen 
Untersuchung , unterzogen hat. 

Man Ifftun dies Besultat 'auch so ansdrüoken: ,Vi^nn auf mne in 
ftinnir nnendlicb ausgedehnten ruhender mibenden Flüssigkeit ein- 
gebettete^Kuge) eine beschleunigende Kraft K wirkt, so (plangt sie schließ* 
lieb die aus der obi^n Gleichung zu bereidmende konstante. Geschwindig- 
keit .(--o). * 
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Gleichung (87) ist mehrfach benutzt worden, um den Eeibungs- 
koeffizienten experimentell zu bestimmen. Es folgt, wenn wir die Schwer- 
kraft als wirkende Kraft entgegen der positiven ^-Richtung annehmen: 
^ jFf = — (Af' — M)^, wenn M' das Gewicht der Kugel in Luft, M das der 
verdrängten Flüssigkeit ist. Dann ist 

' ^ (M' — M)j=6;EÄ;Bia, 

oder 

( 88 )' 

' 6 TT jßj a 

Nennt man e' das spezifische Gewicht der Kugel, e das der Flüssigkeit, 
so ist 

M' j M = 2?^^ tp « . 

Damit geht die letzte Formel über in: 


die auch umgekehrt bei bekannter Reibungskonstante dazu dienen kann, 
um aus der beobachteten Endgeschwindigkeit a den Radius B der Kugel 
zu finden. Diese letztere Anwendung spielt in der Elektrizitätslehre, 
eine große Rolle. Die mit (87) erhaltenen Resultate sind bei Berück- 
sichtigung de$ Umstandes,^) daß beim Experiment die Flüssigkeit ' nie 
; unendlich ausgedehnt, sondern durch Wände begrenzt ist, in guter Über- 
einstimmung mit dem nach der Poise ui Ile sehen Methode gewonnenen. 

Man erkeimt übrigens leicht aus (85), daß die Wirbelkomponenten 
folgende Werte haben: 

/QA\ 3 aRig 3 aR^y . a 

(89) ^ = r = 0. 

Die Wirbelacbsen sind also Kreise parallel der x y-Ebene, die resul- 
tierende Rotationsgeschwindigkeit ist: 


= -r«-|rya:* + J/*- 


sie Qimmt also sehr rasch mit wachsendem B ab. 


198. Kleine Transvenalsoliwingangen. 

f 

In einer reibungslosen inkompressiblen Flüssigkeit sind weder 
longitudinale Dilatationswellen, noch transversale Rotationswellen mdg- 
lieb. Ersteres "folgt unmittelbar daraus, daß die Dilatation stets den 
Wert Null hat, letzteres haben wir z. B. in* Nummer 167 ausführlich 

5 Vgl. hierzu, R. Ladenburg, Am, d. Phjs. 2S, peg. 447, 1907- 
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sprochen. Dagegen sind in reibenden ink'ompressiblen Flüssigkeiten 
transversale Wellen möglich, zu deren Untersuchung wir jetzt über- 
gehen wollen. 

Wenn wir nur kleine Flüssigkeitsgeschwindigkeiten ins Auge fassen, 
so können wieder die quadratischen Glieder vernachlässigt werden und 
wir erhalten imter Ausschluß äußerer Kräfte nach (26) unter Hinzu- 
nahme der Inkompressibilitätsbedingung: 


(90) 


6 u 
6 1 

o V 

dt 

dw 


6 X 

dP 

dP 


•f kJu, 

4- kjdv, 


*xr = --äT + 

O U r V ^ ^ 

B X c y Bz * 


Nehmen wir z. B. der Einfachheit halber an, daß u = und u außer 

von i nur noch von der i/-Koordinate abhängig ist, so geben diese Glei- 
chungen: 


(91) 



BP 
“a y 


BP_ 

B X 


+ k 


B*u 
B * 


BP 

dz 


0 . 


,Die erste dieser Gleichungen kann geschrieben werden: 



6 j Bi* u 

1 1 r y* 


BP 

’bJ^ 


und da die linke Seite nach Voraussetzung eine Funktion von i und ?/, 
die rechte Seite nach der zweiten Gleichung (91) nur Funktion von j 
so müssen sowohl die Hnke als auch die rechte Beite gleich einer Iv>ii- 
Btanten. (oder Funktion von i) sein, die wir, olur^ der Allgemeinheit '/vi 
nahe zu treten, gleich Ö nehmen dürfen. 'Wir haben also: 


(92) 



du , d*n 


0 . 


Aas. der ersten Gleichang folgt, daB P höchstens eine Funktion von t 
allein sein kann; die letzte Gleichung zeigt an, daß eine besondere Art 
von Wellen möglich ist. Betrachten wir zeitlich rein periodische Vor- 
gftnge, so haben wir zo setzen: 


( 93 ) 

was liefert:, 

( 94 ) •’ 


mint 
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Machen wir zur Integration den Ansatz: 

(95) = 

wo 0 eine geeignet zu bestimmende Konstante ist, so folgt: 

(96) ’ 

Nun ist aber 

also yi == == |/^(1 4- i); 

also nach (96): 

(96a) ±j/|f-(l +i). 


Nach (93) und (95) folgt dann für u: 




oder mit zwei willkürlichen Konstanten A und B: 




u — Ae 




2k ' 


oder unter Beschränkung auf den reellen Teil: 


(97) u 



+ Be 



cos 



Dieser Ausdruck stellt Wellen dar, die sich längs der i/- Achse mit variabler 
Amplitude fortpf lanzen ; die Kichtung der Geschwindigkeit u steht senk- 
recht zur Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welfeh; es sind also 
Transversalwellen. Ist das Medium unbegrenzt, so muß ß=^-0 ge- 
nommen worden, weil sonst u im Unendlichen über alle Grenzen wachsen 
wrnrde. Dann ist einfacher: 


(97 a) 





Man erkennt aus (97a) leicht folgendes: Die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit c der Störung hat den Wert; 


(98) « = 

die räumliche Dämpfung d: 

(99) . 


Maa erkennt, daß letztere um so ^^ßet ist, je größer die Freqiwnk tt* 
also je kleiner die Wellenlänge ist. Ebenso , verhält sicii die 
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püanzui^gsgesphwindigkeit. Haben wir' es also mit einer Übereinander-, 
lagerung mehrerer Wellen von der Form (97a)’ zu tun, also etwa mit 
dem Ansatz: 

(W») 

SO muß erstens beim Fortschreiten der Wellen sich die Gestalt von u 
permanent ändern, und ferner ist nach Zurücklegung einer hinreichend 
großen Strecke praktisch, nur noch die am schwächste gedämpfte Welle, 
also diejenige mit der größten Wellenlänge, vorhanden. 

Es sei gleich hier bemerkt, daß die Wärmeleitung in einem Stabe 
ebenfalls ei^er Gleichung von der Gestalt der zweiten Gleichung (92) 
gehorcht; dort treten also formal diesellxm Verhältnisse auf* 


199* Vemichtung einer ünstetigkeitsfläche durch Reihung. 

Wir wollen eine Flüssigkeitsbewegung betrachten, die den Glei- 
chungen (91) entspricht; d. h. es soll sein 

r=:w*==0, u nur Funktion von y und f. 


also der Differentialgleichung gehorchend: 


( 101 ) 


du , o*u 
e - ™ « k T 
ot Cy* 


* 

Um das Problem zu einem eindeutig bestimmten zu machen, wollen w): 
jetzt noch Eand- und Anfangsbedingungen hinzufügen: Die Flüssigkeit- 
Strömung gehe vor sich* in einem Streifen, der zwisclien den Ebenen 
y=«0 und j/ = l eingeschlossen sei; und es sei an den Grenzen 

(102) . m( 0)«0; u(l) = l. 

Für <=0 reduziert sich u auf eine Funktion von y allein, die war folgende) • 
maßen festsetzen wollen: 

(103) u^ny)^ 

i»o 

Es exisliert also an der Stelle j/~Vi Helmholtzsche Unstctie- 
keitsfläche, da' die tangentiellen Gc»schwindigkeiten zu beiden S<iteii 
<Üe Differenz 1 haben. In Fig. 241 ist der Anfangszustand graphis>!> 
dargestellt. Die anfängb'cbe Btrömnng ist also mit Ausnahme der un- 
endlich dännen Wirbelfläche y— Va wirbelfrei. Wir wollen nun <1" 
Ausbreitung dieses „Flächenwirbels“ mit der Verfölgen. 

Um die Baadhedinjgnngen ötwas bequemer zu machen, setzen wir an- 

(104) .* y + 


1 0 für O^y^^, 
|l für 
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wo a eine zu bestimmende Konstante ist. Setzen wir 

u' u — y ,, 

so erfüllt u' nach (102) die Randbedingungen: 

(105) m'( 0) - i/(l) = 0, 

Das Einsetzen von (104) in die gegebene Differentialgleichung (101) 
liefert: 

(106) 0+^9>(//) = O; A = ^-, 

wozu nach (105) noch die Randbedingungen hinzutreten: 

(106a) (p{0):=(p {}) = {), 



Fig. 241. 


Das allgemeine Integral von (106) ohne Rücksicht auf die Randbedin* 
gungen ist: • 

(107) 9 ?(i[/) = ^ cos yA** ^ -J- Rsinj/Ä • ?/. 

Die Randbedingungen liefein für A und ^ die Werte: 

(108) .4=0; j/A = vTi; B willkürlich. 

Also sind die ‘Eigenfunktionen unseres Problems: ' 

(fyiy) ^ B^invTty , 
oder, wenn wir normieren: 

(109) f^(y) « y2 sin vny . 

Sohaefeti lehtbuch. 57. 
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Die Eigenwerte A,., für die das Problem lösbar ist, sind ebensQr 

( 110 ) = 

Zu jedem Werte A, gehört nach (106) ein Wert 

( 111 ) 


ß = — A = ^ i»® n® . 

t 


Bezeichnen wir daher noch unbestimmte Konstanten mit A,, so können 
wir nach (104) die allgemeine Lösung unseres Problems schreiben: 


(112) 


u - y + ]'2 ^A^e ' ' ’ •siiH'Jt »/, 


und die Konstanten A, sind so zu bestimmen, daß zur Zeit t — 0 der 
Ausdruck (112) für u in den gegebenen Anfangszustand Mr.b=/(iy) nach 
(103) übergeht.’ Setzen wir zur Abkürzung f{y) — y~F{u)> «‘«ß 

für- t = 0 sein : 

l, oo 

(113) F (jj) = ]'2 ^ A, • sin vittj . 


Wegen der Normierung und Orthogonalität der Eigi-nfunktionen hah-n 
wir diü Fouriersche Konstautenbestimmung: 

X , 1 

A,^ß jF{y}smp7iydy = ]''2 J [f{y) y]3iapny’dy , 

ii »A 

wobei wegen der verschiedenen Definition von f{y) unterlialb unti ol>c*r* 
halb vQn J/== Vt Intervall der Integration m teilen ist. Wir erhallm: 


+ */5 




A, — — y2 Jy-sinp ny-dy + ^2 J * (1 — y)sin r .t , 

und das liefert folgende Wt*rte für A^: 

0 für ungerade Werte von 

(114) ~ »TT geradp Werte r, aber ungerade Werte -j-» 

+ “ für gerade Werte v und gerade lyerte ^ ‘ 
W'ir erhaltrm also z. B. , 


(115) 


J A-»; 


I 


^j»0; Ag 


ü 

61s 


O. 8. f., 
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und somit für w nach (IIÄ) die Beihe: 

• 1 ( 1 

M = y — — je * sin2®jr — v« ' 'sindwy 

die für i=0 in die folgende übergeht; 

iiy) - y - [sin 2 5r j/ - ~ sin4;r7/ + ysine® j/ 

— — sinS^r , 

deren Konvergenz allerdings noch zu beweisen wäre. Unsere früheren 
Untersuchungen über Entwickelung willkürlicher Funktionen nach Eigen- 
funktionen ‘reichen hierzu nicht aus, da hier die darzustellende Funktion 
f{y) beim Werte y = eine Unstetigkeit aufw^eist und wir bisher immer 
Stetigkeit der zu entwickelnden Funktion vorausgesetzt haben. Es 
ist jedoch möglich, diesen Beweis zu erbringen. Am einfachsten wieder 
auf Grund der Theorie der linearen Integralgleichungen. Diese Koh- 
vergenzuntersucliuiig überschreitet jedoch den Eahmen dieses Buches; 
der Leser sei auf das Werk von A. Kneser über Integralgleichungen 
verwiesen; hier setzen wir die Konvergenz als gesichert voraus. 

Bevor wir eine Anwendung von (116) auf unser Problem machen, 
wird es gut sein, einige elementare Betrachtungen darüber anzustellen, 
in w^elcher AVeise die Beihe (116a) die unstetige Funktion darstellt. Wenn 
wir von einem AVert y unterhalb Y2 ausgehen, und dann y sich dem 
AAT^rte Y 2 nähern lassen, so nähert sich die Beihe dem Werte Null an. 
Umgekelirt, wenn wir von einem AVerte y größer als Y2 ausgehend uns 
von oben her dem AA^rte ^ = V 2 nähern, so nähert sich die Beihe dem 
AA^erte 1 an. Für ?/ — V2 jedoch erkennt man, daß die Sinus alle gleich 0 
w'erden; mitliin nimmt die Beihe den Wert an. Für die Unstetig* 
keitsstelle ?/ == V2 stellt also die Beihe de^n Mittelwert 
zwischen den beiden Funktionswerten 0 und 1 dar. Dies ist 
allgemein bei Beihen der Fall, die unstetige Funktionen darstellen. Es 
ist interessant, sich graphisch klar zu machen, in welcher Weise die 
unstetige Funktion f{y) von der Beihe (116 a) dargestellt wird. Zu dem 
Zwecke sind in der folgenden Figur Kurven dargesteUt, die man erh^t, 
wenn man statt der unendlichen Beihe nur einige der ersten Glieder 
nimnub. 

Setzen wir in (116a) 25 J/=::f, so läßt sich (116a) schreiben: 

(116b) = 8in| + Y8i“2|T-~-8in3|+l8itt4‘|...l, 

r * * 

und es genügt, die Klammer zu betrachten. In den Figuren 242a— 2IS[f 
stellen die einzelnen Kurven folaende Gleichungen dar; 



^•sinCjry + 



57 » 
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während in'Fig. 242 f die Kurve die Reihe (116 b) bis zum Gliede 
— V 9 einschließlich darstellt. Man erkennt aus diesen Figuren, 

wie immer mehr die aufeinanderfolgenden Kurven sich dem gebrochenen 
Linienzug anschiniegen, den die unendliche Reihe darstellen soll. Man 
sieht ferner, daß für 2/7=V2 Mittelwert Yg dargestellt wird. 

Auf diese Weise kann man sich gewissermaßen experimentell davon 
überzeugen, daß unsere Reihe (116a) wirklich den geforderten Anfangs- 
zustand darstellt. 

Wie ist nun, um zu unserem Problem der Zerstörung einer Diskon- 
tinuitätsfläche durch Reibung ziirückzukehren, der zeitliche Verlauf 
der Strömung ? 

Man erkennt zunächst, daß jedes Glied der Reihe (116a) — mit 
Ausnahme des eisten von der Zeit ünabhängigen Summanden y — in 
der für alle Zeiten geltenden Gleichung (116) mit einem Exponential- 
faktor behaftet auftritt, der mit wachsender Zeit t rasch abnimmt, um 
so rascher, je höher die Ordnungszalil des betreffenden Gliedes ist. Um 
sich klar zu machen, wie stark mit wachsender Zeit die höheren Glieder 
der Reihe an Bedeutung immer mehr hinter den ersten zurttektreten, 

wollen wir den Fall des Wassers nehmen, für den -^'^0,01 ist. Dann 

werden die Amplitudenfaktoren der aufeinanderfolgenden Glieder folgende 
relativen Werte annehmen: 


itM» , e 100 


1 



36.^2 
lUü * , 


1 



100 


In der folgenden Tabelle sind für verschiedene Werte der Zeit die un- 
gefähren Weite dieser Amplitudenfaktoren zusammengestellt: 



■ 

e ' löo 

1 16.^2f 

— € lOO ■ 

1 ^ 

e 100 

1 1 

— e 


in sec 


2 

1 3 

4. 

5 

0 

l 

0,5 

0,83 

0,25 

~ 0^20 

1 

,0.67 

0,10 

0,01 ' 

<0,0005 

— 

2 

0,45 

0,02 

— 

— 

... 

3 

0,80 

0,004 




5 

0,14 

— 


— . 



Man sieht aus dieser Talx^llt' deutlich, vne rapide der Einfluß der 
höheren Glieder verschwindet. Nach sehr kurzer Zeit bereits* bra\icht 
nur noch der einfache Ausdruck 

( 07 ) u = y-~e~7*'''*am2ay 

berücksichtigt zu wrden.’und auch dieser reduziert sich rasch auf ti. 
Der Endzustand der Flft^lsigkeit ist also: ... * 

(117a) 


u — y. 
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Grapliisch sehen die aufeinanderfolgenden Zustände etwa so aus, wie 
sie in Pig. 243 dargestellt sind. Die Diskontinuitätsfläche ver- 
schwindet momentan, dafür aber ist die vorher wirbelfreie 
Fltissigkeitsströmung zu einer* Wirbelbewegung geworden: 
Die zu Anfang auf die Ebene ^ = V 2 beschiänkten Flächenwirbel habtui 
sich von da aus dinch die ganze Flüssigkeit verbreitet. Man hat nach 


u 



Ablauf einiger Sekunden, wenn man init genügender Genauigkeit die 
Gleichung (117) für u anwenden kann, für die Komponenten der Eota- 
tionsgeschwindigkeit : 

4 .«T» I - 1 


j(118) P ^ ^ f ^®®0; r« — "|l— ‘1 

und das wird bald zu: 


cos2;r 


•'4 


{118a) ■ 




Man erkennt aus den Darlegungen diesi‘r Nummer, daß Diskon- 
tinaitätsfläehen zwar als Anfangszustand möglich sind, daß 
aber sofort in einer reibenden Flüssigkeit vernichtet werden. 
ist auch ein wirbelfreier Strömungszustand nur als Anfangszustand 
denkbar; denn die stets, entweder an einer anfänghchen Diskontinuiiäts* 
fläche oder m den begrenzenden Wänden vorhandenen Wirbel breih ü 
« ich {^hließlieh durch die ganze Flüssigkeit aus. Darin liegt der Grund, 
weshalb die Betrachtung stationärer wirbelfreier Strömungen so häufii: 
der iBrfahrung direkt widersprechende Besultate liefe9:t. Solche Stm 
mungen sind in natura nicht möglich. 

Es erhellt auch aus dem Obigen, daß die.HelmhoUzsche Theorie 
der Diskontinuitätsflächen, so geistvoll sie ist, doch keine befriedigend* 
Theorie des hjdrodyhaniiscben Widerstandes zu^Jiefeni veripag, 
eben jdie Diskontinuitäten in reibenden Flüssigkeiten nicht besteh* 
bleiben k^nen.' 


Reibung von inkompressiblen Flüssigkeiten. 
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Es ist für viele Probleme von Wichtigkeit, daß man aus Modell- 
versuchen in kleinem Maßstabe und mit bestimmter Flüssigkeit Schlüsse 
ziehen kann auf die Flüssigkeitsbewegungen, die in dem Modell ähnlichen 
Systemen eventuell auch mit anderen Flüssigkeiten sich einstellen müssen. 
Auf eine derartige Verwendungsmöglichkeit der hydrodynamischen Glei- 
chungen hat zuerst He Imholt z^) aufmerksam gemacht. 

Wir gehen aus von den hydrodynamischen Gleichungen für reibende 
Flüssigkeiten, von denen es genügt, die erste hinzuschieiben, wobei 
äußere Kräfte der Einfachheit halber fortgelassen sind: 


(119) + M 


(^u , du, du 

■7 h 1“ “3 

6 X dy dz 




Es sei nun eine Lösung der hydrodjiiamischen Glei-, 

chung gegeben; die Dichte der betreffenden Flüssigkeit sei der Rei- 
bungskoeffizient kl. Wir betrachten den Zustand an einer beliebigen 
»Stelle (o*!, yi,Zi) des Raumes zu einer beliebigen Zeit ty Setzt man die 
Größen mit dem Indt'x 1 in (119) ein, so verwandelt sich nach Voraus- 
setzung diese Gleichung in eine Identität. Nunineln betrachten wir 
ein ähnliches Systiun, d. h. ein System, welches wir durch passende 
Veränderung de^ Maßjtabes für die räumlichen I)imensionen und die 
Zeit aus dem ersten erhalten. Dann entspricht jedem Punkte (Xi, yi,z^ 
zur Zeit ti im ersten System ein Punkt (a-g, ^nr Zeit fg im zweiten 

System. Diese Punkte und Zeiten nennt man korrespondierend. 
Wir wollen setzen: 


( ^2 ^0 ’’ Vs ■“ ^0 2 /l > ^2 ^0 ^1 > 

l ^2 ~ ^0 ‘ > 


also, weim Zg h beliebige korrespondierende lineare Abmessungen 
bedeuten, allgemein: 

(120b) k^lo-h- 


Iq ist also die Vergrößerungszahl für die räumlichen, für die zeitlichen 
Dimensionen. Wir fragen nach dom Zustande Wg» -Pa» der zur 

Zeit fg im Punkte (ojg, herrscht, wemi wir im zweiten System eine 
Flüssigkeit von der Dichte tg und der Zähigkeit fcg annehmen. Zunächst 
ist durch die Aufgabe gegeben: 


•( 121 ) 


eg — ^0 * > 

feg = ^ , 


wo Bq, feQ zwei Proportionalitätsfaktoren sind, die angeben, um wieviel 
größer Dichte und Zähigkeit des zweiten Systems sind als die ent- 
sprechenden Größen des ersten. Setzen wir ebenso: 


') H. V. Helmholtz, Wies. Abh. I, 158, 
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XI 2 Cq • Wj » 

IJg = <^0 • i\ ♦ 

« 2 = Co • n\ , 

T> l* . 7> 

l 2 ^ 0 * 1 * 



also, wenn Cj lesp. Cj resultierende korrespondierende Geschwindigkeiten 
sind : 

(122 b) ^2 = <0*^1» 


so sind die unbekannten Koeffizienten Co und Pq ^u bestiiniueii. Es 
sollen nun aber « 2 ’ Funktionen von 0 * 2 , 2 / 2 » - 2 » ^2 Eüsungen 

der hydrod\'namisehen Gleichungen (119) sein, diese also durch .Einsetzen 
erfüllt werden. Setzt man nach (120 bis 122) für ilie Größen mit dem 
Index (2) die Werte ein, so ist: 


Aü 4.-£o1w 

To ^ /j ‘ CJ, 



Da auch die Gleichung l)esteht: 


I <*()* ^ 1 


p« 


0 X. 


+ 


I* • ^’} 4 


f r Ml . ö Ml , ö M, , e II, \ ^ 1*1 I 7 . I .. 

-iV + -« + "■. -f 7^- + 


PO erkennt man durch Vergleich der beiden Formeln, daß folgende Rela- 
tionen bestehen müssen: 


(123) 


to e.. c P^ t.i f,. 

K h e ~' 


Daraus ergibt sich folgendes für und 


(124) 


*0^0= 1-5 
•»» 

P Kl ^ 

^ ® // 






I*.,’ 


Ferner ergibt sich für die Vergrößt^rungszahl /o der Zeit: 

(125J . 

Es bestehen also nach (124) und (12.5) folgende Proportionen für: 

k kt 

korrespondierende Geschwindigkeiten: c, :c, ' 

Drucke: ^ *• - 7 ^ • 1 /;," ' 

„ Zeiten: 
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oder, wenn A, B, C dimensionslose Konstanten sind, erhält man für 
die Geschwindigkeit c, den Druck 1\ die Zeit t, wobei die Indices jetzt 
fortgelassen sind : 


( 126 ) 



P= B 


lU 


i - 


C 


i!L 

k * 


Diese Gleichungen stellen c, dar als Funktion der das System 
bestimmenden Größen £, fc. In dem besonderen Falle, daß ist, 
d.h. das zweite System mit dem ersten geometrisch kongruent ist, 
erhält man spezieller: 


(12j6a) 



t^C 


6 

ik * 


Diese liier angewandte Methode, die man das „Prinzip der dyna- 
mischen Ähnlichkeit“ nennt, werden wir in der nächsten Nummer 
zu wichtigen Schlußfolgerungen verwenden. 


201. Turbulenz. 


Bereits in Nr. 19(5 ist hervorgehoben w'orden, daß das Poiseuille- 
sche Gesetz für gegebene liohre und Flüssigkeiten nur unterhalb einer 
„kritischen“ Geschwindigkeit gilt. Wird diese überschritten, sö 
treten ganz andere Bewegungszustände auf, die wir jetzt untersuchen 
müssen. 

Bezeichnen wir mit Q, nicht wie in Gleichung (59) das pro Sekunde 
ausfließende Volumen, sondern das in der Zeit t ausfließende, so kann 
man diese Formel schrei l)en: 


oder: 
■ ( 127 ) 


- Q 


»kl ‘ 


n~Ap{, 


wobei n lind Ap folgende Abkürzungen bedeuten: 

[ il Pj — Pg ; 


Ap 


sQkl 

n Äj* ' 


( 128 ) 
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Der Index P deutet darauf liin, daß wir es mit dem Poiseuillescben 
Zustande zu tim haben; Ap ist unter gleichen Umständen proportional 
dem Eeibungskoeffizienten fc. 

Sobald nun eine gewisse Gt'schwindigkeit übtn*schrittea ist, treten 
ganz andere Gesetzmäßigkeiten auf, die riamentliöh von Osborne lley- 
nolds und später von Couette und Bose nebst Mitaibeitern untersucht 
worden sind. Diese Arbeiten haben an Stolle von (127) das kompliziertere 
Gesetz ergeben: 

(129) . 77=.4r(J)", 

WO Ajt eine Konstante und n eine Zahl bedeutet, die von den verschie- 
denen Beobachtern zwischen 1,6 und 1,95 gefunden wurde. 

V 

^ 

Fig. 244. 


Man bezeichnet diese Ai‘t von Strömung im Gegensatz zur Laminar- 
bewegung Poisseuilles als ,, Turbulenz“, weil Reynolds im Jahre 
1883 experimentell gezeigt hat, daß die Stromlinien nicht mein 
Geraden parallel der Rohrachse sind, sondern höclist kom- 
plizierte Kurven darstellen. Reynolds färbte den mittleren Tc 'l 
des durch die Röhre strömenden Wassers und erhielt im Falle der La- 
minarbewegung einen geradlinigen dünnen Faden längs der ganzem Au- 
dehnung des Rohres (Fig. 244). 



Fig. 245. 


Nachdem die Turbulenz eingetreten war, ergab sich das Bild th r 
Fig. 245, in dem von einer bestimmten Stelle an der gefärbte 
abbricht und da.s ganze Rohr gefärbt erscheint. 

Betrachtete man dasselbe? Rohr beim kurzdauernden Lichte 
elektrischen .Funkens, so erschien der gefärbtem Teil des Rohres als ' in 
unentwirrbarer Knäuel verschlungener Stromfäden. Dies legt die 
Stellung nahe, daß die turbulente Bewegung durch das Auftretim un- 
regelmäßiger Wirbel in der Flüssigkeit charakterisiert ist. 
Nachdruck liegt dabei auf dem Worte „unregelmäßig“, da wir ja fniii'^f 
bereits gezeigt haben, ^ daß iuch die Ijaminarbewegung eine * 
beweglmg im Helmholtzschen Sinne, aber eine regelmässige, ist. 
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Es ist einigeimaßen schwierig zu verstehen, weshalb bei Überschrei- 
tung einer gewissen Geschwindigkeit die Laminar bewegung zu bestehen 
aufhört, da wir bei Ableitung des Poiseiiilleschen Gesetzes keineswegs 
die Beschränkung auf kleine Geschwindigkeiten machen mußten. 
Stokes war wohl der erste, der die Meinung äußerte, daß die für .(alle 
Geschwindigkeiten mögliche) Po ise ui Ile -Bewegung bei gioßen Ge- 
schwindigkeiten labil werd(‘n kann, so daß die unvermeidlichen kleinen 
Störungen eine völlige Abänderung d(‘S Strömungsvörganges herbei- 
führen können. Reynolds’ sorgfältige Versuche haben diesen Gesichts- 
punkt sehr waiu'scheinlieh gemacht. 

Die erste Frage, die wir beantworkm müssen, ist die nach den 
Faktoren, von denen die Größe der kritischen Geschwindig- 
keit abhängt, oberhalb der die Poiseuillesche Bewegung aufhört 
stabil zu sein. Wir k(iunen die Antwort auf diese Frage, die zuerst Rey- 
nolds gegeben hat, auf Grund der Betrachtungen der vorhergehenden 
Nummer unmittelbar gewinnen. Es verhalten sich korrespondierende 

Geschwindigkeiten wie die Größen ; die kritischen Geschwindig- 

£ b 

keiten'sind aber korrespondierend, also muß die kritische Geschwindig- 
keit nach der ersten Gleichung (126) gegeben sein durch: 

(180) 


WO l eine geeignet gewählte lineare Dimension des Rohres bedeutet. 
Diese (deicliung hat Reynolds experimentell geprüft und gefunden, 
daß die dimensionslose Konstante A den Wert 1000 hat, wenn man für 
l den Radius B des Rohres nimmt. Die Gleichung 

(131) ‘ c,= 1000->^ 


wird als „Reynoldssches Gesetz“, und das dimensionslose Aggregat 


(132) 


als „Reynoldsscher Parameter“ bezeichnet. 

Reynolds hat nur Versuche mit Wasser gemacht, wobei die Va>* 
riation von k durch verschiedene Temperaturen erzielt wurde. .Ater 
in größerem Umfange ist (181) durch Versuche von Bose und Mit- 
arbeitern bestätigt worden, auf die wir jetzt eingehen W’erden. 


Die Gleichungen (127) und (129) stellt man am besten g^ap1bis< 
dar, wenn man als Abszissen die Größen log il und als Ordinaten <S 

Größen log^yj wählt. Dann erhält m^ aus den genannten Gleiöhunge 
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Das sind in dem gewählten Koordinatensystem gerade Linien, und 
zwar ist die Poiseuillebewegimg durch eine unter 45® gegen die Ahszissen- 
aclise geneigte Gerade dargestellt, während die Turbulenzgerade mit 
dieser Achse einen Winkel a bildet, dessen trigonometrische Tangente den 

Wert hat (Fig, 246). Der Schnittpunkt beider Geradenist der kritische 
Punkt, der mit ziemlicher Genauigkeit bestimmbar ist. BoseM hat nun 


/ 




Fig. 246. 


für neun Substanzen die obigen (deichungen (183) eXpt‘rimentell 
gestellt« Die erhaltenen Werte sind in der folgenden Talxdle niedt^r* 
gelegt. In der vierten Kolumne sind die relativen oder sjK'zifisclau 
Zähigkeiten k/>, bezogen auf Wasser gleich 1, angegelj<m; das sind ein- 

fach die Quotientcm die gemäß Gleichung (128) gleich “Vva^er 

<4 JE» * 

sind, wenn der Apparat (i, B) und die Ausflußmenge (0) Ixd den ver- 
schiedenen Substanzen konstant gehalten werden. Der Index P di»‘ni 
zur Unterscheid ung von. der gewöhnlichen Reibungs konstanten k »md 
zur Bezeichnung des Poisenillesehen Zustandes. Bose definiert ganz 

tnftiog d. h. die Konstante der Turbulenzgfradt-n, ab» 

spezifische Zähiglceit im tnrbolenten Zustande“, die wi«' mit 
lern Buchstaben kr bezeichnen. Statt dessen könnte aucli eine belieläge 

^onkticm von als spezifische ZähtgkMt im turtnilenten Zustande 

*) Pbyrik. ZMtMhrUt It^ img. 40^ ^909; 12, {Mg, 1^11. 


die Konstante der Turbulenzgeraden, ab< 
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definiert werden, ohne daß Wesentliches sich änderte. Zur Unter- 
scheidung von der spezifischen Zähigkeit im Poiseuillesclien Zustande 
ist hier der Index T (Turbulenz) hinzugefügt. Diese Größen kr sind 


Substauz 


Vasser 

Lth)rlalkohol 

Lthylazetat 

(enzol 

'oluol 

Lzeton 

Chloroform 

Iromoform 

luecksilber 


1 Poiseaille-Bew. 

»««(I) = - 

+ \ogJI 

Turbulenz* Bew. 

log(j) — ijogJr 

+ ilog7r 

! 

kqt 

k/p 

kp 

Reynolds* 

Parameter 

B 

log(A)- 

i«g{A) = 





— 0,93250 + log n 

-1,52834 + 0,61728 logll 

1,000 

1,000 

1,000 

1,000 

- 0,99329 + „ „ 

-1,50257+0,61728 „ „ 

1,150 

0,44b 

0,818 

1,020 

1- 0,81690 + „ „ 

-1,47826 + 0,61728 „ „ 

0,766 

0,891 

1,164 

1,040 

j - 0,89984 + „ „ 

-1,46853 + 0,61728 „ „ 

0.685 

0,875 

1,496 

0,887 

l| - 0,67713 + 

-1,45343 + 0,61728 „ „ 

0,555 

0,842 

1,536 

0,964 

i - 0,89685 + „ „ 

-1,37252 + 0,61728 „ „ 

0,291 

0,699 

2,404 

0,911 

1-0,63114+ „ „ 

-1,53504+0,61728 „ „ 

; 0,500 

1,016! 

2,032 

0,904 

, ” 1,19551 + „ „ 

i- 1,76314 +0,61728 „ „ 

1,83211,717 

0,937 

1,000 

i - 1,08110 i- „ „ 

-0,99365+0,61728 „ „ 

1,408 1 2,920 

2,074 

1.020 


0,975±0,06 
ala Mittelwert 


in die fünfte Koiunine niigest(‘llt und in die sechste der Quotient 
-T~. Es scheint danach zwischen beiden Zähigkeitskon- 

kp 

stanten keinerlei Zusammenhang zu bestehen, so daß man 
geneigt sein könnte, darin einen Beweis dafür zu erblicken, daß die 
hydrodynamischen Gleichungen zur Beschreibung der turbulenten Be- 
wegung nicht mehr ausreichen. Denn wenn sie auch hierfür gelten, müßte 
man natürlich verlangen, daß alle die Turbulenz betreffenden Größen 
aus solchen berechenbar sind, <lie in den hydrodynamischen Gleichungen 
Vorkommen. W'ir kommen auf diesen Punkt eingehend zürück. 

In der letzten Kolumne endlich ist für die untersuchten Substanzen 
der Reynoldssche Parameter (132) — da der Apparat unverändert 
»lieb, ist B fortgelassen — aufgeführt, der für Wasser willkürlich gleich 1 


esetzt worden ist. 

.Die Tabelle lehrt zunächst folgendes: Für alle untersuchten jSub-'‘ 
tanzen hat (wenigstens in erster Annäherung) n den gleichen Wert 

« 1,620, ähnlich dem von Reynolds gefundenen Werte 1,722, 

^er Unterschied beider Zahlen beruht auf der Verschiedenheit der 
Apparatur und ist für uns unwesentlich. Ferner zeigt die letzte IColomnö, 
iaß bis auf einige Prozente das Reynoldssche Gesetls (181) 
püllt ist.'Da dasselbe die Gültigkeit der hydrodyif^misohelk* 
ueichungen voraussetzt, so i|t die Bestätigung deist^lheb 
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ein erstes Argument für die Bichtigkeit der hydrodynamischen 
Gleichungen auch für die Turbulenz. 

Wie steht es aber mit den Größen fej, die doch anscj^einend gar 
nicht mit hp Zusammenhängen? Um diese Frage zu entscheiden, wtmden 
wir nach von Karm&n^) das Prinzip der dynamischen Ähnlichkeit an. 
Danach sollten die die Turbulenz bestimmenden Größen nur abliängig 
sein von den in den hydrodynamischen Gleichungen vorkommenden 
Größen, nämlich von e, k, l, t. Wir wollen also einmal annehmen, daß 
wir den „Triebdruck“ 11 in Gleichung (1*29) in der Form ansetzen können: 

(134) 


Diese Gleichung spricht eben die Forderung ans, daß die hydrodjTia- 
mischen Gleichungen ihre Gültigkeit Whalten. Setzen wir die Dimen- 
sionen ein, so folgt: 


M L-* r-» = {M L->)* (3i !,-> T-')" L* T“" . 


Das liefert folgende Beziehungen: 


(135) 

daraus ergibt sich: 

(136) 


1 = x + tj, 

— 1 =, — 3x — y + :, 

- 2 = -t/-n; 

[ X = w — 1 , 

t/ = 2-n, 

I 2 = 2n-2, 


während n unbestimmt bleibt. Der Vergleich von (129) und (134) ergibt 
demgemäß für At die Dimension: 

(137) 

also erhält man für k]> die spezifisOhe Zähigkeit im turbulenten Zustande : 


.(138) 



da die Dimension fortfällt, weil der Apparat bei den verschiedenen 

Versuchen unverändert blieb. Nun ist al)er (-7: ] nichts anderes als kpr 

die 8 pe 2 ali 8 cb 6 Zähigkeit im Foiseuilleschen, Zustande; also folgt al^ 
Be^debting zwischen und kp} 

^<(r. Kirm&n. Physik. Zritsohrift^Bd. 12, pag. 283{ 1911. 
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1 - - - ~ -1 
kT-=^e ^ kp^ , 

wo für n (le^: Bososcho Wert 1,620 zu nehmen ist. In der folgenden Tabelle 
.sind die beobachteten und die nach dieser Formel berechneten Werte k^ 
zusammengestellt. 

f 


Substanz 

t 

kp 

beobachtet 

berechnet 

Äthylalkohol . . . 


1,150 

1 0,942 

0,944 

Äthylazetat .... 


0,766 

0,891 

0,900 

Benzol 


0,585 

0,875 

0,844 

Toluol 


0,555 

i 0,842 

0,833 

Azeton 


0.191 

0,699 

0,685 

Chloroform .... 


0,500 

i 1,016 

0,991 

Bromoform 


1,832 

1,717 

1,\1S 

Quecksilber . . . . , 


1,408 

! 2,920 

2,937 


Man^erkennt, daß die t’ bt^reinstimmung vorzüglich ist. Es 
liegt nach alle dem kein Grund vor, an der Gültigkeit der 
hydrodynamisclien Gleicliungen zu zweifeln. 

Anderseits ist es den Bemühungen der hervorragendsten Theoretiker 
(Reynolds, Lorentz, Sommerfeld, Hamei, ßoussinesq) bis 
jHzt nicht gelungen, eine befriedigende Tli(‘orie der turbulenten Strömung 
zu liefern, deren Aufgabe es vor allen Dingen sein müßte, auf Grund einer 
klaren Erkenntnis des wirklichen Ströniungsvorganges die experimentell 
gefundene Gleichung der Turbulenz (120) abzuleiten. Es muß als* eines 
der wichtigsten Ziele der Hydrodynamik betrachtet werden, dieses Pro- 
blem zu lösen. 


202. Mechanismus des hydrodynamischen Widerstandes. 

Zum Schlüsse wollen wir uns noch ganz kurz mit dem Mechanismus 
des hydrodynamischen Widerstandes beschäftigen, und zwar in dem 
Grenzfalle, der in der Praxis meistens vorliegt, daß derselbe dem Qua- 
drate der Geschwindigkeit proportional ist. Die Hydrodynamik rei- 
bungsloser Flüssigkeiten liefert, wie wir gesehen haben, 
solange man die stetige Potentialströmung betrachtet, 
überhaupt keinen Widerstand, während allerdings die von 
Helmholtz entdeckte unstetige Potentialströmung einen 
Widerstand proportional dem Quadrate der Geschwindig- 
keit liefert, der aber, wie wir in Nr. 179 betonten, zu klein 
gegenüber dem Experiment ausfällt. Wir wollen uns speziell an 
das Problem der Nr. 179, „Bew’egung einer ebenen Lamelle*^ von der 
Breite fc und unendlich großer Länge, anschließen. Die Helmholtzsoha 
Theorie’ liefert dann das Resultat, daß hinter der Lamelle ein ypj| dioaer 
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und der Ünstetigkeitsfläches begrenzter Baum von „Tolwasser“ auftrit 
Denken wir ims die Flüssigkeit in Buhe, die Lamelle durch dieselbe ni 
der Geschwindigkeit hindurchbewegt, so würde sich dieser Totwasse 
bereich wie ein starrer Körper mit der Lamelle mitbewegen, oder andei 
ausgedrückt: Legt man in der Lamelle ein (sich also mit der Geschwindij 
keit derselben bewegendes) Koordinatensystem fest, so müßte i 



I 


Fig. 247. 


Bezug auf dieses der Vorgang stationär sein. Allein dies is 
in Wirklichkeit keineswegs der Fall; es bildet sich gar kein Tot 
Wasser, das sich wie ein starrer Körper mitbewegt, sonderi 
nach Ausweis des Experiments ist hinter der Platte dii 
Flüssigkeit in lebhafter Bewegung begriffen. Man kann diesi 



am besten dadurch charakterisieren, daß man sagt, daß abwechsein<l 
einmal links, einmal rechts, dann wieder links und so weiter sich Wirb« I 
mit entgegengesetztem Botationssinne von der Kante der Lamelle le - 
lösen, so daß man das Bild der Fig. 247 erhält. 

Das ist gewissermaßen eine Allee von der Breite h von geradlinig"i 
Wirbeln, die, einander in dem l)e8timmten Abstande l felgend, auf (b ii 
beiden Seiten gegeneinander .um versetzt sind. Das Bild der fitrom- 
linien ist etwa das in Fig. 248 gezeichnete. , 

Dieses System von Wirbeln bewegt sich, ebenfalls nach Auswii'* 
der Er&hrung, keineswegs, mit def O^chwindigkeit der LamfeUe' weiter» 


913 


Eeihung von inkompresaiblm Flüssigkeiten, 

sondern mit der kleineren Geschwindigkeit Cj, so daß ein bestimmtes 
Wirbelpaar immer weiter hinter der Platte zurückblöibt. Aber dafür 
bilden sich, abwechselnd links und rechts, neue Wirbel aus, sobald der 
letzte Wirbel in eine Entfernung l von der Platte gelangt ist. Der Vor- 
gang ist also stationär in Bezug auf ein mit der Geschwin- 
digkeit Ci in Kichtung der Plattenbewegung fortschreitendes 
Koordinatensystem. 

Diese Erscheinung erklärt deutlich, weshalb nach der Helmholtz- 
schen Theorie der Widerstand zu klein ausfallen muß. Denn nach dieser 
kommt der Überdruck gewissermaßen nur durch den Aufprall des Wassers 
auf der Vorderseite der Platte zustande; die Rückseite hefert keinen Bei- 
trag dazu, da sie sich nach dieser Theorie wie ein starrer Körper mit- 
bewegt. In Wirklichkeit aber strömt auf der Rückseite die Flüssigkeit 
von der Platte fort mit der relativen Geschwindigkeit (Cq— C j), es tritt 
also eine „Saugwirkung‘* von hinten additiv zu der Druckwirkung 
von vorne hinzu. Die Existenz dieser Baugwirkiing ist schon vor längerer 
Zeit (1894) von Lord Kelvin^) an Versuchen von Dines festgestellt 
und nachdrücklich gegen die Anschauung ins Feld geführt worden, daß 
die He Imhol tzsche unstetige Potontialbewegung den Flüssigkeits- 
widerstand erklär<m kcinne. Auch die abwechselnde Ablösung der Wirbel 
von der Platte ist schon öfters 2) beobachtet, aber meistens als störender 
Nebenunistand aufgefaßt worden. Erst von K&rmän®) und Mitarbeiter 
liaben durch Versuche festgestellt, daß sich das Flüssigkeitsbild der Fig.248 
stets mit überraschender Genauigkeit herstellt und daraus den Schluß 
gezogen, daß gerade darauf die Theorie des W'iderstandes in diesem 
Falle zu gründen sei. Kärmäns Gedankengang, den wir nur kurz 
sldzzieren können, ist etwa der folgende; 

1. Weshalb stellt sich nicht die He Imhol tzsche Ünstetigkeits- 
fläche ein ? 

Einen Grund haben wir schon in der 'Reibung erkannt, die jede 
Ünstetigkeitsf lache vernichtet; ein zweiter Grund, der auch für eine 
nicht reibende Flüssigkeit gilt, ist der Umstand, den schon Helm-' 
holtz, Kelvin und Rayleigh betonten, daß eine solche Diskon- 
tinuitätsfiäche stets labil ist, d.h. durch stets vorhandene, un- 
vermeidliche kleine Störungen veim'chtet wird. Und zw’ar in der Weise, 
daß die Wirbedintensität der Diskontinuitätsfläche zwar, in toto er- 
halten bleibt, aber sich an einzelnen Punkten konzentriert. 
Bedeutet also in Fig. 249 WW die ursprüngliche Wirbelschicht, so löst 
sich dieselbe in eine Reihe von gleichsinnig rotierenden Wirbeln auf, 
deren jedem eine solche Wirbelstärke J ziikommt, wie sie vorher das 


p. 30, 


') Kelvin, Math, and physioal papers, Bdi IV, p. 227 ff, * 

*) Z. B. V. d. Borne, Zeitschrift f. Flogteohnik u, Motorluftsohiffahrt 


*) v. K&rm&n und Rubach, Ph^ Zeitsohr. 11, p. 49, 1912. 

SohftAfer. T<<ihi>hi«AK ko 
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Stück von der Länge l der Diskontinuitätsfläche hatte. In unserem Falle 
ist dies nach der Theorie die Größe also würde für jeden Einzel wirbel 

zu setzen sein: 

(189) J = 

2. Man sollte nach dem Obigen erwarten, daß von beiden Seiten 
der Lamelle links und rechts gleichzeitig sich Wirbel ablosen würden, 
so daß statt der Wirbelallee der Fig. 247 mit gegeneinander ver- 
setzjten Wirbeln eine Allee mit einander direkt gegenüberliegen- 
den Wirbeln entstünde. Weshalb tritt dies nicht ein? Deshalb nicht, 



Fig. 249. 


weil, wie Karman feststeilte, eine derartige Wirl)eIanordnung, etK-nso 
wie die einreihige der Fig. 249, nicht stabil ist. Dagegen ist uiU' 
gewissen Um-ständen die zweireihige unsymmetrische An- 
Ordnung der Figur 247 stabil. Nämlich, wie die ausfülirliche Kich- 
nung zeigt, dann, wenn das Verhältnis der Breite h der Aü- < 
Abstande l der Wirbel den Wert 

(140) 4 “ 


besitzt. Das ist offenbar der Grand, weshalb die Wirl«! abwichs« linl 
tinVs und rechts auftreten, weil nur so eine stabile Anordnung sich 1. 
Das Espcrimeat ergibt in der Tat den theoretischen Wert 0,288 luit übe'- 
raschender Genauigkeit, ferner ergibt eine einfache ßereelinuiig HM'h 
-Art der in Nr. 188 angesfelJten, daß die Geschwindigkeit Cj, niit der 
ganze Wirbekrstem forischit'iud, den Wert bat: 


jp^f oder auch 




— (?, «st ^ 


C-r.)' 


em WuW ktmm, ». ("f' 

«ue pr» S,kmd, i. Brih, .ici, «>-i WfcbdBd» uf, 

._«! Wirlwlpa.r.. E«i«tiiiektid,»r, ' 
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große oder den Impuls eines solchen Wirbelpaares' auszurechnen. Man 
erhält durch eine Eechnung, die der über kinetische Energie von Wirbeln 
in Nummer 186 ganz analog ist, für den Impuls eines Wirbelpaares; 

£ • Ä • J . 

Da nun pro Sekunde neue Wirbelpaare erzeugt werden, so nimmt 
der Gesamtimpuls C pro Sekunde um den Betrag 

<142) 

zu.^) Nach den Newtonschen Bewegungsgesetzen ist aber diese Größe 
gleich dem Betrage der wirkenden Kraft, und da der Widerstand W 
gleich, aber entgegengerichtet derselben ist, so erhalten wir für den Wider- 
stand die Formel; 

(143) 


oder unter Einsetzung der aus den Gleichungen (189) und (140) folgen- 
den Werte: 

1 / 8 - 


(144) 


W 


ys 


~sh • 




also proportional dem Quadrate der Geschwindigkeit. Diese 
Formel stimmt auch dom Betrage nach mit der Erfahrung gut überein. 

Die obige Darstellung soll natürlich nur eine Skizze des Gedankefi- 
ganges sein, me nach der modernen Auffassung der hydrodynamische 
Widerstand entsteht; die ganze Theorie ist auch noch in den Anfängen 
und in mehrfacher Hinsicht entwickelungsbedürftig, aber allem Anschein 
nach auch entwickelungsfähig. 

Ein Einwand ist noch zu beceitigen, der gleichzeitig ein Licht auf 
die grundsätzliche Stellung der Hydrodynamik der reibungslosen Flüssig- 
keiten wirft, resp. ihre Einflußsphäre umgrenzt. 

Bei der obigen Ahleitmg sind einerseits die Wirbelsätze benutzt 
worden die der Mechanik reibungsloser Flüssigkeiten angebören, und 
mderseits haben wir -an der Kante der Lamelle - nem Wirbel ent 
sioblJT"’ Brbaltmgssätm. wLteinigl 

Spannungen fS Se'^reiSnde’pSiEt*^^ die Normal- und Tangential- 


»58 
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kleinem Eeibungskoeffizienten k den iSinfluß der Eeibung da ver- 
nachlässigen, wo der Gradient* dey Geschwindigkeit klein 
ist. Dies ist jedoch nie an solchen Stellen der Flüssigkeit 
der Fall, wo sie an einen festen Körper angrenzt. Beurteilen 
wir die Geschwindigkeit der Flüssigkeit von einem im Körper festen 
Koordinatensystem aus, so ist an der Körperoberfläche dieselbe stets 
gleich Null wegen der unendlich großen äußeren Eeibung, um von da 
in Eichtung der Normale rasch zu von Null versclüedenen Werten an- 
zuwachsen. Es ist also in Eichtung der Normale vom Körper 
fort ein im allgemeinen beträchtlicher Geschwindigkeits- 
gradient vorhanden fd. h. die Größen 4^* 4^> 4^ » ] 

” \ dxdy dz dxj 

sind nicht mehr als klein zu betrachten); es ist also in der dem 
Körper anliegenden Grenzschicht stets ein Einfluß der Eeibung 
anzunehmen, während man in einiger Entfernung vom Körper 
denselben vernachlässigen kann. Dieser Gedanke ist zum ersten 
Malein voller Klarheit von L. PrandtD) ausgesprochen worden. Dem 
entspricht auch unsere obige Darlegung. In großer Entfernung von dt‘r 
Lamelle gilt die Hydrodynamik der reibungslosen Flüssigkeiten, d. h. 
die Helmholtzschen Wirbelsätze; an der Kanh^ der Lamelle wiikt 
die Eeibung und erzeugt neue Wirbel, gemäß den Gleichungen (3‘d). 
Es ist also die reibungslose Hydrodynamik stets zu ergänzen dur«‘li 
eine Untersuchung der Grenzschicht, die den in die Flüssigkeit ein- 
tauchenden Körpern anliegt; in dieser gehen die für den Widerstand 
fundamentalen Vorgänge vor sich, was Prandtl und seine Schäl(‘r-) 
an mehreren Beispielen gezeigt hal>en, und wie auch aus unserer obigni 
Darstellung liervorgeht. 

Hier muß dieser kurze Hinweis auf dit*se für die Entwickelung ih r 
Hydrodynamik und die Praxis in gleicher Weise bedeutungsvollen Arbeiti n 
genügen. 

*) L. Prandtl, Verband!, de« Intern. Mathem. Kongresse«, Heidelberg llKM, 
pag. 464. 

*) Boltze, Gött. Diss. 1996; Blasius, Gött. DiiMi. 1906; Hiemenz. (»ött. 
1>1MI 1911. 
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Anschwingen 134, 699. 

, Aperiodische Bewegung 123. 
Approximationen, sukzessive 142, 145, 150, 
Äquipotentialfläche 288, 371. 

Arbeit 87, 88, 208. 

— , Dimension derselben 226. 

— , virtuelle 96, 203, 204. 

Archimedisches Prinzip 739. 

Atwoodsche Fallmaschine 230, 231. 
Aufpunkt 284. 

Azimut 28. 

Bahn 9, 218. 

— , scheinbare 277, 280. 

— , variierte 218. 

— , wahre 277. 

— , wirkliche 218. 

Bahngeschwindigkeit 13. 

Bahnkurve 9. 

Barometrische Höhenmessung 736 . 


Bauch, einer Schwingung 591. 
Bedingungsgleichung 157. 
Beharrungsvermögen 71. 

Bemoullisches Theorem 869ff. 
Beschleunigung 10, 29, 344. 

— , absolute 63. 

— , Radialkomponente derselben 65. 

— , relative 60, 63, 81. 

— , Transversalkomponente derselben 65. 
— , zentripetale 34. 

— , zusammengesetzte 63. 

Besselsche Differentialgleichung 644, 721, 

— Funktionen 644, 646, 721. 

Betrag der Geschwindigkeit 15. 
Bewegung, allgemeinste, eines Flüssigkeits- 
elementes 759 ff. 

— , aperiodische 123. 

— , äquivalente 296. 

—, ebene 116, 306, 315, 318. 

— . geordnete imd ungeordnete 446. 

— , geradlinige 13. 

— , gleichförmige 10. 

— , harmonische 60. 

— , krummlinige 13. 

— , Labilität dersell^n 417. 

periodische 50. 

— , radiale 28. 

— , sphärische 303, 306. 

— , Stabilität derselben 417, 

— . transversale 28. 

Bewegungsfreiheit, beschränkte 97, 103. 
Bewegungsgleichungen der Kinematik 9, 
— , kanonische Form derselben 221, 223# 

— nach Lagrange 221, 

— , zweiter Art 223. 

Bewegungsgröße 104, lOö, 106, 185, 186, 

lo7. 

Bewegungsschraube 313, 380, 
Bezugskörper 7. 

Bezugspunkt 318, 321, 329, 330. 

Biegung eines Stabes 532£f. 
Biegi^Kschwin^gen von StÄben 682fL 

692. 1 * 

Bieg^^Uen, DispeAi deiselben 698fr 
^ 1 *. ^^^PflaJtizöng derselben 698tL ' 

I Bilinearfom des Kernes 6l9, 614» 
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Bilinearform für die Saite 621 ff. Pimensdon der Beschleunigung 67. 

— , gleichmäßige und absolut« Konvergenz — des Elastizitätsmoduls 549. 
derselben 622, 634, 672. — der Geschwindigkeit 67. 


Binet 346, 374. 

Binetsches Trägheitsmoment 346. 374. 
Biot-Savartsches Gesetz 645. 
Bodendruck 734. 

Bordasches Mundstück 808. 

V. d. Borne 913. 

Bose 907, 908. 

Boys 269. 

Braun 269. 

Breitenkreisgeschwindigkoit 29. 
Bunsensehe Ausströraungsmethodc 778. 


— der Kraft 76. 

— des Beibungskoeffizienten 877. 

— des Torsionsmoduls 549. 
Dimensionsgleichungen 67. 

Dines 824, 913. 

Direktionsl^ft 396. 

I Dirichlet 212, 214. 

\ Diriohlets Stabil! tätstheorem 214. 
i Diskontinuitätsfläche 816ff. 

’ — . geschlossene 825 ff. 

— , Vernichtung derselben durch Reibung 
' 896ff. 


Cauchy 773, 832. 

Cha8le8*^312, 313, 315. 

Ohaslessches Theorem 312. 

Chladnische Klangfiguren 725. 

Coriolis 63. 167, 371. 

Coriolissche Beschleunigung 63, 86. 

— Kraft 86, 103, 167, 173, 371. 

Cornu 540. 

— . Methode zur Bestimmung des Quer- 
kontraktionskoeffizxentcn 540 ff. 

Curl 471, 474. 

D’Alembert 102, 203, 206, 221, 230, 232, 
259, 340, 341, 344, 348, 371, 394, 398, 
402, 481. 

d*Alembertsches Prinzip 102, 108, 203, 
221, 230, 259, 340, 341, 348, 394, 398, 
481. 

Dämpfung 121, 135, 258. 

Deformation, infinitcsiinale 456, 471. 

— , — , Zusammensetzung desselben 456. 

— , lineare 448, 471. 

— , Eigenschaften der linearen 451. 

— , lineare, ZusammenseUang derselben 
451. 

DdormaiioDselKpsoid 469, 527. 
DeformationsfÜche 469. 
Peformatiimspotenttal 475w 
Peformierbafe Körper 5. 

Dehnung 355. 

— , fwne, 462, 466, 475, 529. 


: Diskrimi nanto 246, 323. 
j Dispersion von Biegungswcllen 700. 

’ Distributives Gesetz ifi), 195. 
‘Divergenz 471, 474, 476. 

; Doppelpendel 258. 

, Doppelschicht 440, 571. 

! — , Moment derselben 440. 

— , Potential derselben 440. 

■ Dopplcrsches Prinzip 754 ff. 

. J>rehimp\i]s 194, 2f)l , 375, 407. 
Drehimpulsvektor 408. 

I Drehmoment 191, 200, 226. 367, 39.*). 
— der Kraft 193, 200, 342. 
l>rehpo! 311, 312, 411, 424. 

Drelistoß 194, 201. 

— , resultierender 194. 

Drehung, unendlich kleine 310, 457. 
Drehungsvektor 311. 381. 
Drehungsw'inkel 327, 329. 
DrehzwiUing 387. 

Druck 479. 

— , allseitiger 519. 

— . einseitiger 622. 

— , hydrod^Tiamischer 775. 

— , hydrostatischer 775. 

Druckimpula 771, 

: Dnickkugel 729, 732. 
i Dupinschc Indi^trix 702. 

Dynamik 6. 

eines Kontinuums 478. 

Pvne 76. 


Dekrement, logaritbmisches 123. 1 

Deriatkmsmoment 344, 347, 353, 355, 365, ; Ebene Bewegung 116. 
m, 370, 374. 379, 408. — , invambfe 2Ö2, 272, 284. 339. 4««- 


— , Bestimmung mit der Wage 403. — Wellen 562. 

— , mechanische Bedeutung desselben 403. EM-EUipsoid 4|,1. 

Dichte, meziiisohe 181. \ Effekt 89, 110^ 208. 

Differentmlgleichung 112. I Eigendrebung 3«39, 423. 

— , homogene 112. | Eigendrehungswinkel 338« 

— , Inhomogene 127, 291, 593. ! Eigenfunktionen 586, 645. . 

lineafe 112. Entwicklunjg nach, denselben 

XHfferenztmi 146. 690» 

höherer Ordnung 146. — , normiertes Sjretem dersol^n 588. 

DilatationiMe Bewegung 561, 562. — , Nonnieniitt denelben 588. 

DUatatkifisgeschwuidlgkeit 764. Orthogonautäi deteelben 588. 

Dimenribtt 67. Eigemmhwtngttttig 139, 24K 

— der*Ar)>elt 226. ttgmiwefte 586o 631, 645. 
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Eigenwerte, Reellität dereelben 611. 
Einheitskugel 308. 

Einheitsmasse 284. 

Einheitsvektor 495. 

Einzelkraft, äquivalente 383, 388. 

Ekliptik 339. 

Elastische Körper 5. 

— Kraft 109, 118. 

Elastisches Potential 504 ff., 509 ff., 729. 
Elastizität 443, 445. 

— , Gleichungen derselben 513 ff. 

— , Kontinuumstheorie derselben 444. 
Elastizitätskonstanten 498, 512. 
Elastizitätsmodul 513, 525, 535. 

— , exper, Bestimmung desselben 525, 
535. 

Elektrische Bilder 793. 

Elliptisches Integral 152, 153. 

Elongation 52. 

Em*de 153, 644, 646, 688, 723. 

Energie, aktuelle 90. 

— der Lage 91. 

— , kinetische 87, 90. 

— , potentielle 91, 209. 

Energieprinzip 92, 151, 158, 169, 207, 407, 
499. 

Entropie 507. 

Erdachse 339. 

Erdfeld 288. 

Erdradius 268. 

Erdrotation 173, 175. 

— , Nachweis derselben 418. 

Erhaltung der Energie 92. 

Erzwungene Schwingung 126. 

Euklidische Geometrie 2. 

Euler 34, 303, 308, 320, 334, 335, 336, 
337, 338, 366, 376, 374, 375, 377, 380, 
406, 408, 419, 762, 772. 

Eulersche Gleichungen der Hydrodynamik 
762ff., 772. 

des starren Körpers 366, 370, 371, 

374, 375, 377, 406, 408, 419. 

— Winkel 334, 335, 336, 337, 338, 366, 
371, 409, 410, 419. 

Exzentrizität, numerische 280. 

Fahrstrahl 15. 

Fall, freier 42. 

Fallgesetze 42, 83. 

Fallmaschine 230. 

— , zusammengesetzte 234. 

Fallrinne 401. 

Federkraft 72. 

Feld 288. 

— , skalares 288. 

Femkräfte 478. 

Fi^enachse 339. 

Fixstemhimmel 283. 

Flächensatz 159, 169, 198, 202, 203, 277. 
Fläohenträgheitsmoment 691. 

Flachschuß 46. 

Flüssigkeit, tropfbare 718. 


Flüssigkeit, vollkommene 726. 

Föppl, A. 418. 

Föppl, 0. 825. 

Form, quadratische 213, 252, 323. 

— , nichtsinguläro 246. 

— , singuläre 246. 

Foucault 78, 157, 165, 166, 172, 174, 283, 
419. 

Foucaultscher Pendel versuch 78, 157, 165, 
172, 174, 283, 419. 

— Pendel, Schwingungsbahn desselben 171. 
Fourier 128, 587, 613, 623, 624, 672. 
Fouriersche Reihen 587, 613, 623, 624, 
672. 

Fredholm 609. 

Freie Achse 405. 

Freiheitsgrad 102. . ^ 

Freiheitsgrade des starren Körpers 292. 
Frequenz 129, 592. 

Führungsbeschleunigung 60, 65, 86. 
Fühnmgsgeschwindigkeit 59, 79. 
Führungskraft 82, 86, 103, 167, 371, 374. 
Fundamentalkörper 77. 

Fundamentalsystem 77, 78, 83, 84, 166, 
186, 202, 283, 294. 

— , äquivalentes 79,. 202. 

Funktion, homogene, quadratische 222. 

— , quellenmäßige 606, 610, 669, 690. 

Galilei 1, 42, 70, 71, 79, 283, 398. 
Galileisches Relativitätsprinzip 77. 

Gauss 502. 

Gauss scher Satz 502, 708. 

Gedämpfte Schwingung 118, 637. 
Gekoppelte Schwingungen 2^ ff., 580. 
Gesamtdrehimpuls 194, 200, 201. 
Gesamtdrehstoß 194. 

Gesamtenergie 92, 209. 

Gesamtimpäs 185, 187. 

Geschwindigkeit 10. 

— , absolute 59. 

— , Betrag derselben 15. 

— , Komponenten derselben 16. 

— , kritische 697. 

in ‘der Hydrodynamik 905. 

— , mittlere 11. 

— , relative 59, 85. 

— , Richtung derselben 13. 

— , virtuelle 96. 

Geschwindigkeitskomponenten, aUgemeine 

222 . 

Geschwindigkeitepotential 771. 

— , mechanische Bedeutune desedbeii 
771. ^ 

Erhaltung desselben 774. 

Gesetz, distributives 190, 196. 

— , kommutatives 89, 189. 

Gleichgewicht 94, 96, 206, 210. 

elastisches 481 £f., 516ff. 

— , labiles 211. 

— , indifferentes 211. 

, — , stabiles 211. 



920 Registir. 

Gleiohgewiohtsfigur rotierender Flüssigkeit j Hydrostatisches Paradoxon 734, 

740ff. • Hyperboloide, konjugierte 360, 366, 476,- 

Gleichgewichtslage 238. i 496. 

Gleichimgen der Elastizität 51 3 ff. I 

Gleiten 302. i Impuls 104, 105, 106, 183, 186. 

Gleitungen 475. i — , mechanische Bedeutung desselben 107. 

Gliedweise Integration 589, 620. { Impulsellipsoid 412. 

Gradient 432, 476, 765. J Impulsiver Druck 771. 

Gramm 73. • Impulskegel 412. 

Gravitationskonstante 269, 432. ; Impulskugel 412. 

Gravitationskraft 76, 77, 266. i Impulskurve 412, 418. 

Gravitationspotential 288. i Impulssatz, erster 185. 

Green 499, 516, 555, 599, 601, 662, 706. — , zweiter 194, 375. 

Greensche Funktion 599, 601, 663. , Induktionskoeffizienten 847. 

— im weiteren Sinne 662. ' Inhomogene Differentialgleichung 127. 

— , Differentialgleichung dersellMjn 601, Inkompressibilität 728. 

664. ; Inneres Produkt 89, 187. 

— Sätze 499, 516, 555. flnstantane Rotationsachse 303, 305. 

zweidimensionale 706ff. Instantanes Rotationszentrum 303. 


Größen, geneidete 15. 

— , komplexe 16. 

Grundgeoiet der Differentialgleichung 583. 
Gnmdsch^t'ingitng 591. 

Grundton 141, 591. 

Grüneisen M8. 

Hamei 406, 428. 

Hamilton 215, 222, 308. 313, 380, 657. 
Hamiltonsches Mnzip 215, 219. 222, 380, 
657. 

Hamiltons Theorem 313. 

Harmonische Bewegung 50. 

— Schwingung 109. 

Hauptdilatation 463, 471, 709. 
'^Hauptdilatationsachse 463, 538. 
Hauptdrehmoment 193, 272. 

Hauptdrucke 488, 494. 

Hauptkoordinaton 245. 
Hauptkrümmungsradien 705. 
Hauptapannungen 488ff., 494, 729. 
Hauptepannungsrichtungen 4^ ff., 729. 
Hauptträgheitsachse 351, 362^ 366, 370, 
374, 405. 

Hauptträgheitsmoment 351, 353, 355, 365, 
370, 374. 

— , mittleres 354. 

PeUocmitrischer Standpunkt 282. 
Helmhol tz 92, 146, 215,221, 246,446,751, 
r 759, 771, 790, 795, 806, 809, 827, 828, 
835, 885, 896, 902, 903, 912. 
HeimhoHzsebe Theorie der KombinationS' 
töne 146. 


Integral, elliptisches 152, 15,3. 

' — , partikuläres 112. 

Integralgleichung 608, 609. 

— , homogene röo, 628, 669. 

— , inhomogene 629, 630, 635. 
Integration, glictl weise 589, 620. 
Intcrferenzkurven gleicher Dicke 542. 
Isotherm 607. 

Jacobi 747. 

Jahnke, E., 163, 644, 646, 688, 723. 
Joule, J, P., 92. 

Kameriingh-Onnes 165. 

Kanten 301. 

V. Kärniän 910, 913. 

! Kegel, beweglicher 305. 

, — , diametraler 424. 

' — , fester 305. 

Kegelwinkel 339. 

Kelvin 789, 793, 824, 913. 

Kepler 47, 50, 266, 271, 276. 280. 
Keplersche Gesetze 47, 159, 202, 266, 271, 
276, 280. 

! Kern einer Integralgleichung 610, 621, 62ö. 
628, 640, 664. 

' — , Bilincarfonn desselben 612, 621. 661. 
I 672, 

Kilogramm 73. 

Kilogramme des archives 73. 

; Kinematik 6 ff., 292 ff. 

, Bewemingsglcichungcn dersell^en 9. 

\ — eines Kontinuums £l8ff. 


— Wirbelf^icbangen 832. j — , starrer Körper 292. 

Herpolhodiekäge! 305, 312, 330, 334, 412, Kinematischer Reibungskoeffizient 877. 
425. * Kinetische Enersie 87, 208. 


Herpolhodiekuire 312, 412. 

Hilbert 636, 664. 

Hooke 497, 572, 525. 

Hoölmschea Gesetz 497 ff., 512, 525. 
Ht>rii, J.. 144 
üu^gens 395. 

HyanMti^ 726ff. 


I — des starren Körpers 378, 379. 

I von Wirbeln 845ff. 

1 Kinetisches Potential 224. 

. Kirchhof! 172 , 380 ,« 1 », ««6.671.709, 832. 
Ktanofarbe W2. 

; Klein, F. «8, 428. _ 

|.Kne»er 624, 628, 666, 673, 696, 6CI0. 
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Knoten 591. 

KnotenUnie 334, 336, 339^ 648. 
Koeffizient der äußeren Reibung 879. 

, der inneren Reibung 877. 
Koeffizientenschema, antisymmetrisches 
459. 

symmetrisches 465. 

Kombinationstöne 144, 146. 
Kommutatives Gesetz 89, 189. 

Komplexe Größen 16. 

Komponente, normalo 33. 

— , tangentiale 33. 

Komponenten der Geschwindigkeit 15. 
Kompressibilität 521, 732. 
Kpmpressionsmodul 521, 732. 

— , adiabatischer 732, 751. 

— , isothermer 732, 751. 

Konjugierte Funktionen 800. 
Konservative Kraft 91, 96, 210, 285. 
Konservatives System 210. 
Kontingenzwinkel 34. 
Kontinuitätsgleichung 764. 
Kontinuumshypothese der Elastizität 444. 
Kontraktion 816, 819. 

Konvergenz 144, 614 ff. 

— , absolute 615. 

— , gleichmäßige 618. 

Koordinaten, allgemeine 221, 244, 259, 625. 
Koordinatensystem der Dynamik 77. 

— , linkshändiges 8. 

— , natürliches der Kurve 35. 

— , rechtshändiges 8. 
Koordinatentransforniation 36. 

Koppelung 264. 

Körper, defornnerbarer 5, 443 ff. 

— , elastischer 5, 443 ff. 

— , kontinuierlicher 180. 

— , starrer 5. 

Körperpolygon 301. 

Korrespondierende Punkte 903. 

— Zeiten 903. 

Körperzentrode 302, 320, 321, 322. 
Kosinassatz der sphärischen Trigonometrie 
309. 

Kraft 71, 72. 

— , elastische 109, 118. 

— , konservative 91, 96, 110, 285. 

— , lebendige 90. 

— , zurücktreibende 109. 

Kräfte, allgemeine 225, 226. 

— , äußere 178. 

— , innere 178. 

— , linienflüchtige Vektoren 384. 

— , Prjnzip von der Unabhängigkeit der- 
selben 76. 

Kx^lftebilanz 137. 

Kräftefreie Bewegung des starren Körpers 
406ff. 

Kräftefunktion 93, 96, 110, 209, 285. 
Kräftep’aar 387, 388, 389. 
Kräfteparallelogramm 75. 

Kräftepolygon 75, 94. 


Kräftesystem, äquivalentes 380, 382. 
Kraftlinien 290. 

Kraftsehraube 389. 

Kreisel 406. 

— , symmetrischer 420, 428. 

Kreiskegel 305. 

Krigar-Menzel 269. 

Kritische Geschwindigkeit 697, 905. 
Krümmung von Flächen 700ff., 706. 
Krümmimgszentrum 34. 

Kubische Kompression 521. 

Kugelkreiscl 408. 

Kugelwellen 665. 

Kurven, reduzierbare 785 ff. 
unreduzierbare 785. 

Labilität 417. 

Laden bürg, R. 885, 893. 

Ijage des starren Körpers 292. 
Lagenbestimmung, absolute 7. 

— relative 7. 

Lagen Vektor 59, 195. 

Lagrange 99, 103, 204, 221, 224, 231, 
239, 247, 255, 256, 265, 380, 398, 400, 
577, 626, 766, 773, 832. 

Lagrangesche Gleichungen 225, 239, 256, 
380, 398, 400. 

der Hydrodynamik 766 ff. 

zweiter Art 225, 239, 380, 400, 626. 

Lam^ 512. 

Laminarbewegung 884. 

Längenmaß, Einheit desselben 2. 
Laplace 291, 440, 552, 596, 605, 751. 
Laplacesche Differeiitial^eichung ^1, 440, 
552, 596, 605. 

Legendre 153. 

Leistung 89. 

Lebendige E^ft 90. 

Leibniz 92. 

Linkshändiges Koordinatensystem 8. 
Logarithmisches Dekrement 123. 
Longitudinalschwingungen eines Stabes 
657ff. 

Longitudinalwellen 574 ff. 

Lummer, 0. 234. 

Magnetische Energie von Strömen 845; 
Masse 71, 73, 344. 

Maximalamplitude 138. 

Mechanische Wärmetheorie 446. 
Massenanziehung, allgemeine 76, 268. 
Massenkräfte 478. " 

Massenmittelpunkt 180, 185. 
Membranschwingungen 643, 649. 

Meter 3. 

Mötre des arohives 3. 

Meyer, J. R. 92. 

Miohelson, A. 3. 

Minding 346. 

Mindingsohes T^heitsmoment 346. 
Mittelpunkt der parallelen KräiNie 386< < 
Molekulartheorie der Elastizität i44H« 
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Moment 226. 

Momentanzentrum 303» 319» 320» 321» 322. j 
Momentangleichungen 193, 366» 376, 
Momentenpunkt 195» 196. 

Müoke, G, 147. 


Poinfiotsohes Trägheitsellipsoid 354. 
Poiseuille 882, 893. 

Poiseuilleaohes Gesetz 885. 

Poisson 440» 513, 526» 562, 554» 596» 605, 
681, 718. 


Multikonstantentheorie der Elastizität 499. i Poissonsche Differentialgleichung 440» 552, 
Multiplikator» Lagranges 231. | 596, 605. 

Muskelkraft 72. i — , allgemeine Integration 554 ff. 

I Pol 303. 

Xahkräfte 478. . Polhodiekegel 305, 312, 330, 411, 424. 

Navier 681. | Polhodiekurve 312» 411» 418. 

^>umann, C. 77. [Potential 284» 285» 431» 438, 571. 


Neutrale Faser 533» 682, 684» 709. 
Newton 1, 47, 71» 74, 76, 77, 173, 176, 
177, 184, 204. 266, 267, 268» 269» 271, 
283, 344» 439, 642, 751. 

Newtonsche Bewegungsgesetze 74, 177. • 

— Kraftdefinition 77. 

— Mechanik 173. 

Newtonches Gravitationsgesetz 267, 269, 
283, 439. 

— Reaktionsprinzip 176» 177, 184. 
Niveaufläche 288, 731. 
Normalbeschleunigung 37. 

Normaldrücke 480, 486, 491, 630. 
Normalkoordinaten 245, 260, 626. 
Normalkraft 76. 

Normalschnitt 702, 705. 

Normalschwingung 243. 

Nutation 339. 

Oberflächenbedingungen 487ff. 
Oberfläohenkräfte 478. 

Pberschwingung 592. 

Oberton 144, 692. 

Oktave 144. 

Orthogonale Traiektorien 290. 
Orthogonalität der Eigenfimktionen 588, 
611. 


kinetisches 224. 
elastisches 504 ff., 720. 
logarithmisches 847 ff. 

; — , retardiertes 571. 

' — , skalares 573. 

— , simultanes 571. 

j Potentialbewegung einer Flüssigkeit 759 ff. 
I — , unstetige 809ff. 

\ Potentialraum 784. 

: Potentielle Energie 91, 209, 211. 
Prandtl 916. 

Präzessoin, progressive 424. 

— , reguläre 424, 431. 

— , retrograde 424. 

' Präzessionsbewegung 338, 339. 

. Präzessionsgeschwindigkeit 423. 

; Präzessionskegcl 426. 

‘ Präzessionswinkel 338, 423. 

; Prinzip der virtuellen Verrückungen 96» 
382. 

Problem der n Körper 283. 

.Produkt, äußeres (vektorielles) 187. 

^ — , skalares 89, 187. 

Punkt, materieller 4. 


Parallelogramm der Kräfte 75. 

Partikularlöeangen 112» 119. 

Pendel 4. 

— , ebenes 147. 

— , mathematisches 147. 

— » physisches 393, 394. 

— > räumliches 157. 

Pendelschwingungen 150. 

Pendehihg 33i, 339. 

Penddungswinkel 338. 

Pondelveisuch, Foucaults 167» 165, 283. 

Periode 51» 561. 

Periodische Bewegung 50. 

Periodizitätsmodm 789. 

Phase 52. 

Phofonomie 6. , 

Physisches Pendel^ Reduktion desselben j ^» einfach zusammenhängender 785. 

395. , — » Homogenität desselben 7. 

Piptrowski 886. ' — , Isotropie desselben 7. 

. Flanet^bewegung 47, 167> 284. — , mehrfach misammenhängendcr 785. 

H. Poinoare 747, ; — » ünendliehkcit desselben 7. 

Poinsot 015» 330» 352» 364, 424. 1 Raumpolygon 301. » 


! Quadratische Form 213, 246, 252. 

' Quantität der Bewegung 105. 
Quasipericxiisch 120, 639. 

Quellenfcld 793. 

(^eiienmäOigc Funktion 606, 610, 669, 
: 690. 

: Querkontraktionskoeffizient 513, 526, 540ff . 
1 676, 681. 

I Quirl 474. 

Radialbeschleunigung 37» 65. 
Radialbewegung 28. 

Radiakeschwindigkeit 27, 29, 36. 
Radialkraft 76. 

Randbedingung 682. 

Rankine 858. 

Rarikonstantentheorie der Elastizitjlt 499. 
Raum 2. 

absoluter 77. 
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Raumzentrode 302, 320, 321, 322. 
Rayleigh 624, 628, 630, 632, 690, 825. 
Rayleighschea Prinzip 624 ff., 630. 
Reaktion 177, 

Reduzierbare Kurven 785 ff. 

Regelflächcn 315, 330. 

Reibung 118. 

— , äußere 879. 

— , innere 877. 

Reibungskoeffizient 118. 

Reibungskräfte 118, 599, 637, 
Relativbeschleunigung 60, 63, 81. 
Relativbewegimg 57 ff. 
Relativgeschwindigkeit 59, 85. 

Relative Lagenbestimmung 7. 
Relativitätsprinzip, Galileischcs 77, 79. 
Resonanz 130, 596, 642, 697. 
Resonanzamplitude 138. 
Resonanzintensität 1.39. 

Reynolds 906. 

Reynolds sches ‘Gesetz 907. 

Reynoldssches Parameter 907. 

Richarz, F., 269. 

Ritz 725. 

Rollen 302. 
rot 474. 

Rotiition 292, 204, 313, 317, 318, 327, 328, 
330, 332, 371, 471, 474, 476, 561. 

— einer Flüssigkeit 740 ff. 

— , äquivalente 301, 306, 308. 
Rotationsachse 294, 303, 311, 328, 330, 
334, 343, 371, 424. 

Rotationsgeschwindigkeit 333, 337, 375. 
Rotationsmoment 190, 191, 193, 198, 200, 
342, 371, 407. 

Rotationsvektor 311. 

Rotations Winkel 318, 328. 
Rotationszentrum 294, 303, 

. Rotierender 8tab 695. 

Routh, E. J., 418. 

Saitenschwingung 577ff. 

Savart 725, 845. 

Schaefer, C. 147, 234, 681. 
Schallbewegimg 749 ff. 
Schallgeschwindigkeit 751 ff. 

Schallwellen 576. 

Scheerung 475. 

Soheinkräfte 232. 

Schmidt 636, 641. 

Schraubenaohse 330. 

Schraubenbewegung 313, 315, 330, 
Schroten 315. 

Schubspannungen 480, 486. 

Schulze, F. A. 147. 

Schwebung 133ff., 141, 263, 599. 

^hwere 76. 

Sohwerebesohleunigung, Einfluß der Erd- 
rotation darauf 173, 174. 

Schwerefeld 288. 

Schwerepotential 288. 

Sohwerk^ft 76. 


Schwerpunkt 180, 181, 184, 185, 196, 272, 
342, 345, 375, 379, 386. 

— , von Wirbelfäden 851. 

Schwingung 51, 108, 141, 144. 

— , erzwungene 126, 256, 593, 695 ff. 

freie 126, 238, 257, 582ff. 

— , gedämpfte 118, 120, 637. 

— , gekoppelte 266, 580. 

— , geradlinige 52. 

— , harmonische 109. 

— , kleine, eines Systems 238. 

— , ungedämpfte 120. 

Schwingungen von Pfeifen, 752 ff. 
Schwingimgsdauer 51, 150, 153, 561. 
Schwingungszahl 51, 561. 

Sekunde 4. 

Sekundenpendel 4. 

Sinussatz der sphärischen Trigonometrie 
309. 

Skalar 15, 365. 

Skalares Produkt 89, 96, 187. 

SkalarfcM 288. 

Sommerfeld, A. 418, 428. 
Sonncnhalbmesser 282. 

Sonnensystem 269. 

Spannung eines Fadens 233. 

— , Abhängigkeit von der Richtung 487ff. 
— , Tensorcharakter desselben 495. 
Spannungsellipsoid 492ff., 496, 527, 539. 
Spannungskomponenten 481. 
Spannungszustand, Analyse desselben 
478ff. 

Sphärische Bewegung 303, 306. 

Sphäroid 746. 

SUbihtät 210, 211, 417. 

Starrer Körper 5, 292, 295. 

aUgemeine Dynamik desselben 340ff. 

Alpha 77. 

, &wegung desselben, 295, 312, 

322, 328, 375. 

, Bewegungsgleichungen desselben 

340ff. 

, Oleiohgewichtsbedingungen 382. 

, kinetische Energie desselben 378. 

, kriiftefreie Bewegung desselben 

406ff. 

, Kräftesystem desselben 380, 383, 

389. 

Starrheit 443. 

Statik 6, 94, 232, 380. 

Steigzeit 43, 46. 

Stei&chuß 46. 

Stekloff 664. 

Stemtag 4. 

Stodola 695, 698. 

Stokes 779, 892, 907. 

Stokesscher Satz 779ff. 

Störung 282, 

Störungskraft 126, 593. 

Stoß 104. 

Stoßdauer 104. , 

Stoßkräfte 104, 105, 106, 185. 
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Strahlbildung 809ff. 

Straubei 543. 

Strehlke 725. 

Stromlinie 790. 

Stromlinientheorie 870. 

Strömung 779. 

Stumpf, C. 146. 

Substantielle Geraden 8. 

Summationston 146. 

Superposition, ungestörte 135, 142. 
Symmetrieebenen 510. 

— , gleichwertige 511. 

System 176, 178. 

— , freies 178, 187, 198, 200, 201, 269. 
— , unfreies 178. 

— , bewegliches 294. 

— , festes 294. 

Tangentialbeschleunigung 38. 
Tangentialkraft 76. 

Tangentialspannungen 480, 530, 727. 
Tartini 146. 

Tendenz zum gleichsinnigen PaniUclismus 
429. 

Tensor 355. 358, 360, 363. 

— , Zweiseitigkeit desselben 356. 
Tensorfläche 361, 363, 365, 476, 496. 
Tensorkomponenten 3^, 358, 359. 
Tensortripel 355, 359, 360, 361, 364, 474, 
496. 

Tonicellisches Theorem 777. 

Torsion 528, 629. - 

Torsionsmodul 513, 632. 
'TorsionssobwIngQngen von Stäben 678ff. 
Torrionswellen 678. 

— , Differentialgleiohung derselljen 680. 
Totalkraft 206. 

Totwasser 822, 827, 912. 

TrBgh«t 68, 71, 74, 344. 
Tiägheitselüpsoid 354, 365, 365. 
Träf^eitsgeaetz 71. 

Trigheitskiftfte 102, 206, 230, 232, 234. 
Tfimitsmoment 343, 344, 346, 346, 347, 
346, 361, 356, 365, 371, 378. 
en^mentefle Bestimmung 383, mit 
We^e 398. 

— , BfindinfiBofaes 346 
— , Binetiehes 346. 

Traji^ittofie, orthogonale 290. 
Tiaasformation der Bewegungggiaichuiigen 
80. 


Transversalkraft 76 

Transversalsohwingungen von Platten 713 ff 
— , Differentialgleichung derselben 717. 
Transversalwellen 574 ff, 

Turbulenz 905. 

Turbulenzgerade 908. 

Tycho de Brahe 47. 

I^o-Ellipsoid 411, 416. 

Uhren 4. 

ümfanjpgeschwindiffkeit 399. 

Unstetige Potentialbewegung 809 ff. 
Urmaß 3. 

Vektor 15, 310. 

freier 294, 311, 388. 

— . linienflüchtiger 311, 382, 
Vektoraddition 15, 17, 21. 

Vektorfeld 288. 

Vektorfunktion, lineare 366, 365, 366, 46">, 
472, 475, 495. 

Vektorpotential 573 
Vektorprodukt 89, 187, 333, 375. 
Verrüci^g, virtuelle 94, 95, 96, 340. 
Verschiebung 293, 300. 

— , äquivalente ,300. 

— , geordnete 450. 

Verzemmgsfläche 469. 

Virtuelle Arbeit 96. 

— Geschwindigkeit 96. 

— Verrüokimg 94, 95, 96, 340. 

Voigt, W. 355, 356, 359, 446, 718,758. 
Volumelement, physikalisch tmendltch 

kleines 445. 

Waetzmann, E. 146, 147, 
Wärmebewegung, ungeordnete 447. 
Wassorluftpumpe 779. 

Weber sehe Transformation 766 ff., 774. 
Wegintegral 105. 

Wellen, fortschreitende 584, 590. 

— , longitudinale 574, 675. 

— , stehende 584, 590. 

— , transversale 674, 575. 

Wellen iiewegung 562. 

Weilenfläche 562. 

Wellengleichung 557, 558, 562. 

— , partikuläre Inte^lc derselben 558 ff. 
— , allgemeines Integral derselben 565 ff 
Wellenlänge 561. 

Weltäther 77. 


— quadratiseher Formen 246ff 

— vem Tensorkomponenten 359. 

— von Vektoren B6. 
Tnmiatiombewegang Ö8, 2^ ff,, 313, 317, 

328. 

Transiationageeehwindigkeii 79. 
TranslaHonavektor 294» 311. 
TmaaplimttoiiBmeUiode 885. 

Transversale Beeohleunigitng 37, 38. 

— Bewegung 28. 

— OeiioliwiiHli^eit 27, 96. 


Weltbild, mechanisehes 2. 
— , elektromagnetisches 2. 
Wortheim 661. 


iderstand gegen Beschleunigting 74. 

, hydrodynamischer 806, 82011., Sil* 

ien, M. 19^ 
ien, W. 825; 

inkelbesohleuitgttiig 343, 344, 371» 
inke^esohwinäil^t 311, 320, 
ifbel, geradliniger !849ff. 
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Wirbel, kombinierter 868 ff. 

Wirbelaohsen 835. 

Wirbelbewegung 828 ff. 

— , Erhaltung derselben 828ff. 
Wirbelfaden 835. 

Wirbelfäden, Schwerpunkt derselben 852 ff. 
Wirbelflächen, als Unstetigkeitsflächen 866. 
WiiJ)elfreie Bewegung 561, 662, 772. 
Wirbelgleichungen, Helmholtzsche 832. 
Wirbelintensität 836. 

— , Konstanz derselben 837. 

Wirbelkanal 835. 

Wirbellinien 835. 

— , Erhaltung derselben 834. 

Wirbelraum 788. 

Wirbelring 838ff., 863ff. 

Wurf, horizontaler 43. 

— , schiefer 45. 

- - , vertikaler 43. 

Wurfbewegung 42. 

Wurfweite 44, 46. 

Wurfzeit 46. 


Youngscher Modul 513. 

Zahlenpaar 16. 

Zeit 2. 

Zeiteinheit 3. 

Zeitintegral 105. 

Zeitmaß 3. 

Zenithdistanz 28. 

Zentimeter 3. 

Zentralachse 330, 334. 

Zentralellipsoid 356. 

Zentralkräfte 199. 

Zentrifugalkraft 86, 103, 167, 173, 371, 
372. 

Zentripetale Beschleunigung 34. 
Zentripetalkraft 76. 

Zentrode 302. 

Zirkulation 779. 

Zusammengesetzte Beschleunigung 63. 
Zwangskraft 98, 101, 204. 
Zweikörperproblem 60, 167, 269. 
Zyklische Konstante 789. 
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